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APLICACIONES DE LOS TEOREMAS DE

SEPARACION PARA VALORES
SINGULARES DE MATRICES

AL ANALISIS DE LA REDUNDANCIA

FRANCISCO CARMONA

Universidad de Barcelona

El andlisis de la redundancia constituye una alternativa al andlisis de
la correlacidn candnica en el estudio de la relacidn entre dos grupos
de variables.

La utilizacidn de normas invariantes por matrices unitarias per-
mite generalizar la definicidn de indice de la redundancia. Con los
teoremas de separacidn para valores singulares de matrices se obtienen
caracterizaciones similares del andlisis de la redundancia y del andlisis
de la correlacidn candnica.

En el problema de la regresién reduciendo el rango también puede
considerarse a las variables del andlisis de la redundancia como
dptimas predictoras, puesto que los primeros factores minimizan la
matriz de covarianza residual.

Separation theorems for singular values of matrices applied
to redundancy analysis.

Keywords: Redundancy analysis, canonical correlation, unitarily in-
variant norm, multivariate linear regression.

1. INTRODUCCION

El anilisis de la correlacién canénica es una generalizacién, debida a Hotelling
(1935, 1936), del concepto de correlacién y regresién entre dos variables a dos

—Francisco Carmona - Universitat de Barcelona - Dep. d'Estadistica - Avda. Diagonal, 645
- 08028 Barcelona ’
—Article rebut al desembre del 1987.



grupos de varibles. Este anilisis ha sido estudiado y desarrollado por otros
autores, como Horst (1961), Meredith (1964}, etc., hasta situarlo en casi todas
las obras sobre andlisis multivariante como una de las técnicas preferentes.

Las correlaciones canénicas dan una medida del grado de dependencia entre
dos conjuntos de variables, concepto que se ha desarrollado con el nombre de
medidas de asociacién multivariante. El trabajo de Cramer y Nicewader (1979)
proporciona una extensa relacién de estas medidas.

En otro sentido, Steward y Love (1968) definen un indice como una medida
de prediccién o redundancia. El llamado indice de la redundancia es la media
de los coeficientes al cuadrado de la correlacién miltiple para predecir las va-
riables de un conjunto por el otro. Este indice, a diferencia de las correlaciones
candnicas, es una medida en general no simétrica.

Wollemberg (1977) desarrolla el andlisis de la redundancia. As{ como el
andlisis de la correlacién candnica maximiza la correlacién entre dos combi-
naciones lineales de ambos grupos de variables, el andlisis de la redundancia
obtiene combinaciones lineales incorrelacionadas de las variables predictoras,
con varianza uno, tales que la media de las correlaciones al cuadrado con las
variables del otro grupo sea mdxima. Es decir, se trata de maximizar el indice
de la redundancia entre una combinacién lineal del grupo de variables predictor
y el otro conjunto.

Hasta el presente varios autores han estudiado diversos aspectos relacionados
con el indice y el andlisis de la redundancia, entre ellos cabe destacar las aporta-
ciones de Gleason (1976), Johanson (1981), DeSarbo (1981), Tyler Tatsuoka
(1982) y Dawson-Saunders y Tatsuoka (1983).

Este trabajo resume brevemente, con una visién propia, lo ya conocido sobre
el tema y desarrolla nuevas aportaciones que pretenden situar el andlisis de la
redundancia como una técnica mds del andlisis multivariante, al mismo nivel
que el andlisis de la correlacién canédnica.

Para ello, en el siguiente apartado se define el fndice de la redundancia en
sus diferentes versiones y sus principales propiedades. Entre éstas destacare-
mos, como ya hemos dicho, la no simetria y el hecho de que sélo es invariante
por transformaciones afines del grupo predictor como demostraron Dawson-
Saunders y Tatsuoka (1983).

Seguidamente se explica el andlisis de Wollenberg (1977) y las versiones de
Johanson (1981) y Tyler (1982). Al igual que el indice de la redundancia, el
andlisis también depende de la matriz que utilicemos, covarianzas o correla-
clones, cosa que no ocurre con el andlisis de la correlacién candnica dada su
invariancia por transformaciones lineales no singulares de ambos grupos de
variables, en particular cambios de escala.

En el apartado 3, las normas invariantes por matrices unitarias de Rao {1979)
permiten generalizar la definicién de indice de laredundancia, aunque el andlisis
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de la redundancia para estos indices coincide con el cldsico.

En el mismo trabajo, Rao demuestra varios teoremas de separacién para va-
lores singulares de una matriz, similares al teorema de separacién de Poincaré.
Estos teoremas permiten obtener teoremas de caracterizacién del andlisis de la
redundancia y del analisis de la correlacién canénica.

Varios autores, entre ellos Yokai y Garcia Ben (1980), han estudiado el pro-
blema de predecir un grupo de variables en funcién de otro, pero utilizando
un nimero menor de combinaciones lineales que el nimero de variables predic-
toras observables, el llamado “reduced rank regression problem”. Las primeras
variables canénicas del andlisis de la correlacién canénica minimizan algunas
funciones de la matriz de covarianzas residual, por lo que han sido calificadas
de 6ptimas predictoras. Sin embargo, si descomponemos la matriz de cova-
rianzas en dos partes, donde la primera es la matriz de covarianzas fija del
error de prediccién y la segunda es el error adicional por la reduccién a un
nimero inferior de combinaciones lineales, se demuestra que los primeros fac-
tores del an4lisis de la redundancia minimizan la segunda parte. De modo que
las variables del andlisis de la redundancia también son buenas predictoras.

2. INDICES Y ANALISIS DE LA REDUNDANCIA

Sean z e y dos vectores aleatorios de dimensiones p y ¢ respectivamente.
Sea C = (C;;) 4,7 = 1,2 la matriz de varianzas—covarianzas de z,y. R =
(R:;) ©,7 = 1,2 es la matriz de correlaciones.

El llamado indice de la redundancia se define, en principio, como la varianza
media de las variables de un conjunto que se explica por una variable canénica
del otro conjunto. Se llama indice de la redundancia total a la suma de los
indices parciales para todas las variables canénicas. Sin embargo, los trabajos
de Gleason (1976), Dawson—Saunders y Tatsuoka (1983) y Carmona (1985)
justifican la siguiente definicién.

DEFINICION 1

Segin la matriz utilizada, el indice de la redundancia es:
1 -1
R(y:z)= P (R21R{)' Riz)

tr (02101—11012)

Re(y:2) = ——7 (Ca2)

Esta definicién formaliza el hecho de que el indice representa la proporcién
de la varianza total de y explicada por la prediccién lineal de y por z:
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q
> Var (y;)Ri'I
R(y:z)= 1=1q
> Var (y)
=1

Elindice R(y : z) puede verse asi como la media de las correlaciones miltiples
al cuadrado de cada variable y; con el vector z.

Z%Z

Con estas representaciones de los indices obtenemos ficilmente las siguientes
propiedades:

aJ0<R(y:z)<1 0<R(y:z)<1L
b) Rly:z)=0 <« RZ_ =0 Vi=1,..,9

Anélogamente es vilida para R,(y : z).

Respectivamente para el valor 1.
¢} Cuando las variables y son de varianza 1, R(y : ) = R.(y : z).
d) En general, R(y:z) # R(z : y) y Re(y: z) # Rc{z : y).
e) R(Uy+h:Tz+ k)= R(y: z)

si T es una matriz p X p no singular, U es ¢ X ¢ diagonal no singular y
h, k vectores constantes.

f) R.(Qy: Pz) = R.(y: z)
si P es una matriz p X p no singular y @ una matriz ¢ X g ortogonal.

Segiin Wollenberg (1977) el andlisis de la redundancia es “una alternativa al
andlisis de la correlacién candnica”.

Dicho andlisis obtiene combinaciones lineales incorrelacionadas de las varia-
bles independientes w!z, con varianza uno, tales que la suma de las correlaciones
al cuadrado con las variables y sea méxima.

Se trata pues de maximizar el indice de redundancia entre w'z e y
Ry :v'z) ZRy wir = —w '"RizRojw

con larestriccién w’ Ry ;w = 1, donde ahora R?
entre las variables y; y w'z.

'z €5 la correlacidn al cuadrado

62



TEOREMA 1 Wollenberg (1977)

Las combinaciones lineales v’ z, whz, ..., w.z que corresponden a los vectores
1+ W2y s Wr
) 5 ,
propios normalizados (w}Rijw; = 1) de

R} RiaRyyw; = Mw;
donde A; > Az > ... > A, > 0 son los respectivos valores propios de la

matriz R'Ri2Ra21 y r = rango (R[! Riz2R2;) = rango (Riz), verifican que
R (y : wiz) = \; es méximo; ademds si j <1 w;-Rnw; =0.

X; puede interpretarse como ¢ veces la varianza media de las variables de y
que se explica por la 7-esima variable canénica de las z.

Simétricamente se puede resolver el problema para el vector y, a partir de la
ecuacién

(Rz RoyRiz — plg) v =0

El andlisis de la redundancia puede también realizarse con la matriz de co-
varianzas C y el indice R.{y : ). Hay que resolver

Cl—llclzczlw = Aw

La correlacién miltiple es un caso particular del anélisis de la redundancia.
Si g = 1, el andlisis de la redundancia tiene por ecuacién

(Rl_llRlZRZl - AII’) w=0

donde R;, es un vector columna

Al sustituir A = R2, = RyyR’Rioyw = f = R{Ry se verifica la
igualdad.

También el anilisis de componentes principales puede verse como un caso
especial del anélisis de la redundancia.

Siz=y.
(RfllRllRll - )‘Ip) w=0=> (Rll - A.Ip) w=10
En este caso el indice de redundancia verifica:

1 1 A
R(z:w'z) = ~w' Ry Ryyw = =X (v'Rjw) = —
p p p

luego es proporcional a la varianza de la primera componente principal.
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Asi, maximizar la redundancia R(z : w'z) equivale a maximizar la varianza
de una combinacién lineal w'z con la restriccién usual w'w = 1.

El andlisis de la redundancia también estd relacionado con el anilisis fac-
torial. El andlisis factorial canénico se obtiene de forma mucho mdas natural
considerando el A.R. de las variables y los factores. El andlisis del factor prin-
cipal puede verse como el A.R. de las variables que generan el espacio de los
factores comunes consigo mismas, ya que en el fondo se trata de sus compo-
nentes principales.

Estos temas, asi como la generalizacién del A.R. a variables categéricas
pueden verse con mayor extensién en Carmona (1987).

El andlisis de la redundancia de Wollenberg no es biortogonal como el andlisis
de la correlacién canénica. Las ecuaciones caracteristicas del andlisis

(Ri2R21 — ARy w=0
(R21R12 — pRa2)v =0

no estdn relacionadas y, en general, A # p.

simplemente se verifica

corr (w{z,w;-a:) = 85
! ’ —
corr (uiy, v]-y) = b;;
Johanson (1981) sugiere dos transformaciones alternativas para el conjunto

de las y asociadas de forma natural con la transformacién del conjunto de
variables z.

La primera consiste en hallar combinaciones lineales v}y, ..., v}y que maximi-
cen v} Rojw; con las restricciones

I —_— ..
v; Rogv; = &;;

La segunda maximiza v]Rz;w; con las restricciones

Para este segundo caso obtenemos el siguiente
TEOREMA 2 Johanson (1981)

Los v; tales que maximizan v] Ry w; con la restriccién viv; = §;; vienen dados
por la expresién
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1
v, =71, Raw;

donde n? = wiRiaRo1w; = A

Este teorema puede expresarse de la siguiente forma

COROLARIO 1.2

) Ry Ris W o I, D
0V Ry, Rao 0v/)  \D VR,V

donde W y V son las matrices que tienen como columnas a los vectores w; y v;
1

respectivamente y D es la matriz diagonal cuyos elementos son Ai=1,..,r

Las matrices V y W pueden ampliarse, obteniendo como resultado el teorema
1 del trabajo de Tyler {1982).

TEOREMA 3 Tyler (1982)

Existen dos matrices, una no singular W p X p y otra ortogonal V¢ X g, de
forma que

W' o Ry, Ry, W o I, A
0oV Ry1 Roo 0oV - VAN V,Rmv

A bo de ord
= e orden p X
0 0 pXq

donde

y D es la matriz diagonal del corolario 1.

3. GENERALIZACION DEL INDICE DE LA REDUNDANCIA
PARA NORMAS DE MATRICES INVARIANTES POR MA-
TRICES UNITARIAS

Rao (1979) extendié la defincién de norma invariante por matrices unitarias
(n.im.u.), introducida por von Neumann (1937) para matrices cuadradas, a
matrices rectangulares. Utilizando n.i.m.u.’s podemos generalizar la definicién
de indice de la redundancia, aunque para todos estos {ndices el A.R. es el
mismo.

El indice de la redundancia puede definirse como
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—41
z) = | C21Cyy° HZE

-1
I Co2” |

R.(y
2
E

donde
I X llz= (tr(X X"))%

es la norma euclidea de matrices.

La definicién de n.i.m.u. para matrices rectangulares dada por Rao (1979)
es

DEFINICION 2

Una funcién || || a valores reales del espacio de las matrices p X ¢ se llama
n.i.m.u. si satisface las siguientes condiciones

@ I X||>0 si X#0
(i) | eX [l=fe| || X ||
(iii) | X+Y [<| X+ 1Y
(iv) || VXU ||=|| X || para matrices unitarias V y U de 6rdenes p y g
respectivamente.

Si X = PDQ' es la descomposicién en valores singulares (d.v.s.) de X, donde
Py @Q son unitarias y D es la matriz diagonal p X ¢ con los valores singulares de
X, por la condicién (iv), || X ||=|| D ||. Es decir, una n.i.m.u. es una funcién
simétrica de los valores singulares.

Un ejemplo es la norma espectral || X |2= 01, donde 02 es el mayor valor
propio de X' X, que es compatible con la norma euclidea de vectores

| Xv lle<|| X [l2]l v &
Dada una n.i.m.u., podemos generalizar el indice de la redundancia.

DEFINICION 3

1 n
_lenct |

Rs}(y : I) 1
| Co2* |I?
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TEOREMA 4
El A.R. es invariante para cualquier indice R,(y : z).

Demostracion:

Se trata de hallar una combinacién lineal a’z que maximice Ry(y : a’z) con
alguna restriccién.

Ry(y:a'z) = | Cz1a(a’'Crya)” 2 |12
g . - —1
Il C2 |12

Si prescindimos del denominador y utilizamos la propiedad (ii) queda

(a'C11a)™" || Cara |

W=

Pero el iinico valor singular de Cza es (a’C12C21a}? con lo que
!
a Clzcgla
Ry(y:a'zs) = K————
a C’lla
cuya maximizacién, con la restricién a'Cije = 1, nos devuelve el A.R. de

Wollenberg.

4. TEOREMA DE CARACTERIZACION DEL ANALISIS DE LA
REDUNDANCIA

En este apartado utilizaremos la siguiente notacién:

Los valores singulares de una matriz A se designan o;(A) > o3(A) > ...y los
valores propios de A cuando es simétrica A1(A) > A2(A4) > ...

La descomposicién de Jordan de una matriz simétrica A es A = PAP'.
La matriz de las k primeras columnas de P (k primeros vectores propios) se
describe P(x) mientras que la matriz de las k dltimas columnas es Pj).

A continuacién enunciamos el teorema de separacién de Poincaré para valores
propios de una matriz simétrica.

TEOREMA 5 (T.5.P)

Sea A una matriz simsétrica de orden m y sea B una matriz m X k tal que
B'B = I.. Entonces

Am—k+:(A) S N(B'AB) < X(4)  i=1,..
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La cota superior se alcanza cuando B = P(x) y la inferior cuando B = Py
donde A = PAP'.

Rao (1979) demuestra una generalizacién de T.S.P. para valores singulares
de una matriz.

TEOREMA 6 Rao (1979)

Sean las matrices A mxn, Bmxry Cnxktalesque BB=1,y C'C = I.
Entonces

oi+i(A) < 0;(B'AC) < 0;(A) i=1,.., min (r,k)

dondet=m+n—r—=%k

La cota superior se alcanza cuando B = P(,) y C = Q) donde A= PDQ'
es la d.v.s. de A.

Vamos a utilizar estos teoremas para dar una caracterizacién del AR.

En un claro paralelismo con el teorema 3 de Tyler, consideramos dos matrices
Fpxpy Ggxgqtales que F'C ;1 F = I, y G'G = I; de forma que la matriz
de varianzas—covarianzas de F'z con G'y es

1, F'C.G

01021F GICQQG
Vamos a ver que maximizar cualquier funcién de los valores singulares de
F'C12G (en particular una n.i.m.u.) o de los valores propios de G'Cp1 FF'C1,G

nos lleva a la solucién del A.R.

TEOREMA 7

Sean F pX py G g X g tales que F'CyF = I, y G'G = I,. Entonces
| F'C12G || se maximiza cuando F = W y G =V para cualquier n.im.u.

Demostracién:

Recordemos que en el teorema de Tyler hemos visto que
W CLV =A
donde WICHW =1,y V es unitaria.
Multiplicando a la izquierda por W y a la derecha por V' tenemos
Cr | Cr = WAV
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o también
_1 1
0112 012 = CIZIWAV

—1 I —
que es la d.v.s. de C,*Ci2 dado que C/,W y V son unitarias.

Los valores singulares de F'C1,G verifican:
0; (F'C12G) = o (F’Cflcl‘ﬁ C12G) < o (Cl‘l§ 012) = o:(n)

1 — —
La cota superior se alcanza cuando C} F = C} W, es decir, cuando FF =W
yG=V.

Nota 1:

Por la demostracién queda claro que, bajo las condiciones del teorema, el
A.R. maximiza cualquier funcién de los valores singulares de F'C12G o de los
valores propios de G'C21 FF'C12G por ejemplo

det (G1021 FF’ClgG)
tr (G’Czl FF’012G)

Nota 2:

Es posible tomar matrices F p x k' y G g X r tales que F/C;1F = I y
G'G = I, y la maximacién se obtiene cuando F = W) y G = V(). En
particular cuando k = r = rango (C12) , F =W y G=V.

Es posible dar un teorema de caracterizacién del A.C.C. en términos simi-
lares.

Si .. €, C1,C5,} = PDQ' es la dv.s. del A.C.C., donde D = diag

1 ~1
(p1,--sP%,0,...,0), k =rango (C)2), resulta que C;,* Py C,,* @ son los vectores
de la correlacién canénica.

TEOREMA 8

Sean F px py G ¢ x g tales que F'C1 F = I, y G'Cp2,G = I;. Entonces

_i
| F'C12G | se maximiza para cualquier n.im.u. cuando F = C;*Py G =
— 4
C,° Q.
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Demostracion:
1 ~1 ~1 1
0i (F'C12G)= o; (F'CH L Cuaet c46)

Py ’I,<]C

< o -3 -3 = g —
<o; (Cu 012022) a:(D) {0 Pk

1 1
La cota superior se alcanza cuando C}F = Py C3,G = Q es decir, F =
_1 _1

Ci*PyG=0CLQ.

En este caso F'z, G'y son las variables canénicas y verifican
cov (F'z,F'z) = I,
cov (G'y,G'y) = I,
cov (F'z,G'y) = F'C1,G =D
Nota 1

Bajo las condiciones de este teorema se observa en la demostracién que el
A.C.C. maximiza cualquier funcién de los valores propios de F'C1,GG'Ca, F.

Nota 2

También es posible tomar matrices F p X r y G q X s tales que F/'C F = I,
—1
y G'C22G = I, y la maximacién se obtiene cuando F = C|* P, vy G =
1
Cs0® Qv)-
Con este teorema podemos obtener de otra forma un resultado del trabajo

de Rao (1979).

TEOREMA 9 Rao (1979)

Sean F pxpy G gxrtalesque F'C 1 F = I,, y G'C22G = I, y C una matriz
r x p. Entonces

A—it1|E(G'y — CF'z)(G'y = CF'z)| > 1—p? i=1,..,r
y la cota inferior se alcanza cuando

F=CJ'P, G=0CQu y C=GCyF
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Demostracién:

Sea A= Q@'Cy1F y M = E(G'y — CF'z)(G'y — CF'X)'
Dado que

M=1I, — AC' — CA' + CC'
=1, + (C — A)(C — A) — AA’'

resulta que
M(M) > (I, — AA))

y se verifica la igualdad cuando C = A = G'Cy, F

Por el teorema 8

\i(A4') = o} (&) <

y se verifica la igualdad tomando F' y G del enunciado.

Luego

Arciv1(M) 2 Aripr (I — AA) = 1 - X (AA') > 1~ pf

5. LAS VARIABLES DEL A.R. COMO OPTIMAS PREDIC-
TORAS

En el trabajo de Yokai y Garcia Ben (1980) se estudia la utilizacién del
A.C.C. para predecir y en funcién de z, pero utilizando k < p combinaciones
lineales de las =

z=F'z

donde F es p X k.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer F'Cy, F = I;..

Sea y(z) la mejor prediccién de y basada en z por minimos cuadrados:
y(z) = C F (F'C11F) "' 2= Cy, Fa.

Se sabe que y(z) es la mejor prediccién lineal de y por z minimizando

a) Ellv—yl(2) %
b) det (E(y — y(2))(y — (2)))
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sobre todas las predicciones de la forma y(z) = Az donde A es g X k.

El vector z que miniza (a) difiere, en general, de las variables canénicas del
A.C.C. (Ver Rao (1973), cap. 8 problema 2). En cambio la eleccién de z
minimizando (b) coincide con las k primeras variables del A.C.C..

En el mismo sentido Rao (1979) estudia el “Problema de la regresién re-
duciendo el rango”.

Veamos que el siguiente teorema resume ambos trabajos.

Sea E(y — y(2))(y — y(2)) = Coz — C12FF'Cyy = M(F)
TEOREMA 10

Si F es p x k tal que F'C; F = I, entonces

it (C M(F)C3Y ) 2102 i=1,.k

1
y se alcanza la igualdad cuando F = C|* Py), es decir, cuando z = F'z son
las k primeras variables candnicas del A.C.C.

Demostracion:

1 1
Dado que  C,,° M(F)Coy® = I, — Cypf Cpu FF'C12Cy}

v

Ag—itl (c;jM(F) *) ,(022 Co FF'C2C5, )

—
— X (F'CyC5t CQIF)
— X

H

i (F C'11011 C'12022 c'21011 CuF)
(

- A

I V

011 C12022 c'210'11 )

1-p? 1=1,..,k

1
y se calcanza la cota inferior cuando C} F = Pyy,.
COROLARIO 1.10 Rao (1979)
Las k primeras variables canénicas del A.C.C. minimizan
_1 -1
| Cop® M(F)Cyy* ||

para cualquier n.l.m.u.



COROLARIO 2.10 Yokai y Garcia Ben (1980)

Las k primeras variables canénicas del A.C.C. minimizan

k
det (M(F)) > det (Ca2) [] (1 - £7)
1=1

Demostracion:

Trivial, ya que

det (M(F)) = det (Caz) det (C3;' M(F)C3}) 2

> det (Cs2) ili (1 — p?)
Por otra parte podemos considerar la descomposicién de M (F )
M(F) = Cas — C2,C1;*C12 + Ca1 (C[{' — FF') C1z
donde la primera parte es la matriz de covarianzas del error al predecir y por

todo z, mientras que la segunda parte es el error adicional por la reduccién de
z a un ndimero inferior de combinaciones lineales.

Rao (1979) estudia la minimizacién de la segunda parte que nos permite un
importante resultado para el AR.

TEOREMA 11

Sea F una matriz p X k tal que F'C; F = Ix. Entonces
| C21 (CTy! = FF') Crz |
se minimiza para cualquier n.i.m.u. cuando F = W(k).

Demostracion:

Se demuestra ficilmente que
X [Ca1 (Ciit — FFY) Cual= s (UG} €1aCan O, U)
> Agyi (01_1% 01202101—1%>
por el T.S.P., donde U es una matriz subortogonal de rango p — k tal que
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6. CONCLUSIONES

Se ha presentado el andlisis de la redundancia como una alternativa al anilisis
de la correlacién canénica destacando las diferencias conceptuales entre las co-
rrelaciones canénicas como medidas de dependencia y los indices de redundan-
cia o prediccidn.

Se han estudiado las principales propiedades de los fndices y el andlisis de la
redundancia en sus diferentess versiones, indicando las relaciones naturales de
este anilisis con otros métodos multivariantes, en particular con la regresién
miltiple, componentes principales y andlisis factorial.

Utilizando normas invariantes por matrices unitarias se ha generalizado la
definicién de indice de la redundancia aunque el andlisis resultante coincide con
el de Wollenberg.

Con los teoremas de separacién para valores singulares de matrices se han
obtenido teoremas de caracterizacién del andlisis de la redundancia y del
andlisis de la correlacién candnica.

Finalmente, se ha demostrado que en el problema de la regresién reduciendo
el rango no sélo las variables canénicas pueden calificarse de éptimas predic-
toras, puesto que las variables del andlisis de la redundancia también mini-
mizan, aunque de otra forma, la matriz de covarianzas residual.

7. BIBILIOGRAFIA

(1] Carmona, F. (1985), “Sobre el andlisis de laredundancia”. Homenatge
a F. d’A. Sales, Fac. de Matem., Univ. de Barcelona, 16-27.

[2] Carmona, F. (1987) “Andlisis de la redundancia y su relacién con otros
métodos multivariantes”. Tesis Doctoral. Publicaciones de la Univ. de
Barcelona.

(3] Cramer, E.M. y Nicewander, W.A. {(1979) “Some symetric, invari-
ant measures of multivariate association. Psychometrika, 44, 43-54.

[4] Cuadras, C.M. (1981) “Métodos de Andlisis Multivariante”. Eunibar,
Barcelona.

(5] Dawson—Saunders, B.K. y Tatsouka, M.M. (1983) “The effect of
affine transformation on redundancy analysis”. Psychometrika, 48, 299-
302.



6]
7]
18]
[9)
[10]
(11]
[12]

13}

[14]

(15]

Gleason, T.C. (1976) “On redundancy in canonical analysis”. Psychol.
Bull,, 83, 1004-1006.

Horst, P. (1961) “Relations among m sets of measures”. Psychome-
trika, 26(2), 129-149.

Hotelling, H. (1935) “The most predictable criterion”. J. of Educ.
Psych., 26, 139-142.

Hottelling, H. (1936) “Relations between two sets of variables”.
Biometrika, 28, 321-377.

Johanson, J.K. {1981) “An extensison of Wollenberg’s redundancy
analysis”. Psychometrika, 46, 93-103.

Meredith, W. (1964) “Canonical correlations with fallible data. Psy-
chometrika, 29, 55-56.

Rao, C.R. (1965-1973) “Linear statistical inference and its applica-
tions”. Jhon Wiley, New York, 625 pp.

Rao, C.R. (1979) “Separations theorems for singular values of matrices
and their applications in multivariate analysis”. J. Mult. Anal., 9, 362-
3717.

Stewart, D. y Love, W. (1968) “A general canonical correlation in-
dex.” Psychol. Bull., 70, 160-163.

Tyler, D.E. (1982) “On the optimality of the simultaneous redundancy
transformations”. Psychometrika, 47, 77-86.

(16] van den Wollenberg, A.L. (1977) “Redundancy analysis: An alter-

[17]

(18]

native for canonical correlation analysis”. Psychometrika, 42, 207-219.

von Neumann, J. (1937) “Some matrix irregulaties and metrization
of matrix spaces”. Tomsk Univ. Rev., 1, 286-299.

Yokai, V.J. y Garcia Ben, M.S. (1980) “Canonical variables as op-
timal predictors”. The Annals of Statistics, 8(4), 865-869.






	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

