QUESTIIO, Vol 12, n° 3, pp. 315-321, 1988

ESTIMACION INSESGADA
GENERALIZADA EN
POBLACIONES FINITAS

M. RUIZ ESPEJO

Universidad Complutense de Madrid

Proponemos un tipo de estimador insesgado pare funciones paramé-
tricas en el contexto de poblaciones finitas. Algunos casos particu-
lares de estos estimadores son los cldsicos de Hansen- Hurwitz (1943),
Horvitz-Thompson (1952), Sdchez Crespo (1977) y Murthy (1968).
Ademds damos estrategias insesgadas uniformemente mejores que las
de Sdnchez-Crespo (1977) en determinadas condiciones.
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Generalised unbiased estimation in finite populations.
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1. INTRODUCCION

En esta nota vamos a proponer, en poblaciones finitas, un estimador inses-
gado de cualquier funcién paramétrica descomponible en sumas, en que cada
monomio contenga la variable de interés en un nimero de unidades inferior al
tamafio muestral n. Casos particulares de este estimador propuesto son los esti-
madores Hansen-Hurwitz (1943), Horvitz-Thompson (1952) y Sénchez-Crespo
(1977) para estimar la medida poblacional
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asf como el estimador de Murthy (1963) para estimar la varianza poblacional

Por analogia podemos proponer por ejemplo un estimador insesgado de 03
bajo diseno de probabilidades proporcionales al tamaiio con reemplazamiento
(pptr) que es también de sencilla ejecucién en la prictica. También pode-
mos generalizar para cualquier diseiio con o sin reemplazamiento al estimador
Horvitz-Thompson generalizado propuesto en Ruiz (1986) para justificar la

estimabilidad de funciones paramétricas polinomiales.

2. ESTIMACION INSESGADA DE LA MEDIA POBLACIONAL

Ya sea el disefio ordenado o no ordenado, un estimador insesgado de la media

poblacional § es
N
E E (e,

donde ¢; es una variable aleatoria auxiliar que toma valores 0,1,2... hasta n
como maximo segin el nimero de veces que aparece la unidad ¢ en la muestra
(1 €% < N) ysiendo N el tamaiio de la poblacién finita. Para un disefio
ordenado con reemplazamiento, e; puede tomar valores superiores a 1 y por
tanto su valor esperado E(e;) podria ser superior a 1. Un ejemplo de este
caso es el estimador Hansen-Hurwitz (1943) para un disefio de probabilidades
proporcionales al tamafio con reemplazamiento; si el tamafio de la unidad 7 es
p; > 0, con

t:n

entonces e; ~B(n, p;) (binomial) y por tanto E(e;) = np; con lo que queda
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n.pi
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Otro ejemplo del mismo caso ordenado es el estimador de Sinchez-Crespo
(1977) donde e; se destribuye hipergeométricamente, con E(e;) = np; también.
Con este diseilo, el estimador coincide con el ya conocido de Hansen-Hurwitz.

En el caso de muestreo no ordenado sin reemplazamiento, entonces la variable
aleatoria auxiliar e; puede tomar los valores 0 4 1 segiin no pertenezca o siala

316



muestra la unidad 1. Asi, ¢; nunca sera superior a 1. En este caso, llamando s
a la muestra no ordenada a seleccionar

E(e;)=0p(t¢s)+1plies)=pltes)=1I

donde I1; es la probabilidad de inclusién de 1a unidad ¢ en la muestra. Entonces,
bajo este disefio, tendremos el estimador Horvitz-Thompson (1952) como caso
particular de nuestro estimador general de la media poblacional que es siempre
insesgado, y es
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8. VARIANZA DE LOS ESTIMADORES

Como es bien sabido {Ruiz, 1987), no existe estimador insesgado de minima
varianza para la estimacién de la media poblacional o de la varianza pobla-
cional. Ademds {como se vié en Ruiz, 1988} en el caso de estimacién de la media
poblacional §, tanto el estimador Hansen-Hurwitz (1943) como el de Sdnchez-
Crespo (1977) {que mejora uniformemente al estimador Hansen-Hurwitz, tyx)
admiten estimadores insesgados uniformemente de menor varianza. En efecto,
si el tamafio muestral es n > 2, V(tsc) < V(tun).

Vitso) =V fi" : iy‘zV( )+ 55 Cov (ee,)
sc)= — == == Ve = €, €5
Pl 2 n? i—1 P? i#£5=1 PiPj ?

al seguir e; una distribucién hipergeométrica generalizada,

M-n
Vie) = F:’{"Pe(l - pi)
ysit#7,

M-n
Cov (ei,e5) = ———npip; ,

M-1
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luego

n 1 Ny-2 N
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siempre que n > 2.

Un estimador insesgado de la media poblacional § que mejora a su vez uni-
formemente al estimador de Sdnchez-Crespo (1977), se obtiene con el mismo
estimador § = tgy = tsc, donde e; sigue siendo el némero de veces que aparece
la unidad ¢ en la muestra, pero el disefio se modifica de modo que si en la urna
existe M; bolas con el indicador de la unidad 1, siendo

N
Y Mi=M
i=1

pedemos extraer una bola y queda seleccionada la unidad numerada en la bola
extraida. Seguidamente antes de la segunda seleccién, se retiran de la urna un
niimero de bolas (con el mismo indicador de la ya extraida en primer lugar)
igual al mdximo comiin divisor m = m.c.d.{M; : 1 = 1,2, ..., N} que podemos
suponer mayor que 1. De la urna con la composicién de bolas resultante se
obtiene la segunda extraccién que indicar4 la segunda unidad seleccionada en
la muestra. Posteriormente, y antes de la tercera extraccicén (y sucesivas) se
retiran de la urna un nimero m de bolas con el mismo indicador que la segunda
bola (y siguientes) extraida. Asi actuarfamos sucesivamente hasta completar
el tamafio muestral n.

De este modo quedaria un disefio que mejora uniformemente la precisién de
la estrategia de Sdnchez-Crespo (1977). Las comprobaciones son inmediatas.
Sim es el mdximo comin divisor de los tamafios M;(z = 1,2,..., N), entonces
Hamamos M;/m = K; y M/m = K. El tltimo disefio propuesto es equivalente
a la seleccién sin reemplazamiento con probabilidades iguales de K bolas de
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una urna, donde K; llevan el indicador de la unidad : (: = 1,2,...,N). El
estimador habitual para disefio ordenado verifica que p; = K;/K = M;/M y
e; sigue una distribucién hipergeométrica generalizada con paridmetros K, n y

K;/K. Entonces, ahora

E(C“) = n’% =np; ,

y por tanto nuestro estimador anilogo tpr es también insesgado como tyy y
tsc, E(tre) = ¢, y ademds

K- M-n

n
140
K17 GEE) < 3y

(1) V(tre) = Vitur) =Vitsc)

donde como sabemos tgy g y tsc se obtienen de una urna con M; bolas iden-
tificadoras de la unidad 1 (= 1,2,...,N). El resultado (1) es cierto si y sélo
si

(K —n)(M —1) < (M -n)(K —-1)

que equivale a que K < M, que es cierto pues hemos supesto que m > 1y

mK =M.

4. ESTIMACION INSESGADA DE LA VARIANZA POBLA-
CIONAL

En el caso general (muestras ordenadas o no ordenadas), el estimador pro-
puesto para la varianza poblacional 03 es

donde e; y e; son las mismas variables aleatorias auxiliares de las secciones
anteriores. En el caso de disefio no ordenado o sin reemplazamiento,

E(eie;) — 1.1.p(2,7 €8) =Ny

con lo que obtenemos el estimador insesgado de la varianza poblacional debido
a Murthy (1963)
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Con disefio pptr, idéntico al requerido para el estimador Hansen-Hurwitz para
la estimacién de la media poblacional, podemos proponer un nuevo estimador
de la varianza poblacional. Ahora,

E(eie;) = E(e;) E(e;) + Cov (e5,65) = nzp;p,- = np;p; = n(n — pip;
y quedaria el estimador insesgado asf,

1 X (y-' — yj)z

& —
N2 Zi=1 n(n— 1)pipy

2— . .
v = .ee;

Del mismo modo, utilizando el disefio propuesto por Sinchez-Crespo (1977)
de tipo ordenado, el estimador se obtendri calculando

E(eiej) = E(e;)E(e;) + Cov (e;,¢;) = n? pip; — ﬁ—:—'l'np;pj =

=1

E

= np;p; (n [
y asf el estimador insesgado queda

N

(2) : 22 _ i (y.- — yJ')2
Y N2 G5 npip; [n— M=o

que es otro nuevo estimador insesgado, caso particualr del estimador modelo
propuesto. Con el disefio introducido en la seccién 3, el estimador insesgado
de la varianza poblacional se obtendria como en (2) sustituyendo M por K =

M/m.

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

El planteamiento propuesto permite considerar con un mismo tratamiento
a estimadores clisicos asf como otros estimadores insesgados que surgen de
modo natural por este procedimiento para otros disefios. Del mismo modo se
pueden proponer estimadores insesgados de funciones paramétricas polinomia-
les para disefios ordenados (ya no sélo ordenados como presenté Ruiz (1986),
generalizando el estimador Horvitz-Thompson (1952) ).

En general, para cualquier otra funcién paramétrica basta descomponerla
en monomios, cada uno de los cuales contiene en su forma explicita k valores
vi(t = 1,2,...,k por simplicidad) de la variable de interés. Si este monomio
no se simplifica con otro en el que intervengan los mismos valores de interés
% (¢t = 1,2,.., k), entonces en el estimador aparecer4 la misma expresién mono-
mial multiplicada por el producto €je,...e; y dividida por E(eyey...ex). Con
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ello, si la esperanza dltima es positiva {no nula) se puede proponer un esti-
mador insesgado de este monomio de modo andlogo a como hemos expuesto en
las anteriores secciones. Realizando lo mismo con los dem4s monomios no sim-
plificables de la funcién paramétrica, podemos llegar a proponer el estimador
insesgado de dicha funcién paramétrica ya sea para disefios ordenados o no.
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