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UN ENSAYO SOBRE
CRITERIOS DE INFERENCIA
EN POBLACIONES FINITAS

M. RUIZ ESPEJO

Universidad Complutense de Madrid

Realizamos un andlists de los criterios prdcticos para la inferencia
en poblactones finttas, y proponemos un criterio experimental nuevo
para decidsr el estimador o estrategia preferible basada en una muestra
piloto.
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1. INTRODUCCION

Han sido variados los criterios de inferencia que tratan de dar pautas para la
eleccién de disefio muestral y de estimador que deben utilizarse para estimar
ciertas funciones paramétricas de interés como son la media poblacional, la va-
rianza poblacional, la razén de totales poblacionales, el coeficiente de regresién
poblacional de la variable de interés sobre cierta variable auxiliar, etc. referidos
a una poblacién finita fija de tamafio IV, como es usual en la bibliografia (Cassel,
Sarndal y Wretman, 1977 6 Wolter, 1985).

Actualmente y en la segunda mitad de nuestro siglo estamos presenciando
como diversos autores tratan de justificar clerto estimador o clase de esti-
madores por tal o cual criterio, presentando razones que pueden inducir a su
uso. En este camino influyen aspectos de la inferencia cldsica y sus técnicas
ya conocidas para la eleccién de estimadores de pardmetros de poblaciones
infinitas, como elementos de la teorfia de la decisién estadistica al considerar
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que existe una incertidumbre total en los posibles valores a observar de la
variable de interés en cada unidad de la poblacién finita, o incluso modelos
superpoblacionales que encauzan de algin modo dicha incertidumbre mediante
la adopcién de hipStesis sobre cémo se generan los datos que se observan en
cada unidad de la poblacién. Como consecuencia, al lector no introducido en
estos estudios puede parecer confuso, incluso a veces paradéjico el panorama
que se desprende de las distintas propuestas que se justifican de algin modo o
bajo los mds variados criterios.

Veamos pues una visién general de algunos de estos criterios haciendo opor-
tunos comentarios sobre su alcance y significado en el contexto global de la
inferencia en poblaciones finitas.

2. ESTIMABILIDAD

La estimabilidad de una funcién paramétrica para un disefio dado consiste
en la existencia de un estadistico que con tal disefio sea insesgado para la
funcién paramétrica. Este criterio usual en la inferencia clsica fué introducido
y estudiado en el contexto de poblaciones finitas por primera vez por Hanurav
(1966), quien caracterizé las funciones paramétricas cuadriticas estimables con
respecto a un disefio dado. Recientemente Ruiz (1986b) ha extendido este
criterio a una variedad mucho m4s amplia de funciones paramétricas.

No obstante el interés se centra usualmente en ciertas funciones paramétricas
como son la media y la varianza poblacionales. Fijada una de estas fun-
ciones, un estimador (para un disefio dado) es insesgado si el operador espe-
ranza matemadtica al actuar sobre nuestro estimador resulta igual a la funcién
paramétrica a estimar. Existen muchos estimadores ya clisicos en teorfa de
muestras que son sesgadas bajo disefios muy sencillos a utilizar en la practica,
como son los estimadores de razén, producto o de regresién para la media
poblacional, sin embargo aunque no son insesgados bajo el disefio de muestrec
aleatorio simple poseen en ciertas condiciones unas cualidades muy deseables
como son su acuracidad o poca dispersién entorno a la funcién paramétrica a
estimar, cosa que no es exigida por la estimabilidad o insesgacién bajo cierto
disefio. ’

Asf la estimabilidad de una funcién paramétrica es debida a la existencia de
algtin estimador insesgado. La insesgacién por sf sola puede ser un mal criterio
de seleccién de estimadores o disefios ya que puede presentarse en la prictica
unida a una gran dispersién. Para algunos estadisticos esta dispersién deberia
ser medida por la desviacién media o error absoluto medio, pero sus grandes
dificultades en el cilculo real, ha hecho interesarles en la prictica por el error
cuadrético medio y, en el caso de ser insesgado el estimador, por su varianza.
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8. SUFICIENCIA

El criterio de suficiencia se basa en reducir los datos observados a una ex-
presién mas sencilla que conserve la informacién esencial para el problema de
inferencia concreto. Segiin justificaron Basu y Ghosh {1967) el dato consistente
en las unidades identificadas sin conservar el orden y multiplicidad al ser obser-~
vadas, es suficiente minimal para el parametrs y = (yi,...,yn} ¥ por ello para
cualquier funcién paramétrica basada en y. Es minimal por ser {a reduccién de
los datos originales mds fuerte posible sin dejar de ser suficiente.

Otros tipos de suficiencia son la lineal, estudiada por Godambe {1966), la
suficiencia de distribucién libre {(Godambe, 1966} y la suficiencia bayesiana
(Godambe, 1968).

El teorema de Rao-Balckwell adaptado a la tecrfa de muestras (Ruiz, 1988)
permite dar una clase esencialmente completa de estimadores o estrategias
{disefio, estimador) en cada problema de inferencia. Todo ello justificarfa limi-
tarnos a considerar estimadores que no dependen del orden y multiplicidad de
unidades en la muestra. Sin embargo la aceptacién de estas conclusiones no ha
sido general, debido a que al hacer intervenir costes, el muestreo con reemplaza-
miento, que considera el orden y multiplicidad de las unidades seleccionadas,
puede presentar ventajas econémicas como ya indicé Pathak (1962).

4. COMPLETITUD Y ESTIMADORES UMV

El estadistico suficiente minimal visto anteriormente no es completo. Si hu-
biera sido completo podria verse si existe o no un estimador éptimo en sentido
uniformemente de minima varianza, UMV. El teorema m4s amplio sobre com-
pletitud presentado hasta ahora se debe a Liu (1983), pero se desarrolla en
condiciones relativamente restringidas.

Pero la no existencia de estimador uniformemente de minima varianza fué jus-
tificada por Godambe (1955) en la clase de los estimadores lineales homogéneos
insesgados y posteriormente Godambe y Joshi (1965) ampliaron dicho resul-
tado a la clase de todos los estimadores insesgados. Este criterio se reducirfa a
comprobar que existe o no un estimador ¢, € C verificando

(1) Vt)<V() VteC y VyeRY

donde C es una clase de estimadores insesgados y el término Vy € RY significa
uniformemente. Han sido varios los autores que han estudiado este criterio
de la existencia o no de estimador uniformemente de minima varianza. En
las condiciones mas generales, Ruiz (1987b) ha justificado que no existe tan
deseable estimador, pues de existir serfa la eleccién natural de la clase de todos
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los estimadores insesgados, cuando ni siquiera existe estimador uniformemente
de minimo error cuadratico medio en la clase de todos los estimadores.

Otros autores, como Sirndal {1976), consiguen demostrar la existencia de
estimadores uniformemente de minima varianza en condiciones restringidas,
para ciertas clases de estimadores bajo ciertos disefios, lo que le hace tener
poca importancia general en la practica.

5. ADMISIBILIDAD Y CRITERIOS NO EXPERIMENTALES

Ya que no existe un estimador mejor, o de menor varianza uniformemente,
que log demds en la clase de todos los estimadores insesgados de cierta funcién
paraméirica, el interés se centré desde un punto de vista de teoria de la decisién
en buscar estrategias admisibles o no superadas uniforimemente en su clase de
estrategias. Ademds de los trabajos presentados por Cassel, Sarndaly Wretman
(1977) podemos citar en esta direccién los de Bellhouse y Joshi (1984), Biyani
(1980), Chang (1979, 1982,1982), Chaudhuri {1978}, Chandhuri v Adhikary
(1983, 1985), Hege {1966), Joshi (1977, 19792}, Liv {1974}, Liu y Thompson
(1983}, Meeden, Ghosh y Vardeman {1985}, Patel y Dharmadhikari (1978),
Ruiz (1987a), Sankaranarayanan (1980}, Sengupta (1983), Strauss (1982}, Tsui
(1983), Vardeman y Meeden {1983a, 1983b, 1984). En ellos se considera usual-
mesnte fijado ¢l disefio y se irata de encontrar estimadores admisibles; en otros
casos es fijado el estimador y se caracterizan los disefios admisibles. En algunos
casos se trata de encontrar estrategias (disefio, estimador) admisibles cuando
tanto el disefic como el estimador zon variables dentro de sus clases respecti-
vas. La conclusién obtenida es que de no existir un estimador UMV pasamos a
disponer de clases infinitas de disefios y estimadores {asf como de estrategias)
admisibles.

Si la poblacién finita es homogénea, Joshi {1979b) incluso muesira que la
estrategia {mas, §,), de tamailc efectivo fijo » y donde §, es la media nuestral,
es 6ptima al minimizar (para cualquier funcién de pérdida convexa) el riesgo
maximo y el riesgo medio sobre el conjunto de pardmetros que se obtienen
permutando los indicadores de las unidades de la poblacién, en la clase de
estrategias insesgadas sujetas a la restriccién de que el tamafo muestral no
exceda n. ’

Estos criterios anteriores son de tipo no experimental, en el sentido de que
no influye en la decisién admisible u éptima los dates observables de la varia-
ble de interés. Pero en muchos casos esta previa experimentacién es factible
mediante una muestra piloto o incluso la misma muestra observada para hacer
la inferencia que dard informacién parcial sobre el pardmetro y por tanto es
posible considerar a éste no como incierto, sino como incierto parcialmente
previamente a la decisién sobre qué estrategia tomar, permitiéndonos delimitar
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lo “incierto total a priori” (tal y como consideran al parimetro el criterio
de admisibilidad, hiperadmisibilidad (Hanurav, 1968), etc.) y conocer datos
previos para la toma de decisién. Esto nos induce a considerar una nueva
forma de decidir la estrategia a tomar para estimar funciones paramétricas en
la préctica.

6. TOMA DE DECISION EXPERIMENTAL

La conclusién de no disponer de un tdnico estimador admisible en las clases
mas interesantes desde un punto de vista prictico, e incluso de no disponer
de una dnica estrategia admisible, derivé el interés a estudiar el criterio de
hiperadmisibilidad para estimar la media poblacional, fué criticado desde muy
diversos 4ngulos.

El criterio mds conocido que condiciona la inferencia sobre el pardmetro y a
los datos muestrales es el de mdxima verosimilitud, estudiado inicialmente por
Godambe (1966, 1975). La conclusién que se sigue de sus estudios es que la
unica inferencia aportada sobre y por el principio de mdxima verosimilitud es la
trivial que a los componentes y; f)arai € s coinciden con los valores observados,
no pudiendo obtener ninguna informacién sobre los valores no muestreados y;,
con © ¢ s. Pero estas conclusiones son muy controvertidas ya que no son
compartidas por los estadisticos pricticos que disponen de otras informaciones
auxiliares y experiencias (Smith, 1976).

Como una solucién a estos resultados parcialmente insatisfactorios, vamos a
proponer un método para decidir entre un conjunto finito de estrategias para
estimar una funcién paramétrica f(y) basdndonos en un experimento piloto.

La técnica de estimar anticipadamente las varianzas es muy conocida y ha
sido utilizada para la determinacién de los tamafios muestrales (Cochran, 1977).
Haciendo uso de esta técnica podemos sustituir el criterio de comparacién no
experimental, dado en (1) para una clase de estimadores C insesgados de f (),
por un nuevo criterio empirico al basarse en el dato d proporcionado por una
muestra preliminar s. Es decir, si C es una clase finita de estimadores inses-
gados, t, € C es preferible a t € C en base al experimento piloto si y sélo
si

Vitold) <V(tld) VteC

siendo d el dato asociado a la muestra piloto s y el acento circunflejo significa
que ambas expresiones son estimaciones respectivas de V (t,) y V(t). Con esta
ordenacién de estimadores, surge un nuevo criterio de decisién empirico que
selecciona al estimador t, de entre los de la clase finita C si y sélo si

V(to|d) = min V(tid) ,
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decisién que depende de la calidad de los estimadores de las varianzas y de
la muestra piloto seleccionada. Modificando la condicién de insesgacién de los
estimadores, podemos sustituir la varianza V por el error cuadritico medio
ECM como medida de dispersién.

Un caso particular de esta técnica puede verse en Ruis (1986a).

7. ALGUNOS EJEMPLOS DEL CRITERIO PROPUESTO

Veamos algunos ejemplos pricticos sencillos en que comparamos varios
métodos de estimacién con la estrategia (mas, §,) justificada por Joshi (1979).

a) El estimador de traslacién tr para disefios postcensales es

tr =9, +Z—z, = Z(yk+:c—zk)—2.
kea

siendo la variable auxiliar x la variable de interés en un censo reciente de
la misma poblacién, e y la variable de interés en la investigacién actwal, y
2k = Yk + T —zx(k =1,2,.., N). Entonces

N-—-n
N

N-n §? n
?z y V(9,ld) =

2
Vitrl|d) = et
(tr|d) "

y por tanto iT es preferible a §, cuando 52 < Sz, siendo S? la cuasi-
varianza poblacional, estimable de modo 1nsesgado por la cuasivarianza
muestral.

b) El estimador de razén bifdsico t}, = §,,Z,,/%,, es aproximadamente in-
sesgado (Sukhatme y Sukhatme, 1970) y su varianza aproximada es

N —n, ny
Vi) = 2 2 202 _
(tR) Noy Sy + _—m s (S + R*°S: 2RSy,,)

pudiéndose calcular los tamafios éptimos de n; y n,

C—-c, C—c,
" + €1°¢2 yom= c1¢c2(2RSy, — R2S2) ’
c1 —_— yz
2RSy, — R2S? 2+ \/sg + R2S2 2RS:,

que minimizan V (t};) sujetos a la funcién de coste
C=co+cing +cane
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que son estimables por los datos obtenidos de la muestra piloto de pre-
supuesto ¢, siendo C el presupuesto total, c; el costo de observar la varia-
ble auxiliar en una unidad y ¢z el costo de una observacién de la variable
de interés y. Asf utilizando los estimadores R, S,,, $2 y 5’3 es inmediato
estimar n; y ns, concluyendo que sélo si

C2 1 &2 1 1 (52 a2 A A )
2 )85 (—-= - 2RS,.
(C — NyCy ﬁg) v = (ﬁg ﬁl R Sz 2 v

es preferible t};, a g, de tamafio muestral (C — ngcy)/ca.

Con el estimador de regresién bifdsico th, = §,, + b (Zs, — Z4,), con

b=

LS (5= 200) (65— 80) [—— 3 (@i = 2,,)°

ng—l‘, nz—l.

se tiene que es aproximadamente insesgado (Sukhatme y Sukhatme, 1970)
y su varianza aproximada es

N—n1 n) — N2
S2 82 (1-p?
Nn, ¥ + ning Y ( pyz)

V(tre) =
que puede optimizarse al variar n; y n, sujetos a la funcién de coste
C=co+cing +econg

obteniendo los valores 6ptimos

C —c, C—co

= N Y et T
. c1Cq (1 - pyz) N €162 Pyy

[>5} pz C2 1 — p2
yz yx

que son estimables en base al estadistico §2,. Por tanto si

1
Cc2 Z-—-

1
e R 1— a2 + — A2
C—n061 ﬁz( pyz) ﬁ'l pyz

es preferible t; a §, de tamafio muestral (C — noc1)/c2.
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