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UNA MEDIDA MATRICIAL

PARA LA COMPARACION DE
EXPERIMENTOS CENSURADOS

AGUSTIN TURRERO NOGUES

Universidad Complutense de Madrid

En este trabajo se desarrolla un método de comparacidn de ezpery
mentos con datos censuredos. Dicho método se basa en la evaluactin
de la pérdida de informacidn que se produce en estudsos de superviven-
cia y fiabilidad cuando los tiempos de vida se censuran aleatoriamente
por la derecha. Se supone gue la distribucidn del tiempo de vida de-
pende de un pardmetro k-variante desconocido 6; y se usa la matriz
de Fisher como medida de informacién apropiada acerca de 8. Se pro-
pone una medida matricial de lo pérdida de informacidn mediante la
generalizacidn de la medida real correspondiente, y se examinan sus
propredades. Se definen medidas reales de la pérdida de informacidn
a través de funcionales adecuados de los autovalores de dicha medida
matricial.

Clasificacion A.M.S: 62B10, 62B15, 85F15.

A Matrix measure for comparison of censored experiments.

Keywords: Fisher’s information matrix, censored data, relative efi-
ciency, eigenvalues.

1. INTRODUCCIGN

Debido a los métodos de muestres y a factores que escapan del control expe-
rimental, las medidas de los tiempos de vida de las unidades muestrales pueden
ser censuradas. Por ejemplo, en estudios de fiabilidad sobre ia duracién de una
determinada componente, no sera ttil esperar a la destruccién de la misma. En
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supervivencia algunos pacientes pueden sobrevivir al final del ensayo clinico,
o pasar a otro tratamiento, o morir por otra causa ajena a la enfermedad en
estudio, produciéndose en cualquier caso una observacién incompleta para al-
gunas unidades muestrales, admitiendo que dichas unidades estin censuradas.
El modelo de censura aleatoria por la derecha (c.a.d.) es el més frecuente en
biometria y consiste formalmente en lo siguiente. Sea T la variable aleatoria no
negativa que denota el tiempo de vida. En presencia de censura, lo que real-
mente observa el estadistico para cada unidad muestral es la variable aleatoria
bidimensional (X, §) definida por X= min(T,C) y § = Iir<c), siendo C la
variable aleatoria de censura, independiente de T e I14) 1a funcién indicador
del conjunto A, es decir:

0 st la observacién se
T si T<C censura
C si T>C 1 si la observacién no se
a censura

(1.1) X =

Tipicamente, el objetivo del andlisis de supervivencia es hacer inferencias
acerca de los parimetros desconocidos de la distribucién de T, cuando ésta
pertenece a una familia paramétrica, o bien acerca de algiin funcional de su
funcién de distribucién, si el modelo para dicha variable es no paramétrico.
Supongamos que el estadistico puede elegir entre varias variables de censura o Io
que es lo mismo, entre varios experimentos censurados en los que observa (X, § )
para diferentes variables C. Un método natural para elegir el mis apropiado
serfa comparar la informacién estadfstica contenida en dichos experimentos y
elegir el de mayor informacién. Ahora bien, como es conocido, no hay una
tinica medida de la informacién estadistica contenida en un experimento.

Hollander, Proschan y Sconing (1985a, 1985b) consideran este problema para
modelos c.a.d., en general no paramétricos, y sugieren que las medidas de
informacién elegidas cumplan dos requisitos intuitivos:

st
i) Si C; < C; (la variable de censura C; es estocisticamente menor que
la C3) la informacién en (X1, 6;) es mis pequeiia que la informacién en
(X2, 82) para todo T, siendo

X,‘ = min (T, C,) Yy 5,' = I[TSC-] ‘l: 1,2

ii) Para todo T y C la informacién en T es m4s grande que la informacién
en (X, §)*.

Estos autores consideran que una medida de informacién que no verifique i)
y ii) es inadecuada. Goel (1987) proporciona, para modelos paramétricos, un

*La condicién ii) es una consecuencia de la i) tomando Cz = 0o con lo que T' y X tienen la
misma distribucién
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resultado que establece el hecho de que las condiciones i) y ii) deben darse para
toda medida de informacién:

Dados los experimentos c.a.d. & y £; basados en las variables aleatorias

¢
(T,C1} y (T, C2) respectivamente, tales que OS C, entonces el experimento
&2 es suficiente para el experimento £; segin la definicién de Blackwell (Black-
well (1951) y (1953)).

El fenémeno de la pérdida de informacién debida a la censura ha sido es-
tudiado entre otros por Brooks {1982), Barlow y Hsiung (1983), Hollander,
Proschan y Sconing (1985a) (1985b} y Goel {1987). Nuestro interés se centra
en evaluar esta pérdida de informacién para medelos c.a.d., cuando la dis-
tribucién de la variable T depende de un pardmetro k- variante v la medida
de informacién adecuada es 1a matriz de Fisher. La valides de esta medida de
informacién, en lo que a las condiciones i) y ii) anteriores se refiere, queda de
manifiesto en la relacién (3.3) de la seccién 3.

El método que proponemos tiene como punto de partida las medidas reales
de la pérdida de informacién utilizadas por Brooks (1982) en un contexto
Bayesianc (seccién 2) y comsiste en definir una medida matricial de dicha
pérdida de informacién (seccién 3) que justificamos de manera formal por las
propiedades de sus autovalores y de manera intuitiva por el claro significado de
dichos autovalores zl diagonalizar la matriz de Fisher mediante una reparamen-
trizacién biyectiva del pardmetro de interés. Proponemos asimismo {seccién 4)
diferentes medidas reales de la pérdida de informacién, que definimos mediante
funciones reales adecuadas de la matriz anterior y en particular de sus auto-
valores, heredando de esta forma las buenas propiedades de éstos, destacando
la propiedad de invariancia para reparametrizaciones biyectivas diferenciables
del pardmetro.

2. NOTACION Y ANTECEDENTES

Supongamos que la distribucién del tiempo de vida T depende de un
pardmetro desconocido fe© en el cual estamos interesados. En presencia de
censura, la informacién disponible acerca de 4 est4 contenida en la distribucién
de la variable X definida en {1.1). Sean &, y £, los experimentos no censurado
y censurado respectivamente que consisten en una observacién de las variables
aleatorias T y X. Denotaremos por 60(71) y fc(") a los experimenios que consis-
ten en la observacién de n réplicas independientes de &, y £, respectivamente.
I,(6) e I.{6) denotarin una medida de informacién, acerca de 6, proporcionada

por & y €. rspectivamente y andlogamente I, ,(f) e I, .(4) para los experi-
mentos &™) y &™), Brooks (1982) sugiere dos caminos para evaluar la pérdida
de informacidn que se produce al observar £, en Iugar de £,:

335



a) La pérdida relativa de informacién que se produce usando &(") en vez de
£ definida por:

— In.O(o) — In,cw)
(21) Ln,c = W—

b) La eficiencia relativa de &l comparado con &l para hacer inferencias
sobre 6, definida por:

(2.2) Roo= "

donde n es el tamaiio muestral de &(") y n* es el tamafio muestral inter-
polado de £"”) que se requiere para I,« o(f) = I, .(f).

Brooks (1982) utiliza ambos caminos en un contexto Bayesiano,cuando T se
distribuye exponencialmente, la variable de censura C' es de tipo I o tipo II (ver
Miller (1981)) y eligiendo como medida de informacién la medida descrita por
Lindley (1956).

3. MATRIZ DE EFICIENCIAS R,

Desde una perspectiva cldsica las definiciones anteriores requieren alguna
modificacién al ser funciones del pardmetro las medidas de informacién usuales;
ademds no cubren el caso en que f es k-variante al ser ahora la matriz de Fisher
la medida de informacién adecuada. Nuestro objetivo sera llenar este hueco.

Como primera aproximacién al problema pensemos en la situacién univa-
riante e® C R, con la medida real de Fisher como medida de informacién.
La aditividad de esta medida para observaciones independientes hace que (2.2)
sea ahora:

(3.1) R,.(8) = n*r(lﬁ) = 2&3; = R.(0) para todo neN

es decir, para # fijo, la eficiencia relativa de fc(") comparado con &S") es cons-
tante para todo n y, en particular, igual a la eficiencia relativa de £, comparado
con &,, que denotamos por R.(f).

En lo que sigue I,(6) e I.(f) denotaran las matrices de informacién de Fisher,
acerca de §e® C R*, obtenidas a partir de £, y &, respectivamente y de forma
aniloga para ) y £l
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DEFINICION 1.

La matris simétrica R.(6) = I, '/2(9) ]I, (0)1;1/2(0), siempre que esté
definida, es una medida matricial de la eficiencia relativa del experimento &,
comparado con &,, para hacer inferencias acerca de 4.

Una ves fijada la distribucién de la variable de censura, la matris R.(§) es
funcién de § dnicamente. La definicién de R,(f) requiere que la matris I,(6)
sea no singular para todo 60 6, lo que es equivalente, que I,(f) sea definida
positiva para todo §8. Esta serd pues la dnica limitacién que condicionari
todo el proceso que exponemos en esta seccién.

A pesar del claro paralelismo de esta defincién matricial con la correspon-
diente real (ver 3.1) no existe una interpretacién intuitiva sencilla de la matriz
R.(0) como medida de la eficiencia relativa, serén sus buenas propiedades y
en particular las de sus autovalores las que irdn dotando de contenido a dicha
matriz. En base a dichas propiedades (ver corolarios 1y 2) llamaremos a R.(6)
matrig de eficiencias, acerca de 8, del experimento £, comparado con &,

Exponemos en cuatro teoremas las principales propiedades de la matriz de
eficiencias R (f). Las desigualdades matriciales A > 0y A > 0 indicarén que
la matriz A es definida no negativa y definida positiva respectivamente, deno-
tando por A;(A4) y |A| al autovalor i-ésimo y al determinante de dicha matriz.
Finalmente O e I denotardn las matrices nula y unidad respectivamente.

TEOREMA 1.
Si I,(6) > 0 para todo §e© entonces:

i) R.(#) >0y todos sus autovalores estin comprendidos entre 0 y 1 para
toda variable C y todo 6.

i) M(Re(8)) =1, i=1,., k<> L,(0) = L(6) <> R.(6) = I
iii) Ai(Re(f)) =0, i=1,...k <= L(6) =0 <= R.(6) = O

Demostracién.

i) Puesto que I,(6) > 0, I, 1 ?(6) existe para todo 6e®. Por definicién
I.(8) > 0 para toda C'y §c©. Entonces (Mardia et al (1979), th. A.7.3)

LM2(0)L(6)I;/%(6) > 0
es decir

(3.2) X(R.(0)) 20 i=1,..,k
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Por otra parte, el experimento £, es suficiente para £, segin el criterio de
Blackwell, para toda varaible C' {Goel (1987)} por lo que (Goel y DeGroot
(1979))

(3.3) I,(0) — I.(6) > 0 paratoda Cy 6e8

y repitiendo el argumento anterior tenemos que

I712(8)(1,(6) - L(9))1;/2(6) 2 0

es decir

(I-R.(9)) >0
o lo que es equivalente

(3.4) M(RAB) <1 i=1,..,k

Combinando las relaciones (3.2) y (3.4) se obtiene el resultado.

it) Demostraremos que
M(R(8) =1, i=1,..k = L,(6) = L(9)

para todo 0e©. El resto es inmediato.
Por ser I,(6) — I.(6) > O se verifica (Bellman (1970}, th. 3, p. 117) que

(3.5) 5 (L) < M(L(0) =1,k
por hipétesis A;(R:(0)) =1, :=1,...,k por loque
1=|R.(0)] = |L(O)| [I;*/2(6) = |L(9)] |L.(6)|*

es decir

[(0)] = [L()| # O

lo que equivale a
k k
(3.6) 0# H X(L(0) = H X (1.(8))

las relaciones (3.5) y (3.6) hacen que:
Xi(L:(8)) = M(L.(0)), t=1,...k
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de donde obtenemos que
Traza (I,(8) — I.(6)) =0

pero la traza de una matriz definida no negativa sélo es nula si todos sus
autovalores son nulos, lo que equivale, en virtud de su descomposicién espectral,
a que dicha matriz es la matriz nula, es decir:

L(6) - L() =0

de donde se obtiene inmediatamente el resultado.

iii) Demostraremos que

M(R(8) =0, i=1,..,k=>L(8) = 0.

El resto es inmediato.

Teniendo en cuenta que I () = I;1/2(0)Io_1/2(0), entonces (Mardia et al
(1979), th. A.6.2)

(1) M(B0) = M(LOI(0) = NI OLO) i=1,..k

Puesto que I,(§) > O por definicién, e I;1(d) > 0 por ser I,(f) > 0 (Mardia
et al (1979) cor. A.7.2.2.), aplicando el corolario 2.2.1 de Anderson y Das
Gupta (1963) tenemos que

M(ITHEN(L0) < X(L(O)5H(0) i=1,...k

pér hipdtesis, el segundo miembro de esta desigualdad es O para todo+ = 1,..., k,
lo que implica que X;(I.(d)) =0, ¢ =1,...,k. La descomposicién espectral de
la matriz I;(#) nos conduce al resultado.

En numerosas ocasiones la matriz de Fisher es diagonal, este hecho es el que
inspira el siguiente corolario, en el que suponemos implicitamente que I,(6) > 0.

COROLARIO 1.
Si I.(6) es diagonal para toda variable C' y 66, entonces

La matriz R.(f) es diagonal con elemento i-ésimo la eficiencia relativa acerca
de 0; (componente i-ésima de §) para todo #e©.

Demostracién

Los elementos de la diagonal principal de la matriz I,(4) son, por definicién,
las medidas de informacién de Fisher reales acerca de cada componente
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paramétrica f;, a partir de £,, dados los valores del resto de pardmetros per-
turbadores f;, 7 # ¢, por lo cual los denotaremos por I,(f;). Andlogamente
para I.(6;).

La matriz I,(0) es la particularizacién de I.(f) cuando la variable de cen-
sura C = o0, entonces I,{f) es diagonal con elementos diagonales Iogﬂi),
t = 1,..., k, todos positivos por ser I,(§) > 0. Consiguientemente Y (%)
es una matriz diagonal, siendo sus elementos diagonales I/L}/ 2(0‘-), T =
1,...,k. De esta forma R.(f) es una matris diagonal y su elemento i-ésimo
es I.{0:)/I,(6:), © = 1,..,k, que a la vista de (3.1) es la eficiencia relativa
acerca de §; de £, comparado con £,.

En el préximo teorema utilizaremos dos experimentos censurados &, 7=
1,2, segtin las variables C;, ¢+ = 1,2, denotando por R, {f), 1 = 1,2, a las
eficiencias relativas correspondientes.

TEOREMA 2.
at
Sean C| < C; dos variables de censura e I,{f) > 0 para todo &8, entonces
R, (0) - R, (7) >0 para 0e6 = );(R.,(9)) > Xi(R.,(6))

i=1..,k 00

Demostracién

at
i) Por ser C; < C,, el experimento &, es suficiente para £, segiin el criterio
de Blackwell (Goel (1987)) por lo cual {Goel y DeGroot (1979))

I, (0) — I.,(6) > 0 para todo 0e©
entonces (Mardia et al (1979), th. A.7.3)

IMP(0)(L., (6) - L, (0) I, */(6) 2 0

que puede expresarse alternativamente como

Rcz (0) - ch (0) >0

La demostracién se completa aplicando a este éltimo resultado el teorema 3,
p. 117 de Bellman (1970).

En el préximo teorema estudiamos los efectos que una transformacién biyec-
tiva del pardmetro § tiene en la matriz de eficiencias R.(#). Dada ¢ = g(f) una
transformacién biyectiva diferenciable de #, denotamos por A = (a;;);; a la
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matriz jacobiana de la transformacién inversa, es decir a;; = 58%;': , 57=1,.,k
siendo 0;, ¢;, %,7 = 1,...,k, las componentes de § y ¢ respectivamente. Deno-
taremos por I.(¢), I, (¢) y R.(¢) a las matrices correspondientes respecto del
pardmetro ¢ y por A’ a la matriz traspuesta de A.

TEOREMA 3.

Sea ¢ = g(f) una reparametrizacién biyectiva diferenciable de 4. Si I,(6) > 0
y A es no singular, para todo 6@, entonces

Las matrices R.(f) y R.(4) tienen los mismos autovalores para toda variable
Cy 8.

Demostracidén.

Es conocido (Fisher (1956) que

I.(¢) = A'I.(f)A para toda C, y en particular
L(¢) = A'IO(H)A

La matriz I,(¢) es no singular por serlo las matrices I,(§) y A, entonces
L(¢)I;1(4) = A’I,:(G)AA_IIO—I(G)A'_1 = AL (0);*(0)A~

por lo que las matrices I.(¢)I;'(¢) e I.(6)I;*(¢) tienen la misma ecuacién
caracteristica (Rao (1973) p. 76) y en consecuencia los mismos autovalores.
Las relaciones (3.7) completan la demostracién. ‘

COROLARIO 2.
Si I.(8) es diagonal para toda variable C' y §c@, entonces

Los autovalores de la matriz R.(#) son las eficiencias relativas acerca de cada
componente §; de 6.

Demostracidn.

La matriz R,(f) es diagonal (corolario 1) y por tanto sus autovalores son sus
elementos diagonales. El teorema 3 completa la demostracién.

Como consecuencia de este corolario:

Siempre que podamos transformar el parémetro ¢ en otro § mediante una
transformacién biyectiva diferenciable que haga diagonal la matriz de Fisher,
la matriz de eficiencias, acerca de ¢ o de 0, del experimento censurado &
comparado con el no censurado £,, tiene por autovalores las eficiencias relativas
acerca de cada componente de f.
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Por iiltimo, estudiamos el comportamiento de la matriz de eficiencias cuando
los experimentos observados son &{™ y &, Denotamos por R, .(f) ala
matriz de eficiencias, acerca de 6, de Ec(") comparado con e‘é"’, es decir

R, .(0) = I7X/%(6)1, .(6)I72/%(9)

TEOREMA 4.
Si I,(#) > 0 para todo 6O, entonces

R, () = R.(6) para todo neN, toda variable C y §c©

Demostracién.

I, .(8) = nl.(6) por la propiedad de aditividad de la matriz de Fisher
(Fourgeaud y Fuchs (1972)). Igualmente I, ,(8) = nl,(f) es definida positiva
por serlo I,(8), entonces

Roo(6) = (n1/2151/2(0)) (nL(8)) (n™ /21 1/2(9)) = R.(6)

4. EFICIENCIA RELATIVA. MEDIDAS REALES.

Si bien aporta algo nuevo, la seccién anterior no soluciona satisfactoria-
mente el problema de evaluar la eficacia (eficiencia relativa) de un experimento
censurado respecto de otro no censurado o censurado en menor medida (con
una variable de censura estocisticamente mayor). Sin embargo las buenas
propiedades de los autovalores de la matriz de eficiencias invitan a construir
medidas reales de dicha eficiencia relativa a través de funciones adecuadas de
dichos autovalores. El siguiente teroema establece la forma que debe tener una
funcién real de dichos autovalores para satisfacer un conjunto de propiedades
deseables en una medida real de la eficiencia relativa.

TEOREMA 5.

Sea I,(f) > O para todo 6e® y f[R.(f)] una funcién real de la-matriz de
eficiencias R, (f). Si f es una funcién de los autovalores de R,(6) estrictamente
creciente en cada argumento y f(O) =0, f(I) = 1, entonces

(i) 0 < f[R:(8)] < 1 para toda variable C y 66
a) ¢ (i) 1= f[R(8)] <= L (6) = I.(6)
(i) 0= f[R.(6)] <= L) = O
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b) f[Re,(8)] = fIRo,(6)] para todo €8, si c; < ¢z
¢) fIRn.c(8)] = f|R:(8)] para todo neN, toda variable C y 60
d) f[R.(8)] = f[R:(#)] para toda variable C, siendo ¢ = g(#} una trans-

formacién biyectiva diferenciable con matris Jacobiana A = g%& __mno
i
singular.
Demostracién.

Los teoremas 1, 2, 4 y 3 conducen a los resultados a) b) ¢} y d) respecti-
vamente.

A partir de este teorema resulta sencillo explicitar algunas medidas reales de
la eficiencia relativa. Presentamos a continuacién una familia de tales medidas
con una sencilla interpretacién intuitiva (ver seccién 5.2). Para facilitar la com-
prensién, denotamos eventualmente por Ay > Az > ... > Ax a los autovalores
de la matriz R.(9).

k
foO1,0 X)) =971 [% Z '/)(/\;)]

con ¥ monotona estricta y acotada en [0,1]. Para cada funcién ¢, fy define
una “media generalizada” de los autovalores de la matriz R.(f), pues se verifica

que
¥(fy) = Z¢

En particular eligiendo 5 (A) = A, ¢2(A

fl(Ali veey Alc) = %

4

log (A\+1) y ¥3(X) = A? obtenemos

Ai

)-

i za-

-

f2(A1, 0 Ak) = [ (1+ X )]l/’c -1

k 1/2
fs(/\l, -~-,)\k) = (% E_IIA?)

fi v fa son, respectivamente, las medias aritmética y cuadrética de los auto-
valores de R.(6),(f2 + 1) es la media geométrica de dichos autovalores incre-
mentados en una unidad. Expresiones alternativas de las medidas anteriores
son las siguientes

fi{R(8)] = & Traza [Rc(5)]
f2|Re(6)] = |T + R(6)|*/F — 1
fs [Re(0)] =|| ZzR:(0) I
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donde | || denota la norma ecuclidea de una matriz.

5. COMENTARIOS ADICIONALES

Terminamos este trabajo con algunas observaciones relativas a la matriz de
eficiencias R, y a sus medidas reales asociadas fy.

1.- Como promedios de los autovalores de la matriz R., las medidas reales
fi(R:),t = 1,2, 3 verifican que:

Ak(Rc) < fs(Rc) < A1(1'2c) 1= 1,2,3

Ademas la relacién entre las medias geométrica, aritmética y cuadritica
(Calot (1970) pp. 73-76) hace que

fZ(Rc) S fl(Rc) S fS(Rc)

dindose las dos igualdades a la vez, si y sélo si todos los autovalores de la
matriz de eficiencias coinciden.

La discusién en cuanto a la eleccién de una de estas tres medidas se reducira
pues, en cada caso, al andlisis de la representatividad, ventajas e inconvenientes
de estos promedios.

2.- Sila matriz de Fisher I (6} es diagonal para toda variable C'y 0 entonces
la matriz de eficiencias R, también es diagonal y las medidas reales f,, son
los promedios correspondientes de las eficiencias relativas acerca de cada
componente de 4.

3.- En la seccién 3 definiamos la matriz de eficiencias mediante una genera-
lizacién de la correspondiente medida real expresada en (2.2). De forma
paralela podriamos haber generalizado la expresién (2.1) definiendo una
medida matricial “natural” de la pérdida relativa de informacién mediante
la matriz de pérdidas

Le(6) = I;2(0)(1,(6) — L.O)I; /2 (8) = I - R.(6)

La estrecha relacién entre ambas matrices, la de pérdidas y la de eficiencias
hace innecesario reproducir para la primera el proceso seguido para la segunda,
las propiedades de L.(f) seran consecuencia inmediata de las de R.(f), baste
recordar que

M(Le(8) =1— M(Re(8) i=1,..k
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