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1. INTRODUCCION. DEFINICIONES

En los estudios relativos a la estimacién de curvas notables (densidad, dis-
tribucidn, regresion. ..) asociadas a un proceso estacionario real en tiempo con-
tinuo, X (t), a partir de una muestra X (1), X(72),...,X(7n), generalmente se
supone que los instantes muestrales se-han tomado-equiespaeiados.. En muchos
casos, este planteamiento no es*correcto, ya-que por distintas causas: instrumen-
tos de medicién sujetos a un margen de error, imposibilidad fisica de muestreo
periddico, diseno del experimento, etc., los instantes de observacién son alea-
torios, lo que va a influir en los resultados de la estimacion, pues éstos se ven
afectados por la posible dependencia de los elementos muestrales que, en general,
es funcién de la distancia temporal que hay entre ellos.

En este trabajo se estudian propiedades asintéticas de la estimacién no pa-
ramétrica, recursiva, tipo nicleo de la funcién de densidad asociada a un proceso
estacionario X (t) en tiempo continuo a partir de un conjunto de observaciones
tomadas en instantes aleatorios. Indicando la influencia de la aleatoriedad de
las observaciones en el error cuadratico medio de la estimacién. Se conside-
raran dos estructuras aleatorias concretas de recogida de datos que se exponen
a continuacién:

1.1. El Modelo

Sea el modelo estocastico (continuo-discreto) definido por el par (X,T),
donde,

* La primera componente X = {X(t):¢t € R} es un proceso estocastico
real en tiempo continuo, verificando:

1. Es estrictamente estacionario, con funcién de densidad f(z) continua y
acotada.

2. Verifica la condicién de dependencia “fuertemente mixing”, (a—mixing),
esto es, si denotamos por F! la o—algebra generada por {X(¢):a < t < b},
con —oo < a < b < +00, se verifica para t > 0,

Sup {|P(AB)— P(A)P(B)|:A€ F,, BEFt*} =qa(t) | 0

Esta condicién de dependencia fue introducida por Rosenblatt y es de las
mas débiles, verificindose en multiples situaciones.



* La segunda componente T = {7;: k € N} es una sucesion real, estricta-
mente creciente de instantes aleatorios, a la que dotaremos de dos posibles
estructuras:

ESTRUCTURA OI (Observaciones Irregulares): el proceso T = {rx:k €
N} es de laforma 7, = k/B+ Zk, con k=0,1,2,..., 8> 0, siendo Zi variables
aleatorias independientes e igualmente distribuidas, con funcién de densidad g(z)
simétrica y con soporte [—1/28, 1/2].

La estructura OI es la combinacién de un factor determinista (k/8) y un
factor aleatorio (Z;), siendo ésta la que lo diferencia del muestreo periédico.

ESTRUCTURA PR (Procesos de Renovacidn): el proceso T = {7x: k €
k

N} es de la forma 7, = Zti, conk=1,2,3,... y 7o = 0, siendo la sucesién de
i=1
tiempos intermedios, t;, variables aleatorias i.i.d., con distribucién G(t) absolu-
tamente continua definida en [0,00) y densidad g(t), verificando que E(t;) =
% < 00. Se denotara N; al “nimero de observaciones realizadas en el intervalo
(0,]”, siendo la “funcién de renovacién” (renewal function): H(t) = E(Ni), y
la “densidad de renovacién” (renewal density): h(t) = dH(t)/ d¢. Una interpre-
tacidn de este modelo se basa en considerar que 3 representa “a largo plazo” el
numero medio de observaciones realizadas en la unidad de tiempo. De particu-

lar interés es el caso en que G(t) es exponencial, entonces PR es un proceso de
Poisson de media .

Estas estructuras OI y PR son bastante usuales y marcan una progresiva
aleatorizacién en la recogida de los datos. Han sido utilizadas, entre otros, por
Masry (1983) aunque autores como Stoyanov-Robinson (1991) y Blum-Boyles
(1981) han utilizado otros modelos.

Ademas en este trabajo se supone que el proceso en tiempo continuo, X(t),
y el proceso en tiempo discreto, T, son independientes.

1.2. Definicién del estimador

La estimacién no paramétrica de la densidad ha sido ampliamente estudiada
en los ltimos afos, tanto en un contexto de datos independientes (Silverman,
1986) como de dependencia (Gyorfi y otros, 1989), por ser un conjunto de
técnicas intuitivas y de facil calculo que permiten obtener buenos resultados bajo
condiciones muy generales. Siendo el estimador mas estudiado y utilizado el tipo



nicleo, introducido por Rosenblatt-Parzen y cuya definicién es la siguiente:

1 N B 1 [ u
(1) fa(z) = ;;I&n(x - Xi), con Kn(u) = HI\ (H)
con K(u) la funcién nicleo (generalmente una funcién de densidad) y h, el

parametro ventana que indica €l nivel de.suavizacién que se introduce en la
estimacion.

Este estimador ha sido estudiado por Masry (1983) con muestreo aleatorio,
aunque bajo este supuesto consideramos de interés la utilizacién de estimadores
recursivos, ya que al ir obteniendo secuencialmente nuevos datos, las estimacio-
nes son mas féaciles de actualizar ganando en tiempo de computaciéon y ahorro de
memoria. Por ello, en este trabajo, se estudia el siguiente estimador recursivo,
tipo ntcleo:

n -1 n
@ fule) = (zh:?) SWK, (- X(m)|, neR
i=1 j=1

que verifica la siguiente relacién de recursividad:

far1(z) = Hil(z) [ann(:c) +h) 1 Kngr (2 - X(’rn+1))] , con H,, = (Zh:’)
i=1
(3)

El estimador definido, aunque muy general, es un caso particular del intro-
ducido por Deheuvels (1974) y estudiado por Wolverton-Wagner (1969) para
n = 0 en el supuesto de independencia y por Masry (1986) para observaciones
regulares dependientes. El parametro 7 influye, de forma inversa, en el sesgo
y la varianza del estimador y normalmente se elige en el intervalo [0,1] que es
donde se obtienen los mejores resultados (Wertz, 1985).

En el apartado 2, de este trabajo, se obtienen las expresiones del sesgo y
varianza del estimador de la densidad definido en (2) obtenido a partir de una
muestra X(71), X(72),..., X (), teniendo los instantes muestrales una estruc-
tura OI o PR, e indicando la influencia de la aleatoriedad en la recogida muestral.
Como consecuencia se obtiene la Media del Error Cuadrético Integrado, MECI,
del estimador y su consistencia en media cuadratica. En el apartado 3 se dan
las condiciones para obtener la normalidad asintética del estimador. Las demos-
traciones de los resultados obtenidos pueden verse en el Apéndice final.



2. SESGO Y VARIANZA

En el resto del trabajo se supone que se verifican las siguientes hipétesis:

H.1. La funcién nicleo, K(u), estd acotada, tiene soporte compacto y es
de orden s de forma que:

/K(u)uj =Cj=0paraj=1,...,s—1; /A’(u)=00=1, /K(u)us=Cs < o0

H.2. La sucesién de parametros h,, verifica:

i) hp — 0y nh, — oo cuando n — oo

n R\
Z(—) = 64, <ocoparaj<s+1,jeNyne[0,1]
i=1

Estas hipétesis son poco restrictivas, siendo usual utilizar funciones nicleo
de orden dos o superior. La primera parte de la hipdtesis H1 es clasica en los
estudios de estimacidén no paramétrica, siendo la segunda parte de tipo técnico,
verificandose para la eleccién usual de h, = Cn~%, a € (0,1), ya que entonces
6; = (1—aj)~!, parad < aj<1.

Bajo estas hipotesis se verifica el siguiente Lema que serd 1til en la demos-
tracién de los resultados obtenidos. Su demostracién puede verse en Masry

(1986).

Lema 1

Sea g(z) una funcién de L;, entonces:
+o00
i) / Kp(z — u)g(u) du = g(z)

+o00
@) lim [ hpKnp(z — u)Kn(y — u)g(u) du = bz yg(x) Dy,

con Dy = /1{2(u) du

para todo z punto de continuidad de g.

A continuacién se obtiene la expresion del sesgo del estimador definido en (1).



Teorema 1
Se verifican las hipé6tesis HI-H2 y ademads:

H.3. La funcién f(z) es (s + 1) veces continuamente diferenciable con de-
rivadas acotadas.

Entonces:

. ) (z
(4) Sesgo (f,,(:z)) =1 s!( ) Gy H(n)(=hn)* +0 ()

siendo H(n) = 04 /6y.

Comentarios:

El sesgo del estimador fn no depende del tipo de instantes muestrales ni
del mayor o menor grado de dependencia de los datos. Y si depende de la
funcién de densidad a estimar, f(z), por medio de sus derivadas, de la funcién
nicleo por la constante Cs, del pardmetro 5 € [0,1], a través de la funcién
H(n), que para la eleccién del parametro de suavizacién h, = Cn~, se obtiene
que H(7n) es una funcién estrictamente creciente y, por tanto, el menor sesgo se
obtiene para n = 0. Y, finalmente, el sesgo depende del parametro de suvizacion,
cuanto menor sea, menor es el sesgo pero mayor sera la varianza como se vera a
continuacién.

Comparando el estimador recursivo f,, con el no recursivo f,, (dado en (1)) se
obtiene que Sesgo (fn(x)) = H(n) Sesgo (fn(z)), siendo la funcién H(7n) aco-
tada inferiormente por 1, por tanto, el sesgo del estimador recursivo es siempre

mayor que el del no recursivo (en la mayoria de las situaciones H(7) estd entre
3 y 4) aunque son del mismo orden (h{, bajo las hipétesis del teorema).

A continuacidn se estudia la covarianza del estimador fn(:c) que si depende de
la estructura de los instantes aleatorios en que se obtienen los datos muestrales
y de la dependencia entre éstos.

En primer lugar se considera la estructura de OBSERVACIONES IRREGU-
LARES (OI), obteniéndose:

Teorema 2

Sea el modelo estocdstico (X, T = OI) definido en el apartado 1, se verifican
las hipétesis H1-H2' (H2' es igual que H2, con j = 0y n € [-1,1] C R) y
ademads la sucesién de coeficientes mixing a(t) es tal que:



H.4. /(a(t))q < oo, paraalgin0<g<1
0

Entonces

[Cov (uta) o) < 208 (7 ) U@ )'E K7V [ (a0 e+

(%) + (s) fesvi@e+o (o)

siendo K, = / K@= du, V() = 629,/62, Dy = / K2(u) du
Si H4 se verificase para algin 0 < ¢ < 1/2 y ademas,

H.5. La densidad conjunta f(z,y,t) asociada al vector aleatorio (X(7),
X(7+1)) existe y estd acotada sobre el plano XY uniformemente
cuando |t| > 1/6.

Entonces:

(6) lim nh,

Cov (fn(z)’fn(y))! <V(n) (f(x)&,,,y + [f(x)f(y)]lﬂ) D

(Esta expresién es valida para toda densidad g(z) asociada a Zy).

Finalmente, si ademads se tiene:
B

H.6. p(z,y) := /'y(t - B Hf(z,y,t) dt < M < oo, siendo ¥(t) la funcién
0
de densidad asociada a la variable (Z; — Z;).

Entonces:

) lim nhy,

n— 00

Cov (fn(x), fn(y))‘ = V(n)f(z)bz,y Dk



Comentarios:

1. En la cota para la covarianza del estimador f, (expresién (5)) puede verse
la influencia del muestreo aleatorio, ya que ésta es directamete proporcional
a . Como 1/ representa el promedio de tiempo transcurrido entre dos
instantes muestrales consecutivos 7; y T;4+1, para grandes valores 3 habra
una fuerte dependencia entre X(7;) y X(7i31), -por o -que-sera mayor la
covarianza del estimador.

2. El orden de la cota de la covarianza es (nhlt?)~! mayor que en el su-
puesto de independencia que es (nh,)~!. Se puede conseguir que la cota
sea de este orden exigiendo hipdtesis mas severas, como se indica en las
expresiones (6) y (7), o bien, bajo condiciones de dependencia mas restric-
tivas, como la de ser uniformemente mixing (¢—mixing) con coeficientes,

+o00

©(t), verificando / o(t)V/? dt < co.
0

3. De las expresiones (5), (6) y (7) se deduce de forma directa una cota y

expresiones asintdticas de la Varianza de f,(z), en distintos supuestos con
solo hacer z = y.

4. Bajo la hipdtesis H5 se anula la influencia del valor de B y de los coefi-
cientes mixing, ello es debido a que esta hipdtesis es rigurosa para grandes
valores de (3 puesto que f(z,y,t) es divergente cuando ¢ — 0. Pero, ain
en este supuesto, B, (z,y) = V(n)[f(2)f(v)]'/2Dx(nh,)~!, que aparece en
(6), recoge la influencia del muestreo aleatorio a través ahora de la densi-
dad g(z), obteniendo la misma expresion en el término principal (de orden
(nhy,)~!) que en el caso de independencia de las observaciones. De esta
forma, si ¢ = y, la cota para la varianza del estimador f, (z) duplica en
términos absolutos a la del mismo estimador cuando la distancia entre los
tiempos de muestreo no estan sujetos a ningin tipo de irregularidad aleato-
ria. Recogiéndose la influencia de la dependencia en términos secundarios
de menor orden.

5. La hipdtesis H6 finalmente consigue eliminar toda la influencia de la den-
sidad g(z) y permite igualar la cota alcanzada por este mismo estimador
en el supuesto de independencia y observaciones periddicas.

6. La diferencia en las expresiones 5-6-7 entre utilizar el estimador recursivo,
fa(z), o el no recursivo, f,(z), viene dada por el factor V(n), que en el
ultimo caso vale 1.

La funcién V(n) = 92,,_1/«93, con 11 € [0,1], para la eleccién clédsica del

, . s — . 1-2na 2o
parametro de suavizacién h, = Cn~?, tiene laforma: V(n) = —7—772—-'-%——
- 2na 4o
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que es una funcién decreciente y acotada superiormente por 1. Por tanto,
cuanto mayor es 7, mayor es el sesgo pero menor la varianza del estima-
dor recursivo, siendo para todo 7 € [0, 1] menor la varianza del estimador
recursivo que la del no recursivo.

Es conocido que una de las medidas de bondad de ajuste mds utilizadas
en la estimacién no paramétrica de curvas de probabilidad es el Error
Cuadratico Medio Integrado (MECGI) (Hardle-Marron, 1986) que para la
funcién de densidad viene definido como sigue:

MECI (fn) E{/ (fn(:c) - f(x))2 W(z) d:c} =
E {/ [Sesgo (fn(:c))]2 W(z) dx} +

E { / Varianza (f,,(z)) W (z) dx}

siendo W(z) una funcién peso.

De esta expresién y de los teoremas 1 y 2 se sigue de forma inmediata
el siguiente resultado:

Corolario 1

“Bajo las hipdtesis H1-H5 se obtiene que:

MEC (f,) = hz’COH(")/ O@)) W(z) dz +

) / f(@)W(z) dz + o (h?f + n;ﬂ) ?

De la expresién (8) se deduce que el elemento de mayor influencia en el MECI
es el pardmetro de suavizacién, que actia de balanza entre el sesgo y la varianza.
Un efecto analogo tiene el pardmetro 7, pero con mucho menor peso, y como
puede verse en Wertz (1985) el valor 77 = 0 minimiza el MECI, lo que hace que
sea el mds utilizado. En este caso el MECI del estimador recursivo es mayor que
el del no recursivo, aunque no en mucha proporcién, por lo que es recomendable
la utilizacidn del estimador recursivo en la situacién en estudio.

(8) +

nhn

11



Para la eleccidén h,, = Cn~% se obtiene que el o que minimiza el MECI es
a = 1/(1+ 2s), siendo el MECI = O (n~=2¢/(1+29)) | resultado igual al obtenido
para el caso de datos independientes (Silverman, 1986).

Sobre la covarianza del estimador f,,(x) cuando se considera la estructura de

PROCESOS DE RENOVACION (PR), se ha obtenido:

Teorema 3

Sea el modelo estocastico (X,T = PR) definido en el apartado 1, donde se
ha llamado h(t) a la “densidad renewal” que se supone acotada en [0, 00). Si se
verifican las hipétesis H1-H2' y H4, se obtiene:

[Cov (7n(0) nl0) <20 ( =17 ) (@)= KV ) [ (ol )
0

(9) . +<—1—n) bo,y V() f(z)K2+ 0 (,l,lln)

Si ademas se verifica:

[ee]

H.7. /(1 +t) (a(t))? < oo, para algin 0 < ¢ < 1 (mds estricta que H4)
0

[ee]
H.8. p(u,v,s):= /f(u, v,t+s)g(t) dt < D < oo, parau,v ER;s>0
0

Entonces
(10) Jim nhy [Cov (fa(@), fa(v)) | = V()£ ()82, D
Comentarios:

1. Se observa que en la cota de la covarianza obtenida en (9) influye el mues-
treo aleatorio por la densidad h(t), asociada al modelo PR, y la dependen-

cia de las observaciones (¢—mixing) por el factor /a(t)qh(t) dt. Ademis

en el supuesto de un proceso de Poisson se obtiene que h(t) = S, para
todo t, y, por tanto, la cota dada en (9) es igual a la obtenida en (5) bajo
la hipdtesis de observaciones irregulares.
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2. Nuevamente se ha obtenido una cota de la covarianza de orden (nh,ll”'q) ! ,
aunque bajo hipédtesis adicionales H7-H8 se obtiene que la expresién de la
covarianza tiene el mismo término principal que en el caso de indepen-
dencia, que es del orden (nhn)_l. Influyendo el tipo de muestreo y la
dependencia en términos secundarios de menor orden.

3.-Al igual que en el teorema-2;-la-difereneia -entre-utilizar-el estimador re-
cursivo f,(z) y el no recursivo f,(z) viene dada por el factor V(n), siendo
vélidos los comentarios alli realizados.

4. Haciendo z = y de las expresiones (9) y (10) se deduce la cota y forma

de la varianza de f,(z) cuando el muestreo es del tipo PR, lo que permite
deducir el siguiente corolario:

Corolario 2

“Bajo las hipétesis de los Teoremas 1 y 3 se sigue que el MECI de f, es el
dado en (8)”.

3. NORMALIDAD ASINTOTICA

En este apartado se estudia el problema de encontrar sucesiones de nimeros
reales {a,}, con a, | co cuando n 1 oo, tales que {a(fn(z) — f(z))} tenga
distribucién asintética, que en nuestro caso sera gaussiana. Esto, intuitivamente,
parece posible tras haber comprobado que bajo hip6tesis relativamente suaves se
obtiene la convergencia en media cuadratica de f, (z) a f(z). Ademas, este tipo
de resultados son interesantes ya que permiten calcular intervalos de confianza
asintdticos en torno a f(z) utilizando solamente la informacién que proporciona
la muestra. El resultado que se ha obtenido es el siguiente:

Teorema 4

“Si se verifican las hipdtesis del Teorema 2 o del Teorema 3 y las hipdtesis
adicionales:

H.9. Para algiin 7,0 < vy < 1, nh3=27+4 oo
H.10. Existe una sucesién de enteros {gn} 1 0o tal que:

i) In = o(nhﬁ'”*‘*”)l/?

13



9 (2) T ewmy —o

h
n k:qn,kGZ

Entonces:
(11) (nha)* { fu(@) = B fa(2)} <= N(0,0))

si)e{}do o7 = V(n)f(z) Dy (expresién obtenida en (7) y (10) para z =
Y).

Teniendo en cuenta que (nhn)l/2 {fn (z) — f(a:)} se puede descomponer como

la suma de: (nhn)ll2 {fn(:c) - Efn(z)} + (nhn)”2 {Efn(:c) - f(:n)} , ¥, por
tanto de los teoremas 1 y 4 se deduce de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 3
“Si se verifican las hipdtesis de los teoremas 1y 4. Y la hipdtesis:

H.11. nhlt? |0
Entonces:

(12) (nh)* { fa(@) = f(2)} L N(O, )

Comentarios:

1. En la demostracién del Teorema 4 se utiliza el denominado “método Berns-
tein” (ver Peligrad M., 1985) que consiste en descomponer la suma de las
variables aleatorias que definen el estimador en sumas de grandes bloques
separados por bloques mds pequenos, probandose a continuacién que la
aportacion de los bloques pequeiios es asintéticamente nula, mientras que
los grandes bloques tienden a ser independientes lo que permite aplicar el
Teorema Central del Limite de Lindenberg-Feller para variables aleatorias
independientes. Este procedimiento ha sido ampliamente utilizado entre
otros autores por Rosenblatt (1970), Robinson (1983) 6 Masry (1986).

2. Las hipétesis H9 y H10 se pueden debilitar a costa de exigir condiciones de
dependencia mas restrictivas (imponiendo velocidades de convergencia de
tipo exponencial a los coeficientes a—mixing), lo que ademas permite de-
mostrar de forma mas sencilla el teorema 4, utilizando un teorema central
de Bradley (1981) para disposiciones triangulares de variables aleatorias
fuertemente mixing.

14



APENDICE. (Demostracién de los Teoremas)

Demostracién del TEOREMA 1

Basta tener en cuenta que E (fn(:c)) = H;lzh_’} /~%—K (:c_;_’t_f) f(u)du
izl e Y J

haciendo el cambio de variable u = 2 — vh; y un desarrollo de Taylor de orden
s en f(u) se obtiene que:

. n 5 £(r) z
E (fa(e)) = Hi' D ] [Zf ,( )Cr(-hf)’] +0 (h5*)
j=1 :

r
r=0

De la aplicacién del Lema de Toeplitz, el lema 1 y las hipdtesis del teorema
se sigue la conclusion de éste.

Las demostraciones de los Teoremas 2, 3 y 4 se han desarrollado siguiendo
razonamientos andlogos a los realizados por Masry (1986), quién, para datos
muestrales observados de forma regular y en un contexto de dependencia, estudia
el propio estimador f,(z) para n = 0 y otro estimador dado por:

1 "\ 12,
—1/2 E h]-/ I&j (:L'—Xj)
nh i=1

n

fn(‘”) =

Acerca de éste ltimo nétese que el estimador definido en (2), f,(z), con 7 = i

es asintéticamente equivalente a una versién reescalada de f,(z). En efecto,
por el apartado (ii) de la hipdtesis H2 relativa a la sucesién de pardmetros de
suavizacién hy,, haciendo 5 = 1/2y j = 0, se tiene la existencia de:

IS (R \M?
Jim 2 () =u<os
Por tanto y en virtud del Lema de Toeplitz:

fn(‘”) = 91_/12fn(1’)

En consecuencia la varianza asintética de f,(z) es del orden de 0%,2 por
la varianza asintdtica de fn(:c), con 7 = 1/2, y, en este sentido, el estimador

definido en (2), fn(z), generaliza también el estudiado por Masry (fn(z)) .

15



A continuacién se exponen, de forma esquematica, las citadas demostracio-
nes, en las que sera 1til el siguiente resultado:

Lema 2 (Doe, 1973)

“Sea {X(t):t € R} un proceso fuertemente mixing y sean £ y n dos variables
aleatorias medibles respecto a las c—algebras FO__ y F;¥*, respectivamente, con
t > 0 arbitrario. Si para algin u > 0 se verifica: E |¢|?** < 0o y E|5|*t# < oo,
entonces:

[Cov (€, m)] < 10 (a(t))"/ @+ (E Jg 24 B [n[+#) /@ +4)»

Demostracién del TEOREMA 2

(13) Cov (fa(2), fa(¥)) = Tno(®, 1) + Ra(z,9)

siendo »

(14) Ru(z,y) = Z(T ni(@,y) +Tn —j(z,y))
J=1

=2 n-|j]
i) = (th) 3 g o (Rt (==X () s 4= X(O)}

en virtud de la estacionariedad de X(t).
De la hipotesis H2’ y el Lema 1 se sigue que:

(15) Tno(z,y) =

1
V() ()65 De +

J . . N
=+2z;, con {z;} v. a. independientes e idénticamente

DadoqueT = OI, 7; = 3

C \ . . 1 1
distribuidas segun la densidad comin g de soporte en [—i—ﬁ-, —2?] . Por tanto,
parai > j, T, — T; = 1——%——]- + (zi — zj) = la densidad asociada a 7; — 7j, para
1>jesy <t— l_]) , siendo:
B
1/p
10 = (g+0)®= [ ott=g(e)av
-1/8
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Nétese que las condiciones impuestas a g conducen a que v sea simétrica y
tenga soporte [ —1/8,1/8].

Entonces aproximando T, j(z,y), para j # 0, por su valor esperado respecto
ala v. a. 7; se obtiene que:

1/p

Toj(z,y) = (ki:lhg) th ,_14 Cov {K,-H (:c— X <t+ %)) ,
(16) K; (y — X(0))}»(t) dt
Sean € = K4 (z—X (t+ %)) , =K (y—X(0)) yp= ng—(;

Se tiene que:

1 1
E ¢ = T gi+i(z) y EJPH = ™ a:(y)
Li4j 1;

siendo

00 )= |k (52|

en virtud del lema 1 y de la hipétesis de continuidad establecida sobre f.

+u

fde = 16) [ IK@I* du

71—

Por aplicacién del Lema de Doe en (16):

. q n n—j .
T2, 9)] < 10 (O‘ (t + %)) (Eh;’) PLHTY (hipjhi)™ 5
j=1 =1

1-q
2 <

- (giri(2)ai(y) 7 <
-2
. q n n -
(18) <10(afi+2)) (2h}) SR (i()ai(w)
j=1 i=1
Supliendo (18) en (14) se tiene, en virtud del Lema de Toeplitz y de (17)

(19)  [Ra(z,v)] < 20V (1) —rg7 1+q (F(=)f(w) ”?Wg; (a (%))q

Llevando ahora las cotas obtenidas en (15) y (19) a (13) obtendremos por
H4 la cota de Cov (fn(:c), f,,(y)) dada en (5).
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Para obtener las expresiones asintéticas de la covarianza de f, () dadas en (6)
y (7), se considera una sucesién de enteros positivos ¢, tal que ¢, 1 00, hnc, | 0

y h%c, 1 oo para algin 0 < ¢ < 1/2. Se considera entonces la descomposicién
del término R, (z,y) :

Cn n—1
(20) Ra(z,y) = (T +T-0)+)_ (T+T-)+ > ATy +T5) =S1+5:+8s
j=2 j=cntl

Se desarrolla cada uno de estos tres sumandos y se obtiene:

1/p

Tl(:c,y)=(iz:;h?> th ' / {Kf“ (””‘X(H/%))'

-1/8

- K (y = X(0)}(2) dt — (Zh ) Z’l,+1’1]’E {K; (y— X(0))}

o g (sx (12 D)) bra= a1
14

Del Lema 1 y el Lema de Toeplitz se sigue que B, = O(1/n). Y de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz y la hipdtesis H5 se sigue:

n “2Znp-1 1/p 1 1
Ap < (Zh?) Zhgﬂh}’ /')/ (t - E) dt W
i=1 i=1 0 i i

{ / K2y (2 = u)f(u)hj41 du / K2y - v)f(v)h; dv}m =

An <

)(f(:s)f(y))l/2 %Dk, y por simetria se obtiene:

(22) S

< Vo) (J@)F )/ D

A continuacién se prueba que los sumandos S y Ss tienen cotas de orden
inferior a (nhy)~?.

Sy = QZT =2 (Zh >_ Zzh,ﬂ 0]

ji=2 j=2i=1

18



/ U / Kii(z — Wk (y-v)( (u vt + ) —f(U)f(v)> dudv] ¥(t) dt

Utilizando H5 y el hecho de ser f acotada se obtiene que:

en 1/p

S, < Cte. (ih;’) DN h / y(t)dt =

j=li=1 -1/p

-2,
= Cte. cp, (Zn:h:’) Zh?” =
i=1

0o Cn _
(23) = Cte.c 02.:' %—l— = O(cn/n) = o(nh,) !
. 4q
Para acotar el sumando 83 se utiliza el Lema 2 (Doe), con p = T2

§s< (D)Z/ U (@) 10 3 (o (—ﬁ—l))s

Jj=cn+l

< eV ) () K f;( ¢ ﬁ>)2q5

J=¢Cn
[e ]

< V() U@ ) 7 K} 2?—5/ o(1)* dt <

1 1 1 1
M) <O — V=0 ——_)=
( )- 0 (7lcnhl+2q) 0 (nlln h721q6n> Onhn

La dltima desigualdad se obtiene utilizando H4. Ahora sustituyendo (22),
(23) y (24) en (20) se sigue que: R,(z,y) < %V(n) (f(:c)f(y))l/2 Dy, de esto

y la expresién (15) se obtiene el resultado (6) del Teorema.

Si se utiliza la hipdtesis HG6 para acotar el término A, se sigue de manera

inmediata que A, = o de donde se obtiene la expresién (7).

nhy’
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La prueba del Teorema 3 sigue la misma linea que la del Teorema 2. La tnica
modificacién importante se debe a la nueva estructura de T' (que es ahora la de
un proceso de renovacién) y afecta a la distribucién de probabilidad de la variable
7; — 7Tj, 1 > j. En este caso y debido a que la sucesién de tiempos intermedios
{t:} es independiente e idénticamente distribuida segin una distribucién G(t)
sobre [0, 00); la distribucién de

i+j

Tigj —Ti = Z ty = th

£=i+1

es la j—ésima convolucién de G consigo mismo. Si se denota a ésta por Gj(t), al

aproximar T}, ;(z,y) por su valor esperado respecto a 7;, con j > 0, tal y como
se hizo en (16), se obtiene:

Tuj(x,y) = (Zh;’) Zh:'+,h." / Cov {Kiy; (x = X(1), Ki (y = X(0))) dGy(t)

Demostracién del TEOREMA 4

Se supone que el modelo estocdstico (X, T') tiene una estructura OI, siendo
analoga la demostracién para el supuesto de que la estructura fuese PR.
Se desea probar que:

(25) \/nhnw —2.N(0,1), con oy = V(n)f(z)D

Sean

(26) Y; = h}’ (K (z = X(13)) - EKj (x — X(13)))

(27) Sa =3 Yy =Y W (K (z - X(3)) — EKj (2 = X(13)))
j=1 Jj=1

Entonces, en virtud de la definicién de f, en (2) se tiene que:

(28) Sn = Zh;’ <fn(:c) - Efn(z)) con E[S,]=0

y dado que el teorema actual verifica las hipdtesis del teorema 2 se tiene por

(10):
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(29) nllrg)nh,, Var (f,,(:c)) =0y
De (27) y (28) se deduce que probar (25) es equivalente a probar:

Sn
o(Sn)
Pero de (26), (29) y la hipdtesis H2, ii) se tiene también que:

(30) -, N(0,1),

2

nh, 1 <~h? -

% 27'(72(3,1) = (; ﬁ) (nhn Var (f(:c))) ———-»0 f
n-hn k=1 "
Por tanto bastara demostrar que:

(31) (nh2=1"P s 4, N(0,0,04)

Para ello se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: DESCOMPOSICION EN BLOQUES DE S,

Por las hipdtesis H9 y H10 existe una sucesién {r,} C N, {r,} 1 oo tal que

(32) Tngn = o (nh3~ 27+4’7)1/2
y
(33) n (nhy Z [k/8]'~

k=gn

A partir de {r,} se define una nueva sucesién {p,} C N en la forma:
1/2
(34 = |2l

donde [a] denota la funcién parte entera de a.
De H9, H10, (32), (33) y (34) se deducen las siguientes relaciones

qn nTn qn n

(35) poha? T (nha-m+4n) 12 ( Pn Y pnhZ" )
Pn N (nhy)1/? _ hn, Pn

(36) nhZn—YHL T - - —0 (:> 5 0)

Tn—+1 172
ranhi? ™7 , (n/z?,_27+4"> /
n
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e (5) 7 (0L () ) g
(37)

[e’e] . 1—v [e%e] .\ 1-v
_n_a (9_’1) < P—Z <-—) :rn(nhgl)llzza(i) — 0
Dn B Pn B imqn B

(38)

| =

A continuacidn sea, para cada n € N, la particién de S,, en 2k, + 1 subcon-
juntos donde k, = [n/(pn + ¢n )] realizada en la siguiente forma:

(39) Sn=8+82+82= Zﬂ, + Zn, +0;
con
P pt+q n
(40) Bi= Yoy, 1= Y Yyi, = > Y
i=1 i=p+1 i=mi+1

siendo m; = j(p+4q), j = 0,...,k; de tal forma que cada f; constituye un
bloque “grande” sumando p, variables, cada 7; uno “pequefio” sumando ¢,
variables y 6 un bloque residual.

Paso 2: CUANDO n — oo SE PRUEBA QUE:
—E(|S2) — 0
2171 E (|s; l — 0y =1 (Is2)" —
nhy,
Primeramente nétese que por ser K acotado y verificar H1 también / |K(:c)|2/'7

dz < oo para 0 < 7y < 1, y por el Lema 1, apdo. 1

B {Jk(e - x() ") =h:“"”“/ l’lf”" (z;u)

- h:(2/7)+1<1)i(1:)

2/v

f(u)du =

con

(41) i(z) —— f(z) / K ()2 du
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De forma analoga
(42) Vary; < A E K2(z — X (1)) = h2" 7 Ai(2)

siendo A;(z) := h; EK?(z — X(7:)), que en virtud del apartado ii del Lema 1
converge a f(z)Dy cuando ¢ tiende a oo dado que f es, por hipédtesis, continua.

Entonces:
k=1 k-1
(43) l,gzl) < ZVar7[7 +2 z ZICov{m,wJH A+ B
Jj=0 -02;4 =0
donde
P+yq p+9  ptq
(44) \/'ar7rj= Z VaerJ+,+ Z E ICOV m,+7') m].‘.g}l
i=1l4p —P-ir-1<£=p+1

Si 27— 1> 0, entonces por (42) y el cardcter decreciente de h, se tiene:

r+yq r+q 2n-1
(45) th T Z Var Yy, 4 < Z < ) Am;+yi(z) < IZ" r Cte.1(z)
i=14p 1=14p

o\ 2n-—-1
Si 27— 1 < 0, entonces (%) < 1, y la cota seria ¢, Cte.2 (z).
in

En virtud del Lema de Doe, si v es el del enunciado y denotando por ||Y;|| a
il = (E {]Y,'|2/7})7/2, se tiene:

1 p+q9  p+yg
I E Z |C0v mJ+"’ m,+l}| <
' reptli=p+l
r+9 pt+q
= ]Zn T Z Z “Ymﬁ"‘ ” ”}’"J‘H" [a - Tl
—pt1<£—p+1

Pero por (41) y ser hy, decreciente:

h —1+7/2(I)‘Y/2(m) =
i <n} < h/2Ctes(z)

I1V:ll < IaT 207 (2
1

) <
Max. {|[Yill; 1<
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Asi pues:

p+q ptg
]27) 1 Z Z |C0V m,+r; m.1+l}l<
! r=ptli=ptl
p+q9  p+g
<Ctes(@hy™ 172 N~ N a(r—m)]' 77 <
r=p+1t£=p+l

r—1\1'""
< Otealwhi™ 2"2 N (F)] <
1-y
< Cte4(1:)h,’l_l'2"anZ=:l [a (%)]

donde se ha de notar que el dltimo factor es necesariamente finito por (38).
Tasladando esta cota y la obtenida en (45) a (44):

k-1
1 1 n‘In ann
(46) 2,7,_13 pr lZVanrJ < Ctel(m) — + Ctes(z )——'“—27,—7—1
nhy, nhy, iz nhy

Y la convergencia de (46) a cero se sigue de (35) y (36).

De forma similar se procede a acotar ———B. En efecto:

=1
nhi'~

k—1 k—=1 p+q p+gq

<2 303 > > |Cov (Yt Yimyae}]

i=0 j=0s=p+1t=p+1
1>

Como ¢ > j, los indices (m; +s) y (m; +t) difieren cuando menos en p unidades,

por tanto, volviendo a aplicar el Lema de Doe y dado que In 0
n

n—p 00 .\ 1-7
(47) ]M ——B <4y Z |Cov {¥,,Yi}| < Ctes(z)h] ™' 72" "« (%)
s=1t=s+p 1=¢n

Y (47) converge a cero por (37), lo que unido a la convergencia a cero de (46)

y sustituido en (43) prueba que: —]21,'—_1 E ({S,zll)2 — 0.
nhy

24



Finalmente:

1 5 1 n n n
WEQSSI) =n—h2ﬂ—"T E VarY; + 2 z E Cov {Yq, ys}
i i=mi+1 L=m+1s=mi+1
£<s

Idénticos argumentos a los establecidos para acotar A y B permiten obtener:

1 2 _ Cter(z) a3 |
YT (Is2)" < —— {IA%,.I tamiy
siendo
A2, | == kn(pa + 4n) = n - [p,, iq] (b +40) <
n
<n-— —1 _
sn <pn T in ) (pn + (In) (Pn + Qn)
por tanto:
1 Ct 1
——E (ISﬁl)2 < es(2) {1 + = ) (Pn+qn) = 0 cuandon — oo
nhy' n RETTITY

en virtud de (36).

Paso 3: CUANDO n — 00 SE TIENE QUE:

kn—1

(48) B () - 1:[ (Eef5)| — 0

Para demostrar (48), y equivalentemente la independencia asintética de los
bloques grandes, se utiliza el siguiente resultado, que es una extensién del Teore-
ma de Volkonskii-Rozanov (1959): “Sea V; = Fj(Bjs) j=1,...,N, y |Fj(z)| <
1. Y sea H la o—4lgebra generada por el proceso de los instantes de muestreo
{mx:k=1,2,...}. Y sea X un proceso fuertemente mixing con coeficientes a(t),

entonces se verifica:
N N N N

(i) ) o))
i=1 i=1 ’ i=1 i=1
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Haciendo Fj(z) = e™*** en el Lema anterior se obtiene:

iuS} T zuﬂ, )\ o
B (%) =T (8] <t (1) ot () =

Y ahora (38) permite probar (48).

PAso 4: SE PRUEBA:

1 k~1

(50) T 1213,3 — 020}

nhy,

Procediendo como en (44) para la. Var 7; se demuestra que el segundo su-
mando de:

E,BZ ZV&I‘Ym +r +2 Z Z |COV mji+is m,+£}|

i=1 £=1
i<l

Por (26), (29) y el Lema 1 (ii):

ahZT- —5=TE |91| _"0721"?

de ambos hechos y del paso 2 de la demostracién se deduce (50).

PAso 5: S] VERIFICA LA HIPOTESIS CLASICA DE LINDEBERG-FELLER

Segun (48) y (50), los sumandos B; en S} son asintéticamente independientes
y tales que la suma normalizada de sus varianzas es 0,2)0?. Por ello la condicién

de Lindeberg-Feller para la normalidad asintética de S! toma la forma: para
e>0,

k-1
! E: 2 .
onle) = nllﬁ"_lo'?eflj:oE (ﬁj I{Iﬁjlzea,o,,(nhgv—x)x/z}) — 0sin— o0
(51)

Por el Lema 1, E (K;(z— X (7;)) es convergente y dado que A} decrece a cero
y K es acotado por hipdtesis:
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|Yi| < Cte. (b} ™" + h}) < Cte.h}™" < Cte. h}™" Vi< n =
(52) = Max {|B;j|, 0<j<kn—1} < Cte.pahy™"

Por tanto en (51) se tiene:

-2
knPnhrzz,”
_—_2n T max
vhy o} 02 0<j<kn—1

—1\1/2
() = Ce- ’“(W) s PIg12 cos0, (ni2 =)

Ahora bien, de (52)
pnhn ™1 _ Dn 1

1551
<Cte. ——— =Cte.————= = — — 0
osby (11/12’7 1)1/2 (nhz" 1)1/2 (nhn)l/“ Tn

gn(e) = P {18 2 cos0, (nh21-1)"/} =

0<]<k -1

. 1/2 .
Y, en consecuencia, el o max 1P{|ﬁj| > eapf, (nh2771) / } = 0 a partir
<j<ka—

de un n suficientemente grande, deduciéndose entonces (51).

Resumiendo:
Por (50) y (51), (nh21-1)~/? g1 —N(0,6,0/)
y por el paso 2, (nh27=1)" (a72) (82 4+ 83) — 0 en probabilidad

(71/12’7 1) (1/2)3n A, N(0,8,07)
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ENGLISH SUMMARY:

ESTIMATION OF THE PROBABILITY DENSITY FROM
RANDOM SAMPLING

José A. Vilar and Juan M. Vilar

1. INTRODUCTION. DEFINITIONS

Data are not always collected at equally spaced time intervals and there
are various causes by which data may be irregularly recorded over time: small
random deviations, the own random experimental design. ..

In this paper we study the asymptotic behaviour of a recursive nonparame-
tric estimate of the probability density function associated with a stationary

continuous-time process X, where the sampling instants are assumed to be ran-
dom.

1.1. The model

Let the continuous-discrete stochastic model be defined as the pair (X,T)
where:

1. The first component X = {X(¢); t € R} is a continuous time process,
which is assumed to be strictly stationary asn strongly mixing (o —mixing),
with marginal density function f(z) continuous and bounded.

2. The second component, T' = {7t; k € N}, consists of a strictly increasing
sequence of random times that we confine to two specific structures:

e “I0” STRUCTURE (Irregularly Observations) where:

k
Tk=B+Zk k=0,%+1,... B8>0

being z}s i.i.d. random variables with a symmetric density function g(t)
supported on [;—;, 515]
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¢ “RP STRUCTURE (Renewal Process) where:
k
Tk =Z k=1,2,... and 71 =0
i=1

where {t;}}% is a sequence of i.i.d. random variables with a.common
absolutely continuous distribution G{¢) on [0, 00), satisfying: E [t;] = 8~ 1.

Both structures turn to a progressive randomness of the sampling data: the
10 structure is the mixture of a periodic sampling and a random deviation, and
the RP structure is completely random.

Throughout this paper we also suppose that X and T are independent.

1.2. Definition of the estimate

The nonparametric estimation of an unknown probability density function
f(z) has received much attention in recent years (see Silverman (1986) for inde-
pendent observations and Gyorfy e.a. (1989) for dependent observations).

Masry (1983) has studied this same stochastic model for the nonrecursive
type kernel estimator of the density function defined by (1):

hy, E

fal2) = %ZK” (x—Xj), Kn(w)= LK ( ; )
=1

being K (u) the Kernel function and h, a bandwidth sequence.

But the recursive estimator has a clear advantage over nonrecursive estimator
as they can be updated with each additional observation. Thus we will consider
the recursive type Kernel estimate defined by (2):

falz) = H! ZKj (z—X(r5)), withneR and H, = Zh;’
Jj=1

j=1

This estimator, which one was introduced by Deheuvels (1974), can be computed
recursively by (3). From equally spaced data, Wolverton-Wagner (1969) have
used (2) with 1 = 0 for independent observations, and this same estimator has
been considered by Masry (1986) under the assumption of mixing conditions.
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2. BIAS AND VARIANCE

Under weak regularity conditions on K and {h,}, the theorem 1 related to
bias of f,, was established.

We remark that the asymptotic bias expression (4) obtained in theorem 1
depends on Kernel function K, on the underlying prabability density f and
their derivatives, and on parameter 7. Specifically, large values of 7 result in
estimations with a large bias. But the bias of the estimation does not depend
neither on the particular sampling scheme used nor on the dependence structure
type.

Finally, comparing this expression to that in nonrecursive case it is seen that
the recursive estimate has a larger bias than a nonrecursive one.

_ In theorems 2 and 3 we establish bounds for the asymptotic covariance of
fn(z) when T=10 and T = RP respectively.

If T'= 10, expression (5) is obtained under a weak constraint on the mixing

coefficients {a;} (see (H4), and it is interesting to remark some observations
about this result:

e The sampling scheme (according to 10 structure) contributes to an increa-
sing of the covariance, which is proportional to S.

e The convergence rate of the bound is O(nh};"q)_l compared to O(nhn)_1

for regular observations.

e But, under the considerably more restrictive assumptions H4 with 0 < ¢ <
3, and H5, the new bound for the asymptotic covariance (see(6)) is inde-

pendent of B and the corresponding rate of convergence is now O(nhn)_l.

e Finally, under condition H6, the contribution of the sampling scheme is
asymptotically negligible.

e These results are extensions to the recursive case of results by Masry (1983)
for nonrecursive case. In this sense, it is interesting to note that nonre-
cursive estimate has a larger variance than a recursive one (see remark

6).

The performance of the estimate f,(z) when 7' = RP is very similar such as
it is shown in teorem 3. In this case the influence of random sampling is present
through the renewal density function A(t), which is supposed to be bounded (see
(9)). Analogous conclusions to those in theorem 2 are now made for theorem 3.
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Combining the results of theorem 1 on the bias of the estimator f,(z) and of
theorem 2 (for IO structure) or theorem 3 (for RP structure) on the variance, the
quadratic-mean consistency and the corresponding rate of fn(z) is immediately
obtained in corollaries 1 and 2 respectively.

3. ASYMPTOTIC NORMALITY

In this section, asymptotic normality of the recursive estimate defined by (2)
is established.

In first place we write:

(nha)? (ful2) = 1(2)) = (nhn)* (fal@) = Efa(@))+(nhn) * (Efa() - £())

Following Pelligrad (1985) (Bernstein method) the asymptotic normality of
fa(z) centered at E f,(z) is stated in theorem 4 under H9 and H10.

Finally the sketch of the proofs is given in the last section of the paper.
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