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EDITORIAL
PRESENTACIO DE LA NOVA ETAPA DE

Questiio

Quiestiio comenca ara una nova etapa amb la participaci6 de I’Institut d’Estadis-
tica de Catalunya i de les universitats catalanes que han creat, consolidat i acreditat la
revista. Aquesta petita efemeride ofereix I’oportunitat i quasi imposa 1’obligacié
d’explicar tant les bases de la col.laboracid que ara s’inicia com les finalitats que es
pretenen assolir.

El Parlament de Catalunya i €l Govern de la Generalitat han manifestat reiterada-
ment la voluntat unanime de desenvolupar un sistema coherent, eficac i fiable d’esta-
distiques oficials, que produeixi i difongui la informaci6 necessaria per congixer la rea-
litat econdmica, demografica i social de Catalunya. Amb aquesta finalitat han desple-
gat un ordenament legislatiu rigords i meticulds que regula els aspectes juridics i
administratius i que també abasta materies de formacié6 i de recerca. Aixi és oporti de
destacar les disposicions segiients que es relacionen amb aquests darrers assumptes.

La Llei 14/1987, d’Estadistica, confereix a I'Institut d’Estadistica de Catalunya la
funci6 de "Contribuir a I’aveng i a la millora de la investigaci6 estadistica i al perfec-
cionament professional del personal estadistic”. El Decret 341/1989, de creacié de
I'Institut d’Estadistica de Catalunya, recull textualment la disposicié esmentada.

La Llei 30/1991, del Pla Estadistic de Catalunya 19921995, fixa I’objectiu central
del Pla i els objectius operatius. Respecte als objectius corresponents a les activitats
instrumentals necessaries per a I’optimitzacid del sistema estadistic de Catalunya, esta-
bleix que: "La decisié d’iniciar aquestes activitats estadistiques ha de satisfer els crite-
ris de decisi6 de preferéncia segiients: a) que llur aplicacié contribueixi a generar eco-
nomies d’escala en termes de temps o de recursos emprats; b) que siguin técnicament
necessaris 0 convenients per assolir progressivament 1’homogeneitat en el tractament
de dades i millorar la qualitat i la fiabilitat de les estadistiques catalanes; c) que contri-
bueixi a la formaci6 del personal de-1’administracié i dels usuaris de la informacio esta-
distica; d) que constitueixi un aveng tecnologic i innovador de la metodologia estadisti-
ca d’aplicaci6 progressiva a Catalunya”.
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D’acord amb aquestes disposicions, I’Institut d’Estadistica de Catalunya ha propo-
sat una activitat de difusié estadistica, que els Decrets del Programa Anual d’ Actuacio
Estadistica per a 1992 i 1993 la inclouen amb les consideracions 1 precisions segiients:
"Un element basic per a la millora dels procediments estadistics emprats en les institu-
cions participants en el Pla Estadistic de Catalunya consisteix en la potenciaci6 i crea-
cié de publicacions técniques que, amb carcter periodic, il.lustrin els avengos produits
en el camp de I’estadistica tedrica i aplicada, prioritzant les linies editorials més prope-
res als ambits tematics 1 territorials de I’estadistica de Catalunya".

L’actuacié de 1’Institut d’Estadistica de Catalunya es concretara en ’edicié d’una
revista a la qual donen suport la participacid activa de les universitats catalanes i altres
institucions similars d’ambit estatal o estranger.

La Direcci6 de I’Institut d’Estadistica de Catalunya, en decidir vincular aquesta ac-
tuacié a I’edicié de Quiestiié, ha considerat una série de raons i motivacions, entre les
quals es poden destacar les segiients: el reconeixement a la labor que les universitats i
els investigadors han desenvolupat en la revista, de vegades amb molta voluntat i pocs
recursos materials, 1a intencié de contribuir a la continuitat d’aquesta iniciativa estimu-
lant i el desig d’establir una nova col.laboracié fructifera per a les institucions que hi

participen i per a la societat.

Generalment els instituts d’estadistica, per la naturalesa del seu treball, mantenen
relacions intenses amb els organismes que fan recerca estadistica i en especial amb les
universitats. Malgrat que aquesta observacio és un lloc comd, €s interessant de recordar
algunes referéncies i anécdotes historiques.

A la primera meitat del segle XIX es va crear 1’Estadistica Matematica, com a una
nova ciéncia basada en la teoria de les probabilitats, i alhora es van fundar els primers
Instituts Oficials d’Estadistica, com a uns organismes nous regits pel principi del secret
estadistic individual.

El matematic, fisic i astronom A. Quetelet (17961874), com altres cientifics de la
seva ¢poca, va aplicar la Ilei normal de probabilitat a I’estudi dels errors de les mesures
fisiques i astronomiques. Pero influit per algunes idees de Laplace, Fourier i Poisson,
va introduir aquelles técniques a I’analisi de les mesures del cos huma i dels fendmens
socials. A causa de I’amplitud dels seus plantejaments metodologics, Quetelet va ser el
creador de 1’Observatori astronomic de Brussel.les; el responsable del Cens de 1829,
que es va publicar separadament al de 1830 a Belgica i Holanda; el fundador de la
Commission Centrale de Statistique (1841) i I’impulsor de la col.laboracié internacio-
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nal que més tard va donar lloc a I’International Statistical Institute. La Commission
Centrale va constituir el model d’institut d’estadistica que molts estats europeus van
adoptar.

Recordem també que, molt més proxim a 1’€poca actual, P. Mahalanobis (1893,
1972) va crear i dirigir I’Indian Statistical Institute (1931), va ser director del Departa-
ment d’Estadistica de la Universitat de Calcuta (19411945) i va ser Consultor Honorari
en Materia Estadistica del Govern de I'India des de 1949. D’entre els seus resultats
matematics, se’n destaca la Distancia de Mahalanobis i d’entre les seves aportacions
metodologiques, la técnica de les enquestes pilot i la difusi6 de la teoria de les mostres
per suplir estadistiques oficials insuficients o deficients. Es interessant indicar que el
seu interes en aquestes recerques tan variades va ser degut tant a problemes de biome-
tria com als reptes que 1’estadistica oficial li plantejava.

Tanmateix, en remarcar les arees d’interés comi de 1’estadistica oficial i de la recer-
ca universitaria, s’han de destacar també les grans diferéncies que hi ha entre aquestes
dues especialitzacions del treball estadistic, que generalment suposen oficis diferents.
L’estadistica oficial, que es dedica amb prioritat a la feina feixuga de produir dades es-
tadistiques, ha quedat moltes vegades molt lluny de les preocupacions i dels interessos
universitaris. Afortunadament 1’€poca actual ofereix nous reptes de col.laboracié per
raons de canvis cientifics, tecnologics, politics i socials, encara que és dificil donarne
un panorama complet se’n poden destacar alguns que obren noves possibilitats.

El tractament de dades amb técniques de recuperacié de la informacid, mecanismes
de lectura Optica, construccid de bases de dades i consulta amb sistemes d’intel.ligén-
cia artificial plantegen problemes cientifics i informatics que van des de la construccié
de noves 10giques fins a la producci6 de software. En tots aquests temes les grans ope-
racions dels instituts d’estadistica s6n una referéncia fonamental, i algans programes
de la Comunitat Europea assignen recursos importants a aquestes finalitats especifi-
ques.

Els instituts d’estadistica, a fi que puguin fer el seu treball segons les bases cientifi-
ques més avangades, han de con&ixer els nous métodes d’estadistica matematica que es
van descobrint o inventant en els centres de recerca. Per altra banda, els instituts pro-
dueixen i difonen cada cop més dades, que son el material basic per a investigacions
posteriors 1 que fan possible que d’altres organismes, siguin institucions piibliques o
empreses privades, les analitzin i realitzin més estudis tedrics i aplicats.

Més enlla del secret estadistic, els assumptes de proteccié del dret de la intimitat i



privacitat dels ciutadans, enfront de possibles abusos de la informatica han sensibilitzat
la societat, especialment els mons professionals i els ambients universitaris que s’hi re-
lacionen. El tema no és trivial ja que, com ocorre en el cas de la sida, ’accés a algunes
dades individuals protegides és necessari per a certes investigacions cientifiques.

La difusié massiva de resultats i de t¢cniques estadistiques a tota la societat i
I’extensi6 dels usos i abusos de les enquestes d’opini6 requereix unes actuacions didac-
tiques i uns aclariments conceptuals tant per part dels organismes oficials d’estadistica
com de les universitats i dels centres d’ensenyament.

Aquest petit ventall de temes mostra que hi ha moltes matéries d’interés comd i
molts assumptes de responsabilitat moral compartida, que ofereixen un camp extensis-
sim de reflexi6 i de col.laboracid.

Qiiestiio ara empren aquesta nova etapa amb la voluntat d’oferir un marc general i
integrador dels diversos aspectes de les ciéncies estadistiques amb la il.lusié de fomen-
tar la cultura estadistica en la societat. D’acord amb aquestes finalitats, d’'una banda,
mantindra i potenciara els temes que ha tractat fins ara i el rigor que ha exigit constant-
ment. D’altra banda, introduira temes que acostin 1’estadistica oficial i la produccié de
dades a les institucions i als grups de recerca i sobretot contribuira a estendre i difondre
els principis cientifics i juridics de ’estadistica en la societat.

La nova experiéncia pot ser estimulant, tant en 1’ambit de la cultura catalana com en
el mén académic internacional, Ia qual cosa ha estat sempre una vocacio clara de la re-
vista. Els resultats i 1’¢xit depenen dels organismes que hi estan implicats, de les perso-
nes que hi participen directament, dels col.laboradors i dels lectors. Qliestiio prega a
tothom que hi aporti una col.laboracid tan activa com els sigui possible.
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ESTUDIO COMPARATIVO DE DISTINTAS
FUNCIONES NUCLEO PARA LA

OBTENCION DEL MEJOR AJUSTE SEGUN
EL TIPO DE DATOS
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En este articulo se presenta una contribucién a la seleccion de la
funcion nicleo y del pardmetro de alisado que mejor se adaplan a
las caracteristicas muestrales en muesiras de tamano pequeiio (25).
Para ello se obluvieron 200 realizaciones muesirales procedentes de 5
distribuciones conlinuas, prdcticamente todas ellas con soporte [0,1];
y se agruparon en funcidn de sus caracleristicas muesirales. En cada
grupo de los obtenidos se ajuslaron funciones de densidad corres-
pondientes a 8 nicleos diferenies, con anchos de venlana variables
entre 0°2 y 4’8, calculando posteriormente un ancho de ventana me-
dio mejor para cada grupo. Este ancho de ventana se compard con
los anchos de ventana dptimos para cada realizacion muesiral, obte-
nidos por minimizacion del error cuadrdlico medio integrado y por
validacion cruzada. El andlisis del sesgo y la eficiencia de los valo-
res del estadistico “ancho de ventana correspondiente al error dptimo
medio por grupo menos ancho de ventana dptimo de cada muesira”,
y de la bondad del ajuste de las funciones estimadas a las distribu-
ciones de partida, permile determinar la funcién nicleo y el ancho
de ventana que mejor se adaptian a las caracteristicas muestrales.
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1. INTRODUCCION

A partir de que Glivenko (1934) demostrara la convergencia casi segura
del histograma de frecuencias a la densidad, los estudios de estimacién no pa-
ramétrica de esta funcién han sido numerosos, adquiriendo especial relevancia
durante los afios 80, paralelamente al desarrollo de la capacidad de procesa-
miento de los ordenadores, y como consecuencia de los numerosos cdlculos que
precisa cualquiera de los estimadores propuestos.

Entre los estimadores no paramétricos de las funciones de densidad, se pue-
den destacar: los estimadores basados en la definicién de una funcién nicleo o
“kernel” (Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962; Nadaraya, 1989); los derivados de la
“verosimilitud penalizada” (Scott, et al., 1980; Silverman, 1986); las series de
estimadores ortogonales (Cencov, 1962); el método “PPDE” (Friedman, et al.,
1984); y los métodos basados en los k—puntos mds préximos (Loftsgaarden y
Quesenberry, 1965).

Tanto estos trabajos, como la mayoria de las referencias disponibles se cen-
tran en la definicién de distintos estimadores y en la comprobacién de la con-
vergencia tedrica a la funcién de densidad; sin embargo, los estudios relativos
a la especificidad de los distintos métodos en cuanto a precision, adecuacién
a la estructura de los datos analizados y al tiempo de CPU requerido para la
estimacién son escasos. En este sentido se pueden sefalar los trabajos de Epa-
nechnikov (1969) y Deheuvels (1977) referidos a la precisién y los de Scott y
Factor (1981}, Silverman (1982) y Hérdle (1991) en cuanto al tiempo de CPU.

De los diferentes procedimientos de optimizacién, los mejor estudiados ma-
temdticamente (y aquellos para los que existe un mayor nimero de aplicaciones
a datos reales), son los basados en la definicién de una funcién nicleo. Para
su empleo es necesario elegir tanto el “nicleo” como un valor del pardmetro
de alisado, ambos determinardn la expresién final de la funcién de densidad
estimada.

El nucleo es una funcién K(z), a partir de la cual se puede establecer el
siguiente estimador no paramétrico de cualquier funcién de densidad f(z) (Ro-

senblatt, 1956):
1 &K (z2—X;
fn(l, hn) - 7lhn Z;I\ < hn )

i=

donde &, es el pardmetro de alisadoy Xj,..., X, los datos observados.

Nadaraya (1989) establece las siguientes condiciones para la funcién nicleo:



a) K(z) = K(-z)

b) /K(m)d:c: 1

¢) sup |K(z)|<A<o

—00<e <00
d) /xilﬁ'(m)dm =0, i=1s-1
con s par y mayor o igual que 2;

€) /z'sK(w)dwyé 0

f) /:cle(a:)| dx < oo

Respecto a las propiedades estadisticas de estos estimadores, Parzen (1962)
demostré que si el parametro de alisado, h,, tiende a cero cuando n — oo enton-
ces el estimador nicleo es asintéticamente insesgado y asintéticamente normal.
Estudios mds completos sobre la convergencia de este estimador son los rea-
lizados por Devroye (1983) y Devroye y Penrod (1984), que establecieron la
convergencia de los estimadores niicleo en el espacio de funciones integrables y
en el de funciones de cuadrado integrable.

El parametro de alisado h,,, también llamado “ancho de ventana” o “ancho de
banda”, es un nimero positivo que cumple la condicién de Parzen. Scott y Factor
(1981) y Marron (1987) presentan recopilaciones de los métodos o algoritmos de
calculo mas empleados. En general, el ancho de ventana se determina de forma
que se minimice algin tipo de error, Hall y Marron (1988) proponen minimizar la
integral del error cuadratico sobre el rango de variacidén de la variable aleatoria:

ECI(h,) = /[fn(:c,hn) — f=@) dz

y Devroye y Gyorfi (1985) minimizar la integral de las diferencias en valor ab-
soluto entre el estimador y la funcién:

ABSEMC(hn) = / (@, ) — f(z)], do

Sin embargo, el proceso de minimizacién de estas medidas es substancialmente
mas complejo (ver por ejemplo Izenman, 1991) que la optimizacién de la medida
propuesta por Rosenblatt (1956}, la cual se define como el error cuadratico medio
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integrado (o el riesgo medio de la funcién de pérdida cuadratica entre la funcién
y su estimador); y toma la siguiente expresién:

U(hn) = /E[fn(:c;hn) _ F@)) da

En este articulo se realiza una comparacién por simulacién en ordenador, del
ajuste de distintas funciones nicleo, con diferentes anchos de ventana, a muestras
pequeilas (tamaifio 25) caracterizadas por distintos pardmetros muestrales.

La comparacién de la eficiencia de algoritmos por simulacién en ordenador
presenta algunas dificultades: en primer lugar, deberan elegirse los algoritmos a
comparar; en nuestro caso ocho funciones nicleo y dos valores del ancho de banda
que pueden obtenerse sin conocer la distribucién de los datos (uno derivado de la
minimizacién del error cuadrdtico medio integrado y otro obtenido por validacién
cruzada). En segundo lugar deberd seleccionarse un conjunto representativo de
problemas para la comparacién de los algoritmos, para lo cual se simularon 200
realizaciones muestrales procedentes de cinco distribuciones continuas, que se
agruparon en 10 clases en funcidn de sus caracteristicas muestrales. Finalmente,
ha de definirse la “bondad o calidad” de los algoritmos a comparar para elegir
el mejor, en nuestro caso la funcién nicleo y el ancho de ventana que mejor se
adapten a cada grupo muestral.

Para conseguir este objetivo, en cada una de las realizaciones muestrales
se calculé una estimacién de la funcién de densidad con ocho funciones nicleo
diferentes, y con anchos de banda comprendidos entre 0’2 y 4’8. Posteriormente
se calculd el ancho de ventana con menores desviaciones medias en cada grupo.
Este ancho de ventana se comparé con los dos anchos de ventana calculados para
cada realizacién muestral. El andlisis del sesgo y la eficiencia de los valores del
estadistico: “ancho de venlana correspondiente al minimo error medio por grupo
de muesiras menos ancho de venlana dptimo correspondienie a cada muestra”
y de la bondad del ajuste de las funciones estimadas a las distribuciones de
partida, permite determinar la mejor funcién nicleo a partir de las caracteristicas
muestrales.

2. FUNCIONES NUCLEO Y ANCHOS DE BANDA EMPLEADOS

Existen numerosas funciones que cumnplen las propiedades necesarias para
ser funciones nucleo. Para el presente estudio se han escogido ocho funciones
K (z) entre las mds conocidas, y que permiten el cdlculo del pardmetro de alisado
6ptimo. Estas funciones son las siguientes
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La funcién Gaussiana (K5) y la propuesta por Epanechnikov (1969) (K3)
han sido las mas utilizadas en los estudios realizados con estimadores nicleo. La
popularidad de la funcién Gaussiana se debe al conocimiento de sus propiedades
y el frecuente empleo de la funcién de Epanechnnikov a la economia en calculos
que representa su uso.

Respecto a los pardmetros de alisado se han considerado dos valores para
la simulacién: el que se denomina en el presente trabajo Optimo.-1, que es un
estimador del ancho de ventana que proporciona un menor error medio integrado;
y un segundo valor, que denominamos Optimo.-2, y que se obtiene por el método
de validacién cruzada méximo verosimil.

El error medio integrado para los estimnadores nicleo de una funcién de den-

sidad puede expresarse como:

2

! (/ :c’K(a:)d:c)
_ -2 N 2s

U(h,) = nh”/A (z)dz+h; T /

2 1
f(8>(z)| dz+0 [?{/7: + h?:]




(Nadaraya 1989). Minimizando esta expresién se encuentra el é6ptimo asintético
del parametro de alisado que depende de la densidad desconocida f, de la funcién
niicleo elegida y de la muestra. El valor éptimo viene dado por la férmula:

hn = A(K) B(f) n~ @D

siendo:

1
[ 71 G+

/I\"Z(:c)d:c
AK) =

= )
/wsff(x)dm

s!

2s

/ ]-zzT’m

Esta valor no puede obtenerse directamente en el caso de estimar una densi-
dad desconocida, ya que depende de la derivada de orden s de dicha funcidén. Se
hace preciso, por tanto, estimar el éptimo. Para ello se suele utilizar el algoritmo
iterativo de Scott et al., (1977) que utiliza f,(f) (derivada s—ésima de la funcién
estimada) como estimador asintéticamente insesgado (Nadaraya, 1989) de f),
procediendo de la siguiente formas:

B(f)

1@

Primero se toma una estima inicial de h,, por ejemplo el rango muestral
(h2).

Segundo, con este valor se estima la derivada de la funcién de densidad, fn’)o.

Tercero, se calcula el valor k. con la expresién dada para el valor éptimo y
empleando la estimacién anterior.

Cuarto, se repiten los pasos anteriores de tal forma que para la iteracién
i—ésima tendremos: .
i+l _ - AN
Rt = A(K)B (i) n™ @0,
lo que proporciona una secuencia de valores hi que convergen a la solucién del
algoritmo, que tomaremos como estimacién del éptimo.

El segundo valor del ancho de ventana se obtiene por el método de vali-
dacién cruzada méximo verosimil (Duin, 1976 y Hermans y Habbema, 1976),
procediendo de la siguiente forma:

oo



Primero se obtlene el estimador micleo de la funcién de densidad en los
valores muestrales segin la ecuacién:

n—1
. 1 [ Xi= X
fh,l,z(Xz)—m;I‘( hn >

Segundo se determina el valor del pardmetro que optimiza la funcién de
pseudoverosimilitud:
L(h) = [ [ fhn,i(X0)
B

El algoritmo de optimizacidn de la funcidn anterior ha sido el método adaptativo
aplicado como procedimiento de optimizacién global bayesiana (ver apéndice).

3. SELECCION DEL CONJUNTO DE PROBLEMAS PARA
COMPARACION

Una simulacién extensiva por el método de Monte Carlo requiere encontrar
algoritmos mas rapidos que los actuales para el calculo de la estimacién. Con ob-
jeto de comparar los distintos nicleos se obtuvieron 200 realizaciones muestrales
sobre el espacio de funciones continuas, con las siguientes caracteristicas:

12 Se definieron cinco tipos de funciones de densidad que se consideraron repre-
sentativas del conjunto de funciones continuas con soporte aproximado [0,1]
(ver figura 1):

a) Distribucién uniforme.

b) Distribucién N(0’5, 0°2).

¢) Distribucién N(0°5, 0’4).

d) Una distribucién asimétrica a la izquierda, £(3,6).

e) Una distribucién bimodal, cuya funcién de densidad es 0’5 por la den-
sidad de una N(0°25, 0’125) mas la de la otra N(0°75, 0°125).

2% Se obtuvieron 200 realizaciones muestrales de tamafio 25 sobre las menciona-
das distribuciones de la siguiente manera: primero se generaron 200 muestras
de tamaiio 25 de una distribucién uniforme (0,1) con diferente RUN-TIME; a
continuacién se generaron otros 200 nimeros aleatorios truncados a enteros
de 1 a 5 que representan a las cinco distribuciones de partida; finalmente
los datos uniformes se transformaron en las muestras correspondientes a las
cinco distribuciones utilizando el GPSS (Chisman, 1992).
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Para efectuar la comparacién se ha procedido a agrupar los 200 conjuntos de
datos, utilizando un método divisivo y politético (Hill, 1975), en funcién de sus
caracteristicas muestrales. Para ello se obtuvieron la varianza, el coeficiente de
asimetria de Fisher, el coeficiente de apuntamiento y el nimero de modas de las
200 muestras. La finalidad de esta agrupacién es determinar el comportamiento
de las distintas funciones nicleo en grupos homogéneos por caracteristicas mues-
trales, de forma que puedan establecerse pautas de ajuste a partir, simplemente,
de estas caracteristicas.

Para aplicar el método de agrupacidn se requiere partir de una matriz presen-
cla-ausencia de distintos descriptores para cada uno de los 200 datos analizados.
Los descriptores seleccionados fueron:

Descriptor 1: Varianza alta, cuando la varianza de la muestra es mayor que
la varianza media muestral mas la mitad de la desviacién tipica
muestral, (V >V + .55)

Descriptor 2: Varianza media, (V € [V - 55,V + 5?])

Descriptor 3: Varianza baja (V <V — .55)

Descriptor 4:  Asimetria alta, (As > As + .5§As)

Descriptor 5: Asimetria media (As € [E — 5S4y, As + .5§As])

Descriptor 6: Asimetria baja (As < As — .554;)

Descriptor 7: Apuntamiento alto, (Ap > Ap+ .5S4p)

Descriptor 8: Apuntamiento medio (Ap € [Ap — .554,, Ap+ .5545])

Descriptor 9: Apuntamiento bajo (Ap < Ap — .55 4p)

Descriptor 10: Una moda

Descriptor 11: Mas de una moda

Los descriptores definidos, se han seleccionado de forma que permitan esta-
blecer la pertenencia de cualquier realizacién muestral a los pardmetros definidos.
Incluso desde un punto de vista cualitativo, es facil establecer si una realizacién
muestral tiene varianza alta, media o baja, y proceder de idéntica forma con la
simetria y el apuntamiento; la determinacién del nimero de modas también es
posible a la vista del histograma de frecuencias.

A partir de esta matriz se procede a la clasificacién dicotémica de los datos de
partida mediante la definicién de dos gradientes. El primer gradiente es el factor
que absorbe maxima variacién, obtenido mediante el analisis factorial de corres-
pondencias, y define una ordenacién de las muestras seleccionadas en funcién de
todos los pardmetros descriptores. El segundo gradiente se forma a partir de los
descriptores mads significativos en la ordenacién del primer gradiente, y permite
la clasificacién dicotémica de las muestras. Al mismo tiempo este segundo gra-
diente facilita la definicién de un umbral que permite la clasificacion automatica
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de cualquier otra realizacién muestral en alguno de los dos grupos definidos a
partir de los valores cuantitativos de la varianza, el coeficiente de asimetria, el
de apuntamiento y del niimero de modas. El proceso se repite iterativamente,
en cada uno de los dos grupos establecidos, hasta definir el nimero de grupos
deseados (en nuestro caso 10).

El resultado de aplicar este método de clasificacion se presenta en la figura 2.
En el apéndice se presenta, también, la pertenencia de las muestras analizadas
a cada uno de los grupos obtenidos.

Ap <
10 (10)
As =
9
Ap =
As = , Ap < 11 (9)
____._—__.__7
As >, <
12 (8)
Multimodal
3
As <
13 (7)
Ap = , >
6
As >
14 (6)
1
Ap >
15 (5)
As > , Ap >
5
Ap =
16 (4)
1 Moda
2 Ap <
17  (3)
As = l
8
Ap =
Ap = , < 18 (2)
4
As <
19 (1)
Ap : Apuntamiento < : pequefic o bajo
As : Asimetria = : medio
V : Varianza > : alto

Figura 2. Agrupacion de muestras.
Entre paréntesis aparece la denominacién de grupos adoptada para las figuras 3,4 y 5.
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4. COMPARACION DE LOS NUCLEOS Y ANCHOS DE
VENTANA

Para proceder a la comparacién de algoritmos se requiere disponer de algin
indice del error que se produce en cada grupo por el hecho de aplicar diferentes
funciones niucleo con distintos anchos de ventana. M4ds adelante, se formulan
algunas medidas en este sentido. Por otra parte, la aplicacién de estos indices
no siempre permite determinar univocamente la mejor funcién nicleo; por este
motivo, también se presentan medidas generales de la bondad del ajuste de las
funciones nicleo.

La principal dificultad para la obtencién de una medida del error en cada
grupo muestral procede de que los grupos estdn formados por muestras proce-
dentes de diferentes distribuciones de probabilidad; por tanto debe prescindirse
de la utilizacién del error medio integrado. Por otra parte, no basta con de-
terminar la funcién nicleo que mejor se adapte a las muestras del grupo, es
necesario definir un ancho de ventana adecuado. Estas consideraciones acon-
sejan acudir a alguna medida del error propia de cada realizacién muestral y
establecer un promedio de esa medida para todo el grupo, que sea funcién del
valor del pardmetro de alisado. En este sentido, para cada una de las realizacio-
nes muestrales, y cada funcidn nicleo, se obtuvo el error cuadritico integrado,
para valores de h,, comprendidos entre 0’2 y 4’8:

ECI(hy) = / Uz, ha) — f()]? da

La media del ECI para las muestras de cada grupo, y cada nicleo, que deno-
minaremos MECIGN, es una funcién del ancho de banda y proporciona una
estimacién del error por grupo al aplicar las distintas funcién nicleo:

MECIGN;j(hy) = i > / [fein (@, bn) = fi ()]’ de

n;
keGy

donde @i es el grupo ¢
J representa al micleo j§
n; es el nimero de muestras en el grupo 1.
fr(z) es la funcién de densidad a partir de la que se generé la
muestra k, y
k representa a las distintas realizaciones muestrales.

En la figura 3 se muestran los valores del MECIGN para el grupo 1 y el niicleo
1, asi como los valores del ancho de banda para las muestras del grupo obtenidas
por los procedimientos dptimo-1 y dptimo-2.
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Figura 3.

El MECIGN también permite determinar un mejor valor medio del parametro
de alisado para cada grupo y cada funcién nicleo (hf_py). La comparacién de
este valor con los anchos de ventana éptimo-1 y 6ptimo-2, en las realizaciones
muestrales de cada grupo, puede proporcionar otras medidas del error. En este
sentido se definié una nueva variable que, para cada muestra del grupo, repre-
senta la diferencia entre el mejor ancho de ventana del grupo y el ancho éptimo
definido por los dos procedimientos independientes de la distribucién de partida:

dy1 = h*G,-_NJ- —hio1 (E1=1,...,n6:)
dkg h*Gi—Nj - hk,og (k2 = 1, ey n(;'i)
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donde . ng; es el nimero de muestras en el grupo ¢
N; representa el nicleo j.
hi 01 es el valor del ancho de ventana para la muestra &,
obtenido por el procedimiento éptimo-1
hi,02 es el valor del ancho de ventana para la muestra &,
obtenido por el procedimiento éptimo-2

La media y la varianza de esta variable, en cada grupo, representa el sesgo y la
eficiencia, respecto del mejor h,, del grupo al calcular automaticamente el ancho
de ventana. Las figuras 4 y 5 muestran estos valores presentando las graficas de
los diez grupos y en cada una los valores para los ocho niicleos.

Con objeto de comprobar la existencia de algin nicleo que proporcione sis-
temdticamente mejores ajustes en muestras de tamafio pequefio se ha estimado
el error cuadratico medio integrado para cada nicleo:

Ulh,) = /E [fn(w,hn) — f(:c)]zda:

a partir de las muestras procedentes de la misma distribucién de partida:

Uij(/ln)=/{(1/"i) > [fkjn(w,hn)—fp.»(l‘)]z} de

keF;

donde fp,(z) es la funcidn de densidad de la distribucién F;,
F,=1,...,5
J representa al micleo j
n; es el nimero de muestras generadas de la distribucién F;,
k representa a las distintas realizaciones muestrales.

En las figuras 6.a y 6.b se muestran los resultados obtenidos para la distribucién
uniforme y los ocho nicleos estudiados. En el eje de abcisas se representan
también los intervalos de confianza, al 95%, de los anchos de banda éptimos
obtenidos por los dos procedimientos de optimizacién. La tabla 1 muestra los
valores del error U(h,) obtenidos para un ancho de banda correspondiente a
la media de los 6ptimos en muestras procedentes de la misma distribucién de
partida.
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Tabla 1

Nucleo | Distribe. | U (Opt.-1) | U (Opt.-2)
1 0,1125 0,1875
2 0,1250 0,1500
K 3 0,1250 0,1250
4 0,3750 0,4875
5 0,1875 0,2000
1 0,2625 0,2750
2 0,5500 0,5438
K 3 0,0500 0,0563
4 0,8250 0,8563
5 0,3875 0,4130
1 0,3750 0,4125
2 0,8125 0,8375
K3 3 0,0375 0,0375
4 >1 >1
5 0,5000 0,5375
1 0,1375 0,1500
2 0,2500 0,3125
K, 3 0,1375 0,1375
4 0,6250 0,7500
5 0,2500 0,2625
I 0,3125 0,3313
2 0,6875 0,7125
Ks 3 0,0500 0,0500
4 >1 >1
5 0,4250 0,4500
I 0,2250 0,2500
2 0,5625 0,6500
K 3 0,0875 0,0875
4 >1 >1
5 0,3250 0,3625
I 0,1750 0,2000
2 0,5000 0,5625
K+ 3 0,1250 0,1250
4 0,8875 >1
5 0,3000 0,3250
T 0,1500 0,1375
2 0,2375 0,3000
Kg 3 0,3250 0,3250
4 0,6125 0,6875
5 0,2500 0,2625
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Estos valores se han empleado para seleccionar entre las ocho funciones nicleo
las que, independientemente de la funcién de partida, originen estimaciones con
menos error. Esta seleccién no debe depender de las distribuciones originarias ya
que, en la realidad son desconocidas, disponiendo sélo de los valores muestrales
para tomar decisiones respecto a los algoritmos investigados.

5. RESULTADOS

El estudio de los errores MECIGN frente a distintos anchos de ventana per-
mite la seleccién de tres de los nicleos investigados: K, Ky y Kz, en los cuales
se obtienen menores errores que con los restantes para todos los grupos de mues-
tras. Ninguno de ellos, sin embargo, proporciona mejores estimas, respecto al
MECIGN, que los otros para todos los posibles valores del parametro de alisado.
Los errores MECIGN correspondientes a los nicleos K4 y Kg son practicamente
iguales, pero difieren del nicleo Kj.

Es necesario, por tanto, utilizar la informacién que proporcionan los graficos
4y 5, respecto al sesgo y la varianza de los estimadores del parametro de alisado
Sptimo. Entre los tres niicleos, se seleccionard aquel que posea una varianza y
sesgo minimos para el grupo. Con este criterio se elige el nicleo K, para los
grupos 1, 5, 6, 8 y 9 y el K5 para los grupos 7 y 10. En los grupos restantes
tampoco se puede determinar el mejor niicleo con este criterio.

En estos casos, para elegir la mejor funcién micleo se recurre a las medidas del
error medio cuadritico integrado, segin las cuales, en cualquier caso, la eleccién
de K supone un minimo error (tabla 1).

Como conclusién, la decisidn mds adecuada, seria elegir:

Para el grupo 1, el niicleo Kj.
Para el grupo 2, el nicleo Kj.
Para el grupo 3, el niicleo K.
Para el grupo 4, el nicleo K;.
Para el grupo 5, el nicleo Kj.
Para el grupo 6, el nicleo K;.
Para el grupo 7, el nicleo Kg.
Para el grupo 8, el nicleo K;.
Para el grupo 9, el nicleo K.
Para el grupo 10, el nucleo Kj.
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Los dos estimadores del ancho de banda éptimo son estimadores sesgados
para un tamano de muestra pequefio, obteniéndose valores superiores al ancho
6ptimo, lo que origina estimas sobrealisadas de la densidad; en general el ancho
de banda obtenido por el procedimiento 1 presenta mejores aproximaciones que el
obtenido por el procedimiento 2. Sin embargo, las diferencias entre los anchos de
banda obtenidos por ambos procedimientos no son significativas. Los intervalos
de confianza al 99% para la razén de varianzas y para la diferencia de medias
entre los dos estimadores, son (para las 200 realizaciones muestrales y los 8
anchos de banda):

Para la razén de varianzas, (0.51797, 1.07847).
Para la diferencia de medias con varianzas iguales, (-0.139309, 0.006769).

Puede aceptarse, por tanto, la igualdad en ambos casos. En cambio no puede
decirse lo mismo del tiempo de CPU requerido para su célculo.

La obtencién de un ancho de ventana minimizando el riesgo de las pérdidas
cuadriticas (Optimo.—l) supone un procedimiento iterativo, cuya convergencia,
en los problemas analizados conlleva un promedio de 14 iteraciones. En cada
una de estas iteraciones se consume n(n -~ 1} veces mds tiempo (n es el tamaiio
muestral), que en la obtencién de la funcién de densidad estimada. La determi-
nacién del pardmetro de alisado que maximiza la funcién de pseudoverosimilitud
(Optimo.-2) representa un consumo de CPU mucho menor (un promedio de 7
iteraciones con un tiempo por iteracién del orden de n). Por todo esto, creemos
recomendable el empleo del estimador por validacién cruzada méaximo verosimil
y corregirlo, si fuera necesario, a la vista de la funcién de densidad estimada, al
menos para tamafios muestrales pequenos.

APENDICE

Determinacién del ancho de banda por aplicacién del modelo adapta-
tivo.

Los procedimientos bayesianos para optimizar una funcién f(z,w), continua
en z y medible en w, donde:

€ ACIR™ (IR conjunto de niimeros reales), y

w C § (espacio muestral).

a partir de una serie de muestras (z;, v;), ¥; = f(z;), suponen definir una regla de
decisién (d) que, a partir de un vector de observaciones z, = (2,31 = 1,...,n),
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permita determinar un z,41 mds préximo al éptimo. Esta regla de decisién se
calcula para minimizar el riesgo de la decisién Ro(d):

Ro(d) = /Q F@npr(d), w) P(dw) — / opt f(2, w)P(dw)

2 zeA

El segundo término de la expresién anterior es constante, por tanto la minimi-
zacién del riesgo supone minimizar el primer término, que llamaremos k(z); con
lo cual:

Tny1 € arg opt k(z)
TEA

La aplicacién del modelo adaptativo es posible al sustituir la condicién de
consistencia de Kolmogorov por las de continuidad de las funciones muestrales,
homogeneidad de P e independencia en las diferencias parciales (ver Mockus,
1988 o Benveniste ef al.,, 1990). Bajo estas hipdtesis se induce una distribucién
P gaussiana con media p constante y matriz de covarianzas dependiente sélo de
la distancia entre valores muestrales; en estas condiciones:

k) = o*/(u—c)

La definicién de un modelo adaptativo supone referir la funcién a optimizar
a funciones con soporte en intervalos convexos de los valores muestrales:

f@)=fi(x); w € A | JAi= A AinA; =0 i#5i=1,...,n

i=1

si fi(z) es una funcidén estocdstica gaussiana, g serd el valor observado y; en
A;, y la varlanza una funcién de la distancia entre cualquier z y la realizacién
muestral @;; por tanto:

ki(z) = ok /(uh — c)
donde of = o g(|le — i]|) ¥
My = Ui

De los resultados anteriores se puede deducir:

Zn41 € argopt ol /(ul — ¢)
T€A

con la Unica restriccién de continuidad de las funciones k;(z):

Ai=A{e ki(z) <kj(z), j=1,...,n}
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Desde un punto de vista operativo, dado un conjunto de n realizaciones
muestrales (z;,y;), y en el caso de que z pertenezca a R!, para el cdlculo de
Zp41 basta determinar los zj tales que:

I(llze — will) _ g(lle; — ) .
(1) i — ¢ y—c¢ (i 2 =)

El valor &3 con menor y;, determinara el siguiente punto de muestreo ,4+1. La
convergencia de este algoritmno estd asegurada (Ljung, 1978).

La determinacion del ancho de banda por maximizacién de la funcién de
pseudo-verosimilidad es inmediata aplicando este algoritmo. Es suficiente deter-
minar dos realizaciones muestrales de partida hy y hs, que correspondan a los
valores minimo y méaximo posibles del ancho de banda (0’2 y 4’8, para nuestras
muestras). Estos valores se corresponden con 1 y 5, de forma que y; = L(h1)
e y2 = L(hy). A continuacidn, se puede calcular hg mediante la aplicacién de la
expresién (1) y continuar hasta que el algoritmo converja. El niimero medio de
iteraciones requeridas para la determinacidén del ancho de banda fue de 7.

APENDICE

Pertenencia de las muestras analizadas a cada uno de los grupos ob-
tenidos en la clasificacién.

MUESTRAS DEL GRUPO 1:

12, 15, 38, 39, 48, 49, 61, 63, 65, 72, 85, 89, 125, 129, 140, 144, 146, 163, 166,
173, 187, 188, 191.
MUESTRAS DEL GRUPO 2:

14, 16, 17, 25, 44, 47, 54, 57, 75, 78, 90, 97, 107, 110, 111, 117, 118, 126, 133,
156, 200.
MUESTRAS DEL GRUPO 3:

3, 41, 50, 53, 71, 88, 102, 112, 121, 138, 151, 194.
MUESTRAS DEL GRUPO 4:

1,4, 13, 22, 28, 52, 55, 59, 62, 68, 74, 82, 92, 98, 103, 108, 130, 137, 150, 152,
165, 167, 172, 179, 180, 181, 183, 185, 186, 198.
MUESTRAS DEL GRUPO 5:

9, 11, 20, 21, 24, 26, 31, 35, 42, 45, 60, 80, 81, 84, 91, 104, 114, 123, 132, 143,
149, 162, 171, 175, 177, 182, 195.
MUESTRAS DEL GRUPO 6:

8, 10, 27, 56, 58, 83, 86, 93, 100, 105, 131, 135, 145, 161, 170, 176, 184, 193,
199.
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MUESTRAS DEL GRUPO 7:

19, 34, 66, 76, 77, 96, 99, 124, 134, 141, 142, 155, 158, 174.
MUESTRAS DEL GRUPO 8:

2,6,7,33, 37, 43, 46, 69, 106, 109, 120, 127, 128, 136, 164, 169.
MUESTRAS DEL GRUPO 9:

5,32, 70, 95, 101, 115, 122, 147, 153, 154, 157, 160, 196, 197.
MUESTRAS DEL GRUPO 10:

18, 23, 29, 30, 36, 40, 51, 64, 67, 73, 79, 87, 94, 113, 116, 119, 139, 148, 159,
168, 178, 189, 190, 192.
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1. INTRODUCCION

Hay una gran cantidad de métodos para la reconstruccién de la filogenia de
un conjunto de organismos, genes o cualquier tipo de entidades relacionadas por
ancestralidad, que dependen de un conjunto particular de asunciones evoluti-
vas y/o matemdticas (hay una revisién reciente en Felsenstein, 1988). También
es muy amplia la literatura estadistica para la comparacién de filogenias al-
ternativas asi como para la determinacién de la significacién de los puntos de
ramificacién o nodos en una filogenia (véase también Felsenstein, 1988). Un
método reciente es el de la geometria estadistica en los espacios de distancia
y secuencia (Winkler-Oswatitsch et al., 1986; Eigen et al., 1988, 1989; véase
también Maynard-Smith, 1989). El método suministra reglas sencillas para se-
leccionar la topologia apropiada y para decidir si una topologia filogenética, es
decir una sucesién de puntos de ramificacién, es propiamente una filogenia en
forma de arbol, donde la ramificacién es binaria, en forma de estrella, donde la
ramificacién es de orden superior a dos, o una filogenia en forma de red, donde
pueden reunirse ramas que proceden de nodos ancestrales distintos. El método
ha sido aplicado con cierto éxito a la evolucién de los RNA de transferencia,
a las moléculas de RNA ribosomal (Winkler-Oswatitsch et al., 1986; Eigen et
al., 1989) y mas recientemente a la evolucién de viroides y virusoides (Elena
et al., 1991). No obstante, no conocermos hasta el momento otros ejemplos de
aplicacidn, y especificamente de validacién que no sean los basados en ejemplos
estrictamente tedricos, y que estén orientados a la evaluacion del método. En el
presente trabajo pretendemos su aplicacién a dos casos bien distintos. El método
de espacio de distancia serd aplicado a los resultados del analisis de restriccién
del DNA mitocondrial (mtDNA) de diversas especies de Drosophila del grupo
obscura (Barrio et al, 1992), en donde disponemos de una matriz de presen-
cia/ausencia de sitios que caracterizan cada una de ellas. Para la aplicacién del
método de espacio de secuencias, disponemos de la secuencia del gen de la IPNS
(también llamada ciclasa) y del RNA ribosémico 5S (5StRNA) de bacterias del
género Sireplomyces y tres hongos filamentosos (Pefialva et al., 1990). Con el
primer ejemplo evaluamos la eficiencia del método de distancias para discriminar
entre posibles topologias en forma de darbol. Con el segundo ejemplo, tratamos
de poner de manifiesto cdmo la existencia de una fenémeno de transferencia
genética horizontal debe implicar una topologia en forma de red.
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2. GEOMETRIA ESTADISTICA EN EL ESPACIO DE LAS DIS-
TANCIAS

La base de datos de la que se parte es una matriz de caracteres discretos.
A partir de dicha matriz se calcula la distancia genética entre pares de taxones.
Posteriormente se efectuan todas las comparaciones posibles entre conjuntos de
cuatro taxones (cuartetos), descomponiendo las seis distancias genéticas entre
cada par de taxones que componen el cuarteto en cuatro ramas interiores, que
conectan los cuatro nodos internos, y las cuatro ramas terminales (Figura 1).
Dado que las ramas internas son iguales en longitud dos a dos, sélo hablamos de
las distancias o longitudes internas de las ramas « e y (véase Winkler-Oswatitsch
et al., 1986, Figura 7 y pdgs. 62-63). Las seis distancias genéticas estimadas
nos llevan a la resolucién para cada cuarteto de las longitudes de las ramas
que lo componen (z,y) y las cuatro ramas terminales (Figura 1). Para una
topologia dada, ¢ es una medida de la desviacién respecto de un verdadero
arbol filogenético, e y corresponde a la auténtica longitud de la rama interior de
cada cuarteto. Si z e y son cero, la topologia es una estrella. Si z e y son del
mismo orden, la topologia tiene la forma de red. Y si  es mucho menor que
y la topologia es la del arbol. Valores positivos de z aparecen por intercambio
genético o por mutaciones paralelas reversas. Segun Eigen et al. (1988) razones
z/y = 0.5 o mayores nos pueden hacer sospechar de que la auténtica topologia
sea de tipo arbol.

Nosotros hemos aplicado la geometria estadistica en el espacio de distan-
cias a un conjunto de 16 haplotipos de mtDNA, segin los mapas de restriccidén
correspondientes a 14 taxones del grupo obscure de Drosophila. A partir de
la matriz de presencia/ausencia de sitios de restriccién de los citados 16 ha-
plotipos se estiman las distancias genéticas (Tabla 1) entre pares de taxones,
siguiendo para ello el procedimiento de estima por maxima verosimilitud para
sitios de restriccién desarrollado por Nei (1987, pdg. 104). La Figura 2 muestra
un agrupamiento UPGMA de los 16 haplotipos derivados de la hemimatriz de
distancias genéticas. Los recuadros sombreados que se situan sobre los nodos
hacen referencia a los errores estandar de los mismos (Nei ef al., 1985). La
correlacién cofenética entre las matriz de distancias genéticas utilizadas para la
construccién del agrupamiento por el método UPGMA (Tabla 1) y la de las dis-
tancias estimadas que se derivan como consecuencia de su utilizacién fue de 0.9,
una bondad de ajuste muy buena. Como puede observarse hay dos agrupamien-
tos monofiléticos de especies estrechamente emparentadas (el subgrupo Nedartico
de las affinis, haplotipos I-VI, y el subgrupo pseudoobscura, también nedrticas,
haplotipos XII-XVI), mds un conjunto heterogéneo de especies mds alejadas en-
tre si que corresponden a las especies paledrticas del grupo (subgrupo obscura,
haplotipos VII-XI). La matriz de sitios de restriccién fue también utilizada para
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la construccién de un arbol, siguiendo el criterio de Wagner, que minimizase
el nimero de mutaciones requeridas para conectar todos los haplotipos. Para
ello utilizamos el programa MIX (paquete PHYLIP de inferencia filogenética,
versién 3.4). El drbol mds parsiménico encontrado, también mostré un agrupa-
miento entre los subgrupos affinis y pseudoobscure, asi como la heterogeneidad
del subgrupo obscura. Un remuestreo de 100 repeticiones por el método “boots-
trap” (programa BOOT, paquete PHYLIP, versién 3.4) mostr6 que en el 100%
de ellas, las especies del subgrupo pseudoobscura siempre aparecian juntas. No
hay duda del cardcter monofilético (es decir, origen inico) de este subgrupo. En
un 81% de las repeticiones, las especies del grupo affinis aparecian relacionadas.
Sin embargo, el resto de nodos, que conectan las especies del subgrupo obscura
entre si y con los dos subgrupos seiialados, no alcanzaba el valor necesario (95%
o mayor) para admitir que se trata de grupos monofiléticos.

La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos con el método de la geometria
estadistica en el espacio de distancias. La media z/y ha sido calculada para
subconjuntos de haplotipos, y los resultados aparecen en las diez primeras filas de
la Tabla 2, ordenados de menor a mayor valor. Como puede observarse la razén
z/y es inferior a 0.5 en 9 de los 10 subconjuntos de haplotipos. También se puede
observar que la cuarta fila corresponde al promedio de razones z/y de todos
los posibles cuartetos de haplotipos. El método de geometria estadistica en el
espacio de distancias se ha probado aleatorizando la matriz de presencia/ausencia
de sitios de restriccién 100 veces, repitiendo otras tantas veces el proceso de
célculo de distancias genéticas y pardmetros de geometria estadistica, obteniendo
con ello los valores medios para z,y y la razén z/y. Estos resultados aparecen
reflejados en la fila 11 de la Tabla 2. Se observara que la razén obtenida es la
predicha por Eigen et al. (1988). Los resultados obtenidos los interpretamos de
la siguiente manera

(1) El valor limite de 0.5 es apropiado para suponer que una determinada
topologia es de tipo drbol.

(2) Valores inferiores a 0.5 no pueden ser tomados, no obstante, como confir-
macidn estadistica de una configuracién topoldgica de auténtica filogenia.
De hecho se han obtenido razones z/y menores de 0.5 para agrupamientos
filogenéticos incompatibles. Asi, de acuerdo con el resultado del remues-
treo “bootstrap”, en ninguno de los nodos, excepto el que corresponde al
subgrupo pseudoobscura (Figura 2), se garantiza que las agrupaciones que
surgen de ellos sean monofiléticas. Cualquier reordenamiento de los no-
dos localizados en la Figura 2 con valores de distancia superior a la que
corresponde al nodo del subgrupo affinis (incluyendo la coalescencia de
todos ellos en una estrella) es compatible con los datos. Pero la geometria
estadistica en el espacio de distancias nos lleva a valores inferiores a 0.5
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para todos los nodos mostrados en la Figura 2, asi como para el caso de
cualquier topologia alternativa.

3. GEOMETRIA ESTADISTICA EN EL ESPACIO DE SECUEN-
CIAS

Los datos de partida en este caso son una matriz de secuencias de caracteres
discretos, previamente alineadas. Como para el caso de las secuencias de dcidos
nucleicos los estados posibles de cada cardcter son cuatro, correspondientes a
cada uno de los cuatro nucleétidos presentes en los mismos. Eigen y colabo-
radores transforman la matriz de datos cuaternarios en una de datos binarios
(agrupando las bases segin sean purinas o pirimidinas). Por lo tanto, en esen-
cia, la matriz de partida es una matriz de datos binarios y, en consecuencia,
los datos analizados en el apartado anterior son susceptibles de ser analizados
mediante este método, y viceversa. Al igual que en el método anterior, éste se
basa en el cdlculo de pardmetros de todos los cuartetos posibles para los taxones
o entidades estudiadas. La diferencia estd en que el ndmero de pardmetros no
es 6, sino 8 (Figura 3). Se trata de las longitudes de las ramas que conectan los
nodos internos con los taxones, mds tres parametros de longitudes internas. De
hecho, los primeros son el numero de caracteres que identifican a cada uno de los
taxones (el cardcter estd presente o ausente en solo uno de los cuatro taxones).
Los otros tres pardametros corresponden al nimero de caracteres con dos secuen-
cias en un estado y dos en otro. Al ser tres las posibilidades de combinacién,
son tres los pardmetros, y se definen como [, m y s, por asignacién al conjunto
con mayor, medio y menor nimero de caracteres compartidos, respectivamente.
Los caracteres presentes o ausentes en los cuatro taxones a la vez son conside-
rados como no informativos y se excluyen, por tanto, del analisis. La Tabla 3
muestra las relaciones esperadas entre pardmetros en el espacio de secuencias
bajo tres situaciones: ideal, aleatoria y real; y definiendo las tres configuraciones
topoldgicas de las que venimos hablando: arbol, estrella y red. Los resultados
de secuencias reales se comparan con los de las mismas secuencias aleatorizadas.
Para ello, y como ocurria en el caso de la geometria en el espacio de distancias,
se procede a una aleatorizacidn, en este caso horizontal, y al recdlculo de los
parametros de geometria en el espacio de secuencias.

Para ejemplificar y criticar el método en cuestién, vamos a aplicarlo al caso
relativamente bien documentado de transferencia génica horizontal de un gen, el
gen de la IPNS, implicado en la sintesis de antibidticos betalactdmicos, presente
tanto en bacterias del género Sireptomyces, como en antecesores de determi-
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nado grupo de hongos filamentosos. Hemos utilizado las secuencias del gen de
la IPNS de 7 organismos (tres hongos filamentosos: Acremonium chrysogenum,
Penicillium chrysogenum, y Aspergillus nidulans, tres bacterias del género Strep-
tomyces: S. clavuligerus, S. lipmanii y S. jumonjinensts, asi como una bacteria
gram negativa del género Flavobacierium) y la secuencia del RNA ribosémico
5S de cinco organismos (los tres hongos fillamentosos, un Streplomyces y una
bacteria gram negativa). Para adquirir una mayor informacién sobre el tema,
el lector puede acudir al articulo de Pefialva y col. (1990) y las referencias alli
citadas. Hay que sefialar que todas las secuencias analizadas fueron obtenidas
de la base de datos del EMBL en Heildelberg, Alemania. La Tabla 4 muestra los
resultados obtenidos tanto de los genes de la IPNS en un conjunto de especies,
asi como los relativos a los genes 5SrRNA, muy utilizados en la literatura como
reloj molecular y de los que, por supuesto, se sabe que no han sufrido trans-
ferencia horizontal alguna. Es evidente que las relaciones entre los parametros
definen mas nitidamente una topologia en forma de arbol para el caso de los
genes 5STRNA que para el de los de la IPNS (véase relaciones esperadas en la
Tabla 3). Pero, al igual que ocurria con la geometria estadistica en el espacio
de la distancias, la geometria estadistica en el espacio de secuencias solo sugiere
la posibilidad, pero no discrimina nitidamente. En otras palabras, la forma de
arbol del 5SrRNA estd mas cerca de las relaciones ideales para dicha topologia
que el caso de la topologia obtenida con los genes de la IPNS. Sin embargo, ello
no nos permite concluir que el segundo caso no corresponda a una topologia
de arbol como lo es el primero. Esta claro que cuando se produjo el suceso de
transferencia, la topologia correspondiente a la evolucién del gen de la IPNS era
en forma de red, y en forma de arbol para la de los genes 5SrRNA. Pero desde
entonces se ha dado un proceso de evolucién gradual y acumulacién de mutacio-
nes que 10s ha puesto frente a una nueva topologia que no es exactamente una
red, pero tampoco exactamente un arbol. Tal incertidumbre no la puede resolver
la geometria estadistica en el espacio de las secuencias, y por ende, hemos de
recurrir a otros procedimientos.
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Tabla 1

Hemimatriz de divergencia nucleotidica entre los haplotipos mitocondriales determinados en las especies de Drosophila del
grupo obscura (para mas informacién sobre la correspondendcia entre haplotipo y especie, véase Figura 2). Las estimas de
distancia genética se calculan a partir de los datos de presencia/ausencia de los sitios de restriccién de trece endonucleasas en
el DNA mitocondrial de estas especies (Barrio et dl., 1992), y utilizando el procedimiento de méxima verosimilitud
desarrollado por Nei (1987, pig. 104).

1 11 111 1v \Y vi vl VvII IX X Xl XII XII XIV XV XVI
1 -
11 0.013 -
T 0.010 0.003 -
IV 0.023 0.021 0.018 -
A% 0.027 0.024 0.021 0.036 -
VI 0.051 0.041 0.038 0.047 0.039 -
VII 0.106 0.103 0.100 0.080 0.107 0.097 -
VIII 0.109 0.095 0.092 0.092 0.110 0.090 0.086 —
IX  0.085 0.082 0.080 0.088 0.084 0.077 0.093 0.096 -
X 0.114 0.111 0.108 0.107 0.115 0.106 0.114 0.107 0.077 -
X1 0.094 0.100 0.097 0.097 0.093 0.095 0.124 0.095 0.100 0.119 -
XIT 0.104 0.100 0.098 0.097 0.115 0.126 0.126 0.106 0.111 0.141 0.091 -
XIIT 0.108 0.105 0.102 0.101 0.121 0.133 0.132 0.111 0.117 0.148 0.104 0.012 -~
XIV 0.107 0.104 0.101 0.100 0.118 0.130 0.129 0.109 0.115 0.144 0.094 0.008 0.015 -
XV 0.097 0.094 0.091 0.091 0.108 0.120 0.118 0.099 0.104 0.135 0.085 0.006 0.012 0.009 -
XVI 0.098 0.094 0.091 0.082 0.097 0.110 0.108 0.099 0.094 0.116 0.094 0.028 0.037 0.032 0.022 -




Tabla 2

Pardmetros obtenidos mediante el método de la geometria estadistica en el
espacio de las distancias para diferentes agrupamientos de especies. El cociente
z/y determina la desviacién de la topologia de drbol (para maés detalles ver el
texto). Abreviaturas:
aff = affinis, amb = ambigua, bif = bifasciata, gua = guanche, obs = obscura,
pse = pseudoobscura y sub = subobscura.

Agrupamientos z Y z/y
1. Subgrupo pseudoobscura frente al resto 0.0023 0.0612 0.0377
2. Par ambigua-obscura frente al resto 0.0033 0.0302 0.1103
3.  Subgrupo affinis frente al resto 0.0052 0.0450 0.1163
4. 'Todas las especies estudiadas 0.0042 0.0336 0.1237
5. Cuarteto sub-gua-amb-obs frente al resto  0.0052 '0.0278 0.1877
6. Subgrupo obscura frente al resto 0.0061 0.0274 0.2226
7. Par subobscura-guanche frente al resto 0.0069 0.0243 0.2842
8. Trio bif-obs-amb frente al resto 0.0078 0.0231 0.3379
9. Cuarteto amb-obs-gua-sub frente a bif
frente subgrupo pse frente subgrupo bif 0.0073 0.0171 0.4282
10. Par amb-obs frente par sub-gua frente
subgrupo aff frente subgrupo pse con bif  0.0097 0.0041 2.3742
11. Agrupamientos al azar desde 0.0144 0.0079 0.5541

a 0.0406 0.0261 6.7626

Tabla 3

Valores de referencia esperados para los tres grandes tipos de topologias segin
los parametros medios de geometria estadistica en el espacio de secuencias.

Situacién Estrella Arbol Red

Ideal l=m=5=0 m=s=0,{>0 m=(a+b+c+d)/4
Aleatorio l=m=3s m,s > {(a+b+c+d)/4

Real lem=s I[>ms ma(a+b+c+d)/4
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Tabla 4

Valores medios de geometria estadistica en el espacio de secuencias obtenidos
en el estudio de dos genes: el de la IPNS (7 secuencias alineadas de 1024
nucledtidos, 35 cuartetos posibles) y el del RNA ribosémico 5S (5 secuencias
alineadas de 123 nucledtidos, 5 cuartetos posibles). El procedimiento de
aleatorizacidn de las secuencias se siguid utilizando el algoritmo descrito por
Lépez-Bueno y Moya (1992). Para mds informacién sobre las especies de
procedencia de las secuencias consiltese Pefialva et al. (1990).

Secuencias
IPNS 5SRNA
Pardmetros Reales Aleatorizadas Reales Aleatorizadas
a 82.54 131.45 16.20 16.04
b 54.23 129.44 8.20 15.80
c 42.83 126.26 4.00 15.36
d 70.23 127.06 4.40 16.48
l 76.14 139.35 17.20 18.24
m 23.71 128.62 2.60 14.52
s 17.63 118.45 0.60 11.64
20— (m+s) 110.94 31.62  31.20 10.32
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Figura 1.
Parimetros medios de geometria estadistica en el espacio de las distancias. Véase texto para mds informacidn.
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ENGLISH SUMMARY:

STATISTICAL GEOMETRY IN DISTANCE AND SEQUENCE
SPACES: TWO APPLICATIONS

Eladio Barrio, Celia Buades y Andrés Moya

1. INTRODUCTION

Statistical geometry is a new approach that complements existing methods
for comparing alternative phylogenies and for assesing the significance of the
topological location of the branching points in a phylogeny, allowing to select
the appropiate topology; that is to say, a tree-like tipology, a ‘bundle’ (i.e., an
effectively simultaneous split of all branches) or a ‘net’ (i.e., such as might arise
by hibridization or lateral genetic transfer).

In the present paper we show that, although statistical geometry helps to
choose between phylogenetic topologies, it cannot decide between specific topo-
logical types.

2. STATISTICAL GEOMETRY IN DISTANCE SPACE

Two methods are presented. The first one is the statistical geometry in
distance space. This method calculates two internal parameters of distance,
and y, that are mean values obtained from all possible quartets of species (i.e.,
Operative taxonomical units, OTUs). The data available are genetic distances
between species, and for each quartet there are six distances that can be partiti-
oned in six unknown partial distances: z,y as internal distances, and four more
corresponding to the external branches. The z/y ratio can be used to decide bet-
ween the different topological types mentioned above. Data of genetic distances
obtained from restriction site analysis of the mitochondrial DNA of the Obscura
group of Drosophila are used to verify the efficiency of the statistical method
in distance space. In fact z/y ratios less than 0.5 indicate tree-like topologies.
The method tell us that the phylogeny for the total set of species is a tree-like
topology, but when try to decide between specific sets, the ratios are mostly less

40



than 0.5 and some of such sets are clearly improbable from a phylogenetic point
of view.

3. STATISTICAL GEOMETRY IN SEQUENCE SPACE

In this case the data set is a matrix of aligned nucleic acid sequences. The
matrix is directly used for the method of statistical geometry in sequence space,
but only two states are allowed for each character. If more than two states occur,
they should be reduced to only two. A network connecting each possible quartet
of binary sequences is generated and each position in a given quartet is assigned
to one of the following eight parameters: a,b,c,d,l,m,s and z. a,b,¢, and d
are the number of character for which the four species are odd man out, while
[,m and s (for large, medium and small) are the numbers of characters with two
sequences in one state and two in the other. z is the number of uninformative
characters. As the previous one, we have used the method in order to choose
between a tree, a bundle or a net.

To verify the efficiency of the method, data sequence of two different genes
have been used: the 5STRNA gene, a typical molecular clock used in molecular
evolutionary studies to construct phylogenetic trees, and the IPNS gene (i.e.,
isopenicillin N synthetase), that has probably been horizontally transfered from
Streptomyces to an ancient fungi. The relationship between internal mean values
corresponding to quartets of 5STRNA genes are closer than the IPNS genes to
a tree topology. Horizontal gene transfer has previosly been put into evidence
in the case of IPNS, but the statistical geometry in sequence space is not able
to say why the 5SrRNA is a tree topology and IPNS a net topology. In other
words, there is no statistical procedure to decide between both topological types.
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1. INTRODUCTION

Given a measurable space (x, @) let II be the set of all probability measures
on (x,@). Let Py be a subset of II, Py C II. We may define a statistical model
as a family of probability spaces

M={(x,@qP): Pe Py}

The statistical model is often defined through an n-dimensional C™ real
and connected manifold (Py, ¢p,, ), where Pyr C II and ¢p,, is a maximal C*
atlas on Ppr. If the probability measures of Py are dominated by a common
reference measure u, taking into account the Radon-Nikodym theorem we are
able to represent (Pur, ¢p,,) by a manifold of measurable functions, or, more
precisely, equivalent classes of measurable functions (D*, ¢p»), where D* C F,
through the map

P

where A is a strictly monotonous real function, F stands for the set of all mea-
surable functions on (x, @) and the ¢p» is obtained by considering all the local
charts of the form

(@A(U),E0@31)  Y(U,E) € ¢py

We may call (D?, ¢pa) the A-representation of our statistical model. We shall
restrict our study to function manifolds which satisfy some adequate regularity
conditions such as for every local chart (U,€) and given any point ¢ € U C
D> of coordinates 8 = £(g) the functions in z , 6—’\(%:_;—622 i=1,...,n are
linearly independent, and belong to a convenient £L%(p(+; é)dp). Also, the partial
derivatives 0/90; and the integration with respect to the measure p(-; 6)du can
always be interchanged.

Let A(p(-;0)) be a point ¢ € U C D* with coordinates 8 = £(g), we denote
by D;\ the tangent space to D* at the point ¢. D* may be represented by the

vectorial space Eé € L%(¢(p(-;8))dp defined by

9A(p(+; 8)) 0A(p(+; 0))
a0, 77 90,

Eg =< >
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through the map

= Dg — E'é
— n 3A(p 0
Xy = E(Xg) =i @i 4alg,-_"'22

where z1, ..., 2, are the coordinates of X, relative to the usual basis of the tan-
gent space D;‘ corresponding to:the local chart (U, €), and defined by (B%I)qf =
Di(fo&~1)(&(q)) i=1,...n, where the differentiation on the right is the usual
in R

We may now define an inner product on D;\ by

<Xy Y, > = E(X )E(Yy) >=
. -0

where if we require that this inner product has to be invariant under reference
measure changes, we obtain the inner product matrix

~ [ 8lnp(x;08) dnp(x;8) .
i'g =kE LD :17"')
9i5(9) ( o0, 56; i,j n
which is, up to a proportionality constant, the Fisher information matrix, Rao
(1945), see Oller(1989) for more details.

From now on we shall consider A(z) = In(z) and we shall denote by EIH the

representation of the tangent space DIQ.

Let us consider the manifold (D', ¢ 1) representation of a statistical model.
Given a point coordinated by 6 there is a natural way to represent statistical
individuals as linear forms on Ela, through the map:

(1.1) 5: x — Eg
x — 6x)=

in such a way that Y*(Y)=Y(x) VY € EIH Every statistical individual can
be represented as an element of EH of coordinates

X — ((91 In p(x7 9)’ cee an In p(X, 9))
where 9;1n p(x;6) = ZnplX &

FIR



Notice that on the whole manifold, whitout considering a given point 8, every
statistical individual can be identifed with a first order covariant tensor field.

Through representation (1.1), we may define a pseudodistance on x by
(1.2) d2(%,x) = dp, (V*,Y") =<Y* —Y",Y* =YY" >p;=

= (0 Inp(%; ) — 8 Inp(x; 8))'G~1(6)(dg Inp(X; 8) — Og In p(x; 6))

where

- Ol p(x; 0 dlnp(x;0)\’
801111)()(;9)5( éél ),...’ gﬂ( ))

For this pseudodistance to be a proper distace we may define an equivalence
relation on x as x ~ X <= d(x,X) = 0, and extending the pseudodistance dy
to the equivalence classes of the quotien set x/ ~.

Notice that the defined distance is not an intrinsic distance between indivi-
duals in the sense of Rao(1982), since it depends on the statistical model and
on the population to which individuals belong, characterized by the coordinates
6 . Additional details may be found in Cuadras (1989a,b), Oller (1989) and
Mifarro (1991).

2. SOME PROPERTIES OF THE SCORE DISTANCE BETWEEN
STATISTICAL INDIVIDUALS

Proposition 2.1

The distance (1.2) is invariant under reference measure changes g — v such
that 4 << v.

Proof:
It follows from the invariance of Fisher information matrix and of the coor-

dinates (01 In p(x/8), -, 0, In p(x/0)) |
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Proposition 2.2

Let T be a measurable map from (x, @) into (x',@’), with P'(B) = Jp 9(t;6)
dv(t) VB € @’. Where P’ = PT~! and v is a o-finite reference measure on
@’. If T is a sufficient statistic then:

(2.1) d2(%,x) = du(E, t)
where t = T'(x) and t = T'(X).
Proof:

It follows from the invariance of Fisher information matrix and from the
Neyman-Fisher factorization criterion, since then:

(2:2) p(x; 6) = g(t;6) h(x)

and from (1.2) it follows immediately (2.1) |

Proposition 2.3

The distance (1.2) is not decreasing if the number of parameters increases.
Proof:

(1.2) may be represented by the quadratic form u'G~'u where u = (g

Inp(x; 8) — 0g Inp(x; 8)). Let us remember that G is a symmetric and positive
definite matrix. Let us consider now u = (u1, uz) and

G = ( Gi1 Gz )
Gor Gaz
The proposition will be proved if we show that v/ G~

. Gll G12
G™l= ( G2 g2 )

Ly — u{GTuy > 0, where

Let us break down u = v + w where v = (GG} uy, Go1Giur) and w =
(0,u2 — GG lur), then w/'G~'u = w'G~lw 4+ v'G~ 1 4 20'G~1w. Immedi-
ately w'G~'w > 0, since G~ is also positive definite, and we can easily see
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that »'G~'v = u{ G 'u; and also that v'G~'w = 0. So WG~ 'u — w|Gjlu; =
W G-1w > 0 n

Proposition 2.4

Let 6},...,0% ,6%,...,62_,...,0%,...,0% be the parameters of the density

ny
corresponding to a statistical model, where ny + --- + n; = n. If the Fisher

information matrix is of the form

A0 -+ 0
0 Ay --- 0
G(9) = .
0 0 - A

where A; are n; X n; matrices. The squared distance between two statistical indi-
viduals in the dual tangent space to the manifold coordinated by 8 = (61,...,6,)
is equal to the sum of the k squared distances between the individuals in the
k dual tangent spaces of the k£ n;-dimensional manifolds coordinated by 6; =
(6%,...,00 ) i=1,...,k. As a particular case if p1(x1;61),..., pr(xx; 6%) are
representations of k independent statistical models, then the distance between
two individuals on the model p;.. x(x1,...,Xk;601,...6) is obtained from

(23) d%..k((xla ey Xk), (yl> N ',Yk)) = d%(xl,)ﬁ) + -4 d%(Xk,yk)

where d?(x;,y;) is the distance on the model p;(x;; 6;).
Proof:

It follows from definition (1.2) and from the fact that the inverse Fisher
information matrix is of the form

AtV 0 -0

0 A7t - 0

Gloy= . . :
0 0 A7t
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3. DISTANCES FOR SOME WELL-KNOWN DISTRIBUTIONS

In this section we show the resulting expressions of (1.2) for some well-known
familes of distributions. The two individuals are considered to be samples of size

m,x = (21,...2m) and y = (y1,.. . Ym)-

3.1 One-parameter distributions

Distribution *(x,y)
Poisson ( Mean A ) R(x-7)?
1

Weibull ( Mean ﬂl:—'l (7 known ) ) ’\;2 (Z:’;l (2 —yf))?
2,

Gamma ( Mean £ ( p known ) ) m (x—¥)?

Exponential ( Mean 1 ) m a?(x—y)?

Binomial ( Mean mp ) m;_ly—p

Negative Binomial ( Mean ulp_—”) ( & known ) ) %’;

N (p,00 ) ( 0o known ) n(x-3)?
N (po,0 ) ( po known ) 3o (5%(x) — S%(y))?

where x = -L 3770 2y and S%(x ) = £ Y, (@i — po)?.

Note that most of the cases above are particular cases of the exponential
family p(x;0) = exp{Q(8) T(x) + D(0) + S(x)} where the distance takes the
form

d*(x,y) = {Q"(6)B[T(x)] — D"(6)}{Q"(0)}* {T(x) - T(y)}*.
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3.2 Multiparameter distributions

We now consider some multiparameter examples.
e Multinomial distribution

DL, Eat 3Py s Pr) = e (p1) (Pt )P
z1!lrzp !

The squared distance is:

n+1

() =53 Bk

e Negative Multinomial distribution

(z1 +- .+xn+r—1)!( )

p(z'lx"',l'n;Ply" )pn)— :Ll' T +1'(7"—1)'

() (I =pr— - = pa)

The squared distance is:

(3:2) d¥(x,y) = B (Z <Z<”“‘y‘))2)

i=1 i1

m

2
e Distributions of the form p(z1, -, zm; 1, 6) = [[;2; ﬁF [("—;"i) ]

Where g € IR, 8> 0and F: RY U {0} — R* U {0} with

/_Z F(u?)du = 1

a= 4/00 tYHLFY () F(t)dt < oo
0

Assuming that

and

b:/;oo (14 2(LF)(w*)u?)? f(u?)du < oo

o0
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ald s . .
where LF = % The squared distance is:

2
+

2. 4 T g Yi = oy Yi 4
d*(x,y)= b[ ﬁp)( £)2)( 7 ) ;(CF)(( 7 )X 3 )

s 2

Some results on this family may be found in Mitchell (1988). Some of the
following are particular cases of the mentioned above.

2

il M: n

SIA

(Cr)(- )%(”'5“)2 - L ER(EFEEGEY

(3.3)

Normal distribution N(y, o).

The squared distance is:

B4 Pxy) = 5 Qe E- )+ (5() - 1))

whereizﬁ;}:ml z; y S%(x )2,11 S (i = po)?

Logistic distribution
o1 z;—
By T — _ sech?
plzy, - 2w o, B) |:| 7 sech < 55 )

The squared distance is:

m

2
d*(x,y) =3 <Z(T(11) - T(-‘ﬁ))) +

9 m 2
69 ZmTH (Z(l’iT(-?Ji) — 4 T(yi) + a(T(2:) - T(yi)))>

i=1

where T(2;) = tanh (%-'_T“-)

‘Wald distribution

m /\ 1/2 )\(1:; —/J)Z
=T () o (52

i=1
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The squared distance is:

2
A2 o Tz — vy m,_ _
69) #50)= g (=) 475 )+ S

T;Y;
i=1 i

sy T oem _‘1__ m ..
where X = o= 3°0, ;.

Multivariate normal distribution N(M,X) ( g known ).

The squared distance between two individuals X and Y is:

(3.7 EPXY)=X-Y)E;H(X -Y)
Notice that (3.7) is identical to Mahalanobis distance, although the latter
between populations, Mahalanobis (1936).

Multivariate normal distribution N(My, X) ( Mo known ).

The squared distance between X and Y is now:

E(X,Y) = %((AY’E‘IAY)2+

(3.8) (AX'S7IAX)? — 2(AX'E1AY)?)

where AX = X — M.

Multivariate normal distribution N(M, X).

The squared distance between X and Y is:
E(X,Y) = (X=-Y)YS X -Y)+ %((AY’E'IAY)Z +
(3.9) (AX'TIAX)? - 2(AX'S7IAY)?)
that can also be written in the alternative form:
A(X,Y) = (X=-Y)YS;HX-Y)+

%((AX’ + AY)W(AX — AY))

where AX = X — My and W = 571 (AXAX' — AYAY')E~1.

(3.10)
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4. SOME APPLICATIONS TO STATISTICAL INFERENCE

4.1 Parameter estimation

We may define an estimation procedure based on geometric considerations by
using the distance between statistical individuals. Given a sample, from which
we wish to estimate the coordinates of the density, we require that the expected
distance between our actual sample and any other possible sample from the
population be minimal. That is, we wish determine the value 6 of 8, provided
that exists, which minimizes the function:

(1.1) Bg(d*(%,x)) = / d? (%, x)p(x; 6)dp(x)
X
If this value exists, it is the minimum expected squared distance estimator (MESD)
of 8. Taking into account definition (1.2) and that Eg(Jg Inp(x;8)) = 0 and
E((9 In plx; 6)) (9 In p(x:6))) = G(6)
we obtain the following:

Bp(d*(%,x)) = (Oplnp(%;8)) G~1(6) (99 Inp(%: ) -
2(9g Inp(%;0)) G™1(8) Eg(8g Inp(x; 6)) +
Eg((9g 1n p(x; 6))' G~1(6) (99 In p(x; 6))) =
(0gInp(%;0)) G~H(6) (8g Inp(x; 60)) +
tr(G1(8) Eg((9g Inp(x; 6)) (99 Inp(x; 8))')) =
(1.2) (99 Inp(%;0)) G~1(8) (99 Inp(; 6)) + n
which is the sum of the number of parameters and the squared norm of the
vector of coordiantes of the sample % in the dual tangent space.

As we can see any consistent root of the likelihood equations defines the
MESD estimator, since then

(1.3) 1| 9 Inp(%;6) || = 0

However, note that the MESD dos not coincides necessarly with the maxi-
mum likelihood estimator (MLE) since we do not require the solution to be a
maximum for the likelihood. If we consider, for example, the estimation of the
parameters of a normal distribution from a sample of size one, the MLE leads
to i = & and & = 0. If ,on the other hand, we develope the expected squared
distance we obtain:
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(L.4) E(d?(f,w)>=(i;“)2+§<(5;“)2_1>2+2

which reaches the minimum at 4 = % being o? arbitrary. We consider more
reasonable the result provided by MESD.

This is not the first time that solutions of likelihood equations not necessarly
an absolute maximum are used to obtain estimates. Duda and Hart (1973) con-
sider a mixture of normal distributions with unknown parameters, the maximum
likelihood solution is singular, but they obtain reasonable estimates usign the
greatest relative maximum of the likelihood function.

4.2 Testing Statistical Hypotheses

Another possible application of distance between statistical individuals is
concerned with testing parametric statistical hypotheses. Let us consider a hy-
pothesis testing defined by

1{() 8 c @II

Hy: 6e€0
where @y Is a restriction of the original parameter space defined by the null
hypothesis.

Given a sample X € x, let us consider the following statistics:

i a(d*(%,x)) = B, (d%(%,%x)) = E (X
(L5) o () = By (d(%) = Bi()
(1.6) Hne]g Eg((lg(i,x)) = Egz(dz(i,x)) = Ea(%)

Provided that (4.5) and (4.6) exist, we may define a statistical test for solving
the previous hypothesis testing by considering a critical region of the form
- - L E(x)
1. W={(Z1,,8m) =—= 2 A
(1.7) {(Z1,-+,%m) E2(%) = e}
where ¢ is the significance level of the test and the constant A, is chosen in such
a way that P(A > A /Hy) < e.



For a simple hypothesis Hg : 8 = 6y and taking into account that under the
null hypothesis

(1.8)  X? = (9gInp(%; 00)) G} (80)(0g Inp(%; 05)) = ¥ ~ X2

that is, X? will be asymptotically distributed as a chi-squared random variable
with n degrees of freedom.

From (4.2), the critical region (4.7) may now be expressed as
(L9) W= {%: (3 p(%: 60)) G~ (60)(0 np(%: B0)) > ec)
and now, ¢, can be easily determined.

The test obtained in (4.9) coincides with Lagrange multiplier test, Aitchison
and Silvey (1958), or score tests, Tarone (1988), first considered by Fisher (1935).
In general, score tests are asymptotically equivalent to Wald tests based on
maximum likelihood estimators and to likelihood ratio tests.

As an example let us consider the multinomial distribution, as defined in
section 3, with the hypothesis test

Ho: p=po
Hy: p#po

It is not difficult to see that the test defined in (4.9) takes the form

n+1 .132
1.10 W= {x: L_m>ec
(110 o3 mmz e
2
and under the null hypothesis, the statistic Z?:ll %;)—' — m is asymptotically

distributed as a chi-squared distribution with n degrees of freedom.

Note that the statistic obtained is the well known Pearson’s chi-squared.

4.3 Discriminant Analysis

Let x be an observation to classify between a set of populations IIy, ..., II.
We may define the following discriminant function

(1.11) fi(%) = En, (d*(%,%))

where x is any possible sample from the population II;. The decision rule is to
assign x to II; if

(1.12) fi(®) = min (f1(x), - .., fr(X))
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Another possible discriminant function proposed by Cuadras (1989a) is

fi(i) = dlz'li(ir 0)

which may be considered as the squared distance between x and the mean indi-
vidual of the population, since E{0; In p(x;8)) = 0. Some other comments can
be found in Cuadras (1989a) and Sanchez (1989).
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1. INTRODUCCION

En [4] se describe un método analitico destinado a decidir la posicién relativa
de un punto del plano respecto a un poligono cerrado. Varias son las posibles
situaciones pricticas que motivan la necesidad de dicha determinacién. En [4]
se menciona un problema relacionado con el suministro de energia en una red
eléctrica. Otro ejemplo son los operadores “Infill”, “instroke” e “ineofill” usados
en PostScript ([2]).

El método expuesto en [4] descansa en la aplicacién del teorema de los resi-
duos de Cauchy, como se detalla a continuacidn.

Dada una curva cerrada simple I' en el plano, el teorema de Jordan asegura
que IR®* — T consta exactamente de dos componentes conexas: una acotada
[int (la “regién interior” a I') y otra no acotada Igyy (la “region exterior” a
I). Dado 2z € IR*—T se puede determinar a cudl de las dos regiones pertenece
aplicando el teorema de los residuos a la integral:

(1) S

El resultado es el siguiente ([3]):

@) { el <« I=2%£2m

ZOEFeXt & I=0

En el caso de que I' sea una poligonal, la integral se puede expresar como una
suma de integrales extendidas a cada uno de los lados y; de I':

n—1
dz dz
3) Z— 20 Z z—2
r 0 =Y 0
Todo se reduce ahora a dar expresiones analiticas para las integrales:

dz
(@ =g
v T <0

Puesto que [ serd un nimero imaginario puro, las partes reales de las in-
tegrales I; se cancelaran, y sélo es necesario acumular sus partes imaginarias.
Llamando (z¢, y0) a las coordenadas de zo, (zj,¥;) alas coordenadas del vértice
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P; del poligono, y suponiendo que v; es el segmento P;Pj 41 (P1 = Py), se tiene
([4):
0 si Aj k'j = Bj hj

dz
(5) Inl]i P = arctan 1 _I:ja] — arctan -_—bj-]- si Aj kj 7$ B.ihj

donde A; = &j —z0, Bj = yj — 90, bj = zj11 — %5, ki = yip1 — yj, a5 =
—(Ajhj + Bjk;)[(hF + k), b; = (Ajkj — Bjhy)/(h} + k).

La principal dificultad para la ampliacién de este procedimiento al espacio es
la inexistencia de campos de ntimeros complejos n—dimensionales para n > 2.
De hecho para n = 4 existe el cuerpo de cuaterniones de Hamilton, pero se trata
de un cuerpo no conmutativo. Sin embargo, la formulacién del problema en el
campo complejo, aunque iitil, es innecesaria para n = 2, como veremos.

Otra dificultad para la citada extensién es la representacién de la frontera
OM de una regién M de IR", de modo que la misma pueda expresarse como
una coleccién de datos numéricos andlogos a la sucesién de coordenadas de los
vértices de una poligonal en IR?. También daremos una solucién a este problema.

2. ANALISIS GEOMETRICO DEL PROBLEMA

Veremos ahora un enfoque puramente geométrico, todavia en el plano, que
conduce a un resultado equivalente al obtenido mediante integracién compleja.

Se denomina argumento de un complejo z # 0 de afijo P(z,y), y se denota

arg(z), al angulo que forma el vector 0P con el semieje real positivo (0 es el
origen de coordenadas). Este angulo estd indeterminado por un sumando 27k (k
entero), y por tanto arg(z) es una funcién multiforme. Es elemental comprobar
que la parte imaginaria del integrando de (1) es precisamente la diferencial de
arg(z — zp), y por tanto la integral mide la varlacidn total del argumento de
2z — zp al recorrer T'.

Tomando ahora un valor inicial de arg(z — zp) para un punto de la curva T,
y recorriendo ésta en un sentido, con la condicién de que arg(z) vaya cambiando
de valor con continuidad, al regresar al punto inicial el valor de arg(z) habra
variado en 27 radianes si zp € Iy, y 0 radianes si 29 € Texy.

En el caso particular de que I sea un poligonal, para cada lado v; de vértices
P;jPj 4, (recorrido de P; hacia Pj41) la funcién arg(z) cambia en una cantidad
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igual al dngulo orientado entre el vector Py P; y el PyPj41, donde P es el afijo
de zp. Si llamamos «; a dicho dngulo, el cambio total en arg(z) sera:

©) @z

El valor de o puede hallarse por procedimientos trigonométricos, y de hecho
se puede comprobar con facilidad que su valor coindide con el dado por la ex-
presién (5).

3. EXTENSION AL ESPACIO

Los objetivos a cubrir son:
1. Hallar una extensién de la integral (1) al espacio.

2. Hallar una representacién del borde de una regién poliédrica del espacio,
adecuada para el cdlculo automatico del valor de la integral sobre dicho
borde.

, . s , 3 .
Interesa ademds que la extensién sea valida no sélo para IR”, sino en general
)
n
para IR".

Extensién de la integral al espacio IR

Para simplificar supondremos que zg =0, y 2 — 29 = 2.
Observemos que la parte imaginaria del integrando de (1) se puede escribir
st Iz wdy—yde rd
dz  ady—-yde rdr
(7 Im— = ——‘é—‘/—,, =
z z? +y? ||

donde r = (2,y) € IR? es el vector asociado al complejo z = 2+ yi, y rdr =
zdy—yda.

Por lo tanto se tendrd

% rdr { +2r si0€ Ty
r

® 2710 si0€Text
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Veremos que esta expresién se generaliza a IR” de la siguiente forma:

© j‘{ ﬂ_{ +S,_1(1) si0€M—oM
oM

[zl — L 0 si0eR™ - M
1/2
n
Ahora & = (21,23,...,2,) € R”, |2 = [ D 2] es el médulo de z, M
ji=1
es una subvariedad n—dimensional cerrada de IR", OM es su borde, y S,—1(r)
es el volumen (n — 1)—dimensional de la hiper-superficie esférica de radio r en
R™:
< 9. nf2 n-1 n
(10) Sui(r) = 22741 [T (E)

donde T'(z) es la funcién gamma de Euler ([1]). Para » = 1 se tiene:
o 9. nf2 n
(11) Snoa(r) = 20/ /1 (5)
Ademas la definicidén de z dS es la siguiente:

n
(12) zdS = Zmi dS;

i=1
donde dS; = (=1)i"tdx; Adza A---A d/a?i A Adey; (ZL\, significa que dz; estd
ausente en la expresion, y A representa el producto exterior (estos conceptos

pueden hallarse en tratados de geometria diferencial, como los mencionados en
la bibliografia, [6], [7], [8]).

El signo de 5,_1(1) en (9) depende de la orientacién de M: si ésta es
positiva, el signo es +, y si es negativa el signo es —.
Prueba de (9):

Consta de cuatro etapas:

1) Prueba de que d(z dS/|x|[*) = 0 para todo z # 0 :

Sea w = wdS/|x|*. Entonces, teniendo en cuenta que dz; AdS; = 0 si

1 # j, tenemos:
n a ;
dw = ;51—1 <W> d-’l«'i A (lSi
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2)

3)

4)

Tenemos que dz; AdS; = dziAdeaA---Adz, = dV (elemento de volumen
en R"), y ademas:

|n—2

n n
e} x; |z[* ~ nz?|x
—_— —— ) = L =0
25 () = 2

i=1

Luego dw =0, c.q.d.

Dada la bola abierta B(0,r) = {z € IR" : || < »} de centro 0 y radio r,
se considera la subvariedad M’ = M — B(0,r) de M, con la orientacién
inducida por M. Puesto que 0 # M’, se tiene d(zdS/|z|*) =0, y por el
teorema de Stokes:

}g mds/le = /M/ d(z dS/Je") = 0

Si0 € IR"—M, basta tomar r lo bastante pequefio para que M'NB(0,r) =
0, luego M’ = M, y se obtiene el resultado apetecido.

Si0e M- 0M, tomando r lo bastante pequefio resultard que la bola
cerrada B°(0,r7) = {z € R™ : |z] < r} estard completamente contenida
en M, y entonces dM’ serd la unién de M y 8B°(0,r) con la orientacién
inducida por M’, que es la opuesta a la que induce B¢(0, ). Supondremos,
sin pérdida de generalidad, que M posee orientacién positiva, entendiendo
que cuando ésta sea negativa el resultado final tendra el signo opuesto al
que se muestra. De aqui se deduce:

0 = f zdS/|z|" =

M’
% a:clS/!w|”—j£ 2 dS/|z]"
aM aB°(0,r)

luego

'7{ zdS/|z|" = ]{ zdS/|z|" =
oM oB<(0,r)
L e )= St
aBe(0,r)

donde u = z/|z|, y la Gltima igualdad expresa el volumen (n —1)—dimen-

sional de una hiper-superficie esférica de radio 1.
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Representacién del borde de la variedad

Sea M una variedad politdpica, es decir, limitada por caras planas. Supon-
dremos sin pérdida de generalidad que dichas caras son simplices. En 1R3, por
ejemplo, se tendria una variedad poliédrica limitada por caras triangulares. En-
tonces cada cara queda univocamente determinada por la sucesién de sus vértices
< Vi,V2,...,Vp >, y el orden de éstos determina su orientacién. Considerare-
mos que el conjunto de caras orientadas asi representadas constituyen datos del
problema, y no entraremos en la forma de obtener dichos datos en problemas
concretos, dado que ello depende de la forma en que la propia variedad M sea
representada en cada caso. Mostraremos, no obstante, un ejemplo.

Ejemplo:

Sea en IR® un cubo de vértices vo = (0,0,0),v1 = (1,0,0),v2 = (0,1,0),v3 =
(1,1,0),v4 = (0,0,1),vs = (1,0,1),vs = (0,1,1),v7 = (1,1,1). Puesto que las
caras del cubo son cuadrados, debemos dividir cada una de ellas en dos tridangulos
mediante una diagonal, con lo que el borde del cubo quedard representado por
12 caras triangulares (se representa cada vértice por su subindice): M =
{<0,2,1>,<1,2,3>,<0,1,4>,<1,54>,<0,4,2>,<2,4,6>,<5,7,6>,
<4,56>,<3,6,7><2,6,3><3,7,6>,<1,3,5>}.

Una condicion necesaria para que las orientaciones de las caras sean compa-
tibles con una orientacién de M se deriva de la relacién 90M = 0. Para apli-
carla, se hallan los bordes de las caras de M, los cuales estaran compuestos por
simplices (n—2)—dimensionales, y se comprueba que cada uno de estos simplices
aparece dos veces con orientaciones opuestas. En el ejemplo del cubo tendriamos:
OOM = {<0,2>,<2,1><1,0>,<1,2>,<2,3>,<3,1><0,1>,---,
< 5,1>}, comprobdndose cémo efectivamente cada arista aparece dos veces,
una vez con cada orientacién.

4. APLICACION DEL METODO A VARIEDADES POLITOPICAS

Para una variedad politépica en IR", la integral (9) se puede descomponer
en suma de integrales sobre sus caras Cj :

zdS zdS
13 f zdS % zdsy
(15) oar 2| Z]: c; |zl
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Todo se reduce, pues, a calcular las integrales:
d
(14) jz{ zdS
C

|z["
i

sobre caras simpliciales. Vercmos un modo de simplificar dicho cdlculo.

Lema:

Si C]'~ es la proyeccién de Cj; sobre la hiper-superfice esférica de centro 0 y
radio 1 a lo largo de semirrectas que parten del origen, entonces:

(15) jf 2‘55_:}{ wds
C; |:L|n C

‘
J

es decir, la integral (14) es igual al volumen (n — 1)—dimensional de C}.

Prueba:

Basta hacer el cambio de variable £ = 2/|z] y usar la relacién (12).

Aplicacién a R3

En IR? las caras de una variedad poliédrica seran triangulos, y la proyeccién
de éstos sobre la superficie esférica de centro 0 y radio 1 seran tridngulos esféricos.
El drea de cada uno de dichos tridngulos esféricos no es otra cosa que el angulo
solido bajo el que se ve la cara correspondiente desde el origen (es decir, desde
el punto cuya posicién relativa tratamos de determinar). Por otro lado se sabe
que el drea de un triangulo esférico es el producto del cuadrado del radio por
su exceso esférico en radianes, es decir, la suma de los dngulos de sus vértices
menos .

Sean A, B y C los vértices de una cara triangular, y A’, B/, C’ los vértices
del tridngulo esférico que resulta como proyeccién de ABC sobre la superficie
esférica de centro 0 y radio 1. El problema ahora es hallar el exceso esférico de
A’B'C’ en funcién de las coordenadas de A, By C.
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El dngulo A’ del tridngulo esférico A’B’'C’ es igual al que forman los planos
0AB y 0AC, e igual al de los vectores normales m = 04 x 0B y n = 0A x 0C
(u x v representa el producto vectorial de los vectores u y v). El coseno de dicho
angulo es igual a m - n/(|m||nl]), y esto es suficiente para calcularlo.

Si las coordenadas de A, B y C son respectivamente (x1,y1,21), (22, Y2, 22),
(%3, y3, 23), el cdlculo se haria asi:

— Vectores normales:

Y2 22 Zz I3 L2 Y2
n; = y 3
Ys 23 Z3 X3 r3 Ys
n _ Ys Z3 Z3 I3 3 Y3
2 - ) y
nh = 21 ry N
_ n 2 zZ1 21 1 W
ng et ; ) N )
Y2 22 22 X3 T2 Y2

Estos resultados se almacenardn en una tabla para evitar tener que reha-
cerlos al operar con las caras contiguas a ABC. Por ejemplo, el vector ny
es el vector normal al plano 0BC/, pero este plano tendrd que ser recon-
siderado al operar sobre la cara DC'B, que comparte con ABC la arista
B(C. La tnica diferencia a tener en cuenta es que al operar sobre DCB se
obtiene como vector normal a 0CB el —n;.

— Angulos del triangulo esférico A’ B'C":

—Ng - N3
) = arc cos ———
|'Ilg“713|
—Nn3 -
Q9 ~ = arc cos -————
[na)|ni|
—ny - Ng
g = arc cos —mm——
Inq||nal

El signo negativo de los numeradores se justifica facilmente. Por ejemplo,
en el célculo de oy (dngulo en A’) se tiene en el numerador: (04 x 0B) -

(0A x 0C) = (0A x 0B) - (—0C x 0A) = n3 - (—na).
— Exceso esférico de A'B'C’:

e=ayt+oz+az3—m
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— Area orientada de A'B'C’:
El exceso esférico recién calculado representa el area de A’B'C’ en valor

absoluto. Su signo depende de la orientacién de la cara, y resulta ser igual
al del siguiente determinante:

rr 1 2
Ly Y2 22
3 Ys 23

Este determinante serd nulo cuando el origen esté en el plano de ABC, y
entonces el drea del tridngulo esléricoA’ B’C” serd nula. En cualquier otro
caso, multiplicando el exceso esférico por el signo de este determinante, se
obtiene el drea orientada del tridngulo esférico A’B'C”.

Reiterando estos cdlculos sobre cada una de las caras del poliedro y su-
mando respecto a todas ellas se obtendré el valor de la integral (9).

5. COMPARACION CON EL METODO DE LA SEMIRRECTA

En [5] se expone un método clisico, que llamaremos “de la semirrecta”, para
resolver el problema de inclusién de un punto P en un poligono de N lados.
Consiste en tomar una semirrecta que parte del punto P y contar el nimero de
cortes de ésta con el borde T' del poligono. Si el nimero de cortes es par, el
punto es exterior, y si es impar entonces es interior. Como es necesario recorrer
los N lados uno a uno para comprobar si existe interseccién con la semirrecta,
el tiempo de ejecucidn es proporcional a N.

Por otro lado, el procedimiento aqui expuesto, que denominaremos “analitico”
aplicado al plano se reduce al de [4], y exige recorrer también los N lados del
poligono uno a uno para calcular la diferencia de arcotangentes de la férmula (5).
El tiempo de cdmputo, por lo tanto, es también proporcional a N, aunque es de
esperar que la constante de proporcionalidad sea mayor a causa del tiempo que
ha de consumir el ordenador en calcular las arcotangentes, en contraste con el
método de la semirrecta, que sélo exige emplear operaciones aritméticas. Para
comprobarlo se han realizado simulaciones numéricas de ambos métodos, me-
diante programas escritos en C y ejecutados en un ordenador IBM PS/2 50-Z
sin coprocesador. Para poligonos de 100 lados, el método de la semirrecta decide
la posicién relativa de un punto en 0,3 seg.; mientras que el método analitico
tarda 0,8 seg. Esto confirma que el método analitico es algo mds lento.
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La generalizacién al espacio del método de la semirrecta es obvia. En vez
de contar las intersecciones de una semirrecta con los lados de un poligono, se
contarian las intersecciones de dicha semirrecta con las caras del borde OM de
la variedad. En consecuencia, para un valor fijo de la dimensién n, el tiempo de
ejecucién seria proporcional al nimero N de caras de la variedad, y lo mismo
sucederia con el método que se propone en el presente trabajo. La complejidad
relativa de los algoritmos, por tanto, sélo dependeréd del tiempo necesario para
decidir si una semirrecta interseca a un simplex n—dimensional, y el tiempo de
calculo del volumen de un simplex esférico n—dimensional.

Para finalizar la comparacidén de los dos métodos, sefialaremos una ven-
taja obvia del aqui propuesto: al depender del valor de una integral, el re-
sultado obtenido es independiente de conjuntos de medida cero (de volumen
(n — 1)—dimensional nulo). En particular, no importa que las integrales de la
férmula (15) se extiendan a conjuntos (las caras de un politopo) que se solapan
ligeramente (en los bordes de las caras), ya que dicho solape es un conjunto de
medida cero. Sin embargo, el método de la semirrecta (en el plano) necesita
contemplar la posibilidad de que el punto de corte coincida con un vértice, a
fin de evitar que la interseccién sea contada dos veces (una por cada uno de
los lados a que pertenece dicho vértice). En [5] se resuelve correctamente esta
dificultad, pero serd necesario tenerla en cuenta si se desea aplicar una versién
generalizada al espacio.

6. CONCLUSIONES

Se conoce un procedimiento que aplica el teorema de los residuos para deter-
minar la posicién relativa de un punto respecto a una curva cerrada simple en
el plano. Dicho procedimiento se expresa mediante la siguiente férmula:

(16) ]{ dz _ { +2mi & 29 € Ty
rzZ—=2o 0 [=4 Zoerext

Cambiando el enfoque, basado en la teoria de funciones de variable compleja,
por consideraciones tomadas de la geometria diferencial, se ha conseguido am-
pliar el resultado al espacio IR", donde la férmula (16) queda sustituida por la
siguiente:
(17) ?{ (z —p)dS _ { +5,-1(1) sipe M -O0M

oM |'.L'—])|" 0 Slpe]R,n - M



Se ha particularizado el método a variedades politépicas, donde el problema
se reduce a la evaluacién de voliimenes de simplices (n — 1)—dimensionales
esféricos, y se ha indicado el modo de disponer los célculos, usando trigono-
metria esférica, en el caso de variedades poliédricas en R®.

Al comparar el método aqui propuesto con el de [5] y con la generalizacién
de éste al espacio, se obtiene que el tiempo de cdmputo es en todos los casos pro-
porcional al nimero de caras del poligono o politopo al que se aplica, aunque la
constante de proporcionalidad dependerd, como es obvio, del tiempo consumido
para cada cara. Por otro lado, el método de [4] y el aqui propuesto presentan
la ventaja de ser independientes de subconjuntos del borde de la variedad que
tengan medida cero.

7. FUTURA INVESTIGACION

La investigacién futura puede encaminarse en las siguientes direcciones:

1. Hallar férmulas exactas o aproximadas para los volimenes de simplices
esféricos (n — 1)—dimensionales, de modo que el método tedrico expuesto
sea susceptible de ser aplicado en la préctica.

2. Comparacién de los métodos analiticos desarrollados en {4] y en el presente
articulo con algoritmos previamente conocidos, como el de [5], tanto desde
un punto de vista tedrico como prictico.

En el paragrafo 5 se muestran algunos resultados de dicha comparacion,
aunque el estudio podria prolongarse, por ejemplo para conocer la depen-
dencia de la dimensién n.

3. Generalizar los dos métodos, el analitico y el de la semirrecta.

No es sorprendente que los dos métodos conduzcan a los mismos resultados. En
un planteamiento poco riguroso, ambos pueden considerarse particularizaciones
de un enfoque mas general. La relacidén resulta maés evidente en coordenadas
polares (r, oy, @n,...,0_1).

Una generalizacién inmediata de la expresién (9) consiste en usar una forma
diferencial w cerrada (dw = 0), que verificara:

(18) ]é _{:tK si0e M —-3M
oM

10 sioe R" = M
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donde:

K= ‘% w
ape(0,1)

De hecho la prueba de (9) se apoya sobre la propiedad de que la forma dA =
z dS/|x|® es cerrada. Esta forma dA no es otra cosa que la diferencial de angulo
sélido (en n dimensiones); en otras palabras, es independiente de la coordenada
radial, y su integral extendida a una regién de 9B°(0,1) es igual al volumen
(n—1)—dimensional de dicharegién. En coordenadas esféricas se puede expresar:

dA = J(al, 9, ..., 071_1) dai Adas A+ - ANday,_q
donde J es una funcién sélo de las coordenadas angulares.

Sise toma w = f(a1,«g,...,ap-1)dA, donde f es una funcién de las coor-
denadas angulares, entonces w es cerrada, y se puede usar en la expresién (18).
Entonces, el método expuesto en el presente articulo equivaldrd a usar en la
definicién de w la funcidn f(oy, a9, ..., @n_1) = 1, mientras que el método de la
semirrecta equivaldria a tomar f(ai,ws,...,an—1) igual a una delta de Dirac.

Este planteamiento carece realmente de rigor, entre otras razones porque la
detalde Dirac no es propiamente una funcién, sino un distribucién. Un desarrollo
tedrico que combine adecuadamente la teoria de distribuciones con la geometria
diferencial seria 1til para el establecimiento de la generalizacién deseada.
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ENGLISH SUMMARY:

EXTENSION TO THE SPACE OF AN APPLICATION OF
COMPLEX INTEGRATION FOR SOLVING A TOPIC ON
GRAPHIC COMPUTATION

Miguel Angel Lerma Usero

1. INTRODUCTION

In [4] a method is described for determining if a given point is internal to a
polygon. Putting the problem in the complex plane and using Cauchy’s residue
theorem, if zg is the point and I" is the polygon, the integral of dz/(z — zp) over
I’ is equal to £27i if 2 is internal to ', and equal to zero if zg is external. If
20 = (=0, Y0), and the vertices of the polygon are P; = (z;,¥;),j =1,...,n,
formula (5) can be used in practical computations.

The main obstacle in extending this method to the space is that there is no
n—dimensional complex field for n > 2. Another difficulty is representing the
boundary M of a region M in IR".

2. GEOMETRICAL ANALYSIS OF THE PROBLEM

The method used in [4] can be interpreted from a geometrical point of view.
Expression (5) gives the angle o; = PjPyPjy1, where Py is the affix of 2.
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Expression (3) is equivalent to the sum of the angles a; for j = 1,...,n - 1.
This sum will be equal to +277 if Py is internal to I', and equal to zero if Py is
external.

3. EXTENSION TO THE SPACE

To extend the above results to the space it is enough to use the Stokes theorem
instead of Cauchy’s residue theorem. The differential form dz/z (we put 2o = 0

for simplicity’s sake) is generalized as zdS/|z|*, where = (z1,%2,...,2n) €
1/2
23
R", |z| = Z.’L;’Z , and d.S is the differential of hypersurface. Then, expres-
j=1

ston (1) is generalized as (9), where M is a closed n—dimensional submanifold
of R", 6M is its boundary, and S,_1(7) is the (n — 1)—dimensional volume of
a spherical hypersurface of radius .

To represent the oriented boundary dM of a polytope M it is enough to repre-
sent its faces, which we will assume without loss of generality are n—dimensional
simplex. Each one of them can be represented by the sequence of its vertex
(v1,v2,...,v,), and its orientation is determined by the order of the vertex.

4. APPLICATION TO POLYTOPIC MANIFOLDS

For a polytope, integral (9) can be decomposed as a sum of integrals over its
faces Cj (13). Each of them can be shown to be equal to the (n—1)—dimensional
volume of C]'-, projection of C; over a spherical hypersurface of center 0 and
radius 1 along lines passing through the origin. Then the problem is reduced to
computing (n — 1)—dimensional volumes of spherical simplex. In IR” this means
computing volumes of spherical triangles, and exact formulas are known to do
it.
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5. COMPARISON WITH THE SEMILINE METHOD

In [5] a classical method is exposed to solve the polygon inclusion problem.
It consists of taking a semiline starting at point P and counting how many
intersections it has with polygon I'. If the number is even, the point is external,
and if it is odd, the point is internal. The algorithm can be performed in O(N)
time for a N —side polygon.

The method from [4] can be performed in O(N) time too, but in practice
it is slower than that from [5] one. The complexity of their extension to space
is the same O(N), in respect to the number N of the faces of the polytope.
Its dependence in respect to the dimension n is related to the time needed to
decide if a semiline intersects an (n — 1)—dimensional simplex, and to compute
the volume of an (n — 1)—dimensional spherical simplex.

Finally, we can see that the method presented here has the advantage of being
independent in respect to zero measure sets, because it depends on the value of
an integral. On the other hand, the method from [5] and its generalization to the
space could be sensible to point-wise features of the boundary of the manifold.

6. CONCLUSIONS

Changing the approach of [4], based on the use of Cauchy’s residue theorem,
by differential geometry considerations, we have extended to the space a met-
hod for determining if a given point is internal to a simple closed curve. This
method has been applied to polytopes, and, by using spherical trigonometry, to
polyhedral manifolds. The computing time is O(N) in respect to the number N
of the faces of the polytope.

7. FUTURE RESEARCH
Future rescarch can be done in the following directions:

1. Find exact or approximate formulae to compute the volume of (n —1)—di-
mensional spherical simplex involved in the method.
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2. Compare the present method with other point inclusion algorithms, and
find its complexity in respect to the dimension n.

3. Generalize this method and other point inclusion algorithms.

The generalization could consist of computing the integral of a closed diffe-
rential form over the boundary of the manifold. That form is the differential of
the n—dimensional solid angle for the method presented here, and its product
with a Dirac delta of the angular coordinates for the generalization to the space
of the semiline method.
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1. INTRODUCCION

La determinacién del plan detallado de produccidén supone la fijacién de las
cantidades que se han de fabricar de cada uno de los tipos de productos en los
periodos considerados de forma que los costes de operacién que dependen de
esta decisién sean minimos. La literatura sobre producecién ofrece soluciones
operativas razonables al problema cuando-la representacién de los costes y del
consumo de la capacidad disponible da lugar a modelos lineales (Larrafieta et
al. [9]). Si las limitaciones de capacidad no actian es posible realizar la planifi-
cacién individual de cada uno de los productos, por lo que la consideracién de los
costes fijos no supone un incremento apreciable de complejidad, resolviéndose el
problema mediante programacién dindmica (Wagner y Whitin [22]). Pero si es
necesario incluir costes fijos y limitaciones de capacidad, el modelo resultante
es NP—completo (Florian el al. [7]), por lo que la optimizacidn es sdlo aplica-
ble a situaciones en las que intervienen muy pocos productos. El enfoque que
aparece como mas fructifero en el caso general es la relajacién del modelo a un
problema lineal, que se aborda mediante procedimientos duales, aproximando
sucesivamente los precios internos de los recursos. (Onieva et al. [19], Lozano et

al. [11]).

En el apartado 2 se recoge explicitamente el modelo analizado, describiendo
las caracteristicas de las soluciones a los enfoques duales en el apartado 3. La
heuristica se presenta en el apartado 4 y su integracién con los enfoques duales en
el 5. El apartado 6 incluye las experiencias computacionales realizadas aplicando
la heuristica a un conjunto de problemas.

2. TERMINOLOGIA, NOTACION Y MODELO

La notacién es la siguiente:
N - naumero de articulos
¢ — indice correspondiente a cada articulo ({ = 1,2,...,N)
L - nimero de periodos en el horizonte de planificacién
t — indice correspondiente a cada periodo (¢t =1,2,...,L)
z;; — unidades producidas del articulo 7 en el periodo ¢

I;;y — unidades de inventario del producto i al final del periodo ¢
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D;; — unidades de demanda del producto ¢ en el periodo t
s; — coste fijo en el que se incurre por iniciar un lote de fabricacién de ¢
p; — coste variable de fabricacién del producto 2
h; — coste variable de mantenimiento del stock del producto ¢
K, — capacidad disponible en el periodo ¢
a; — capacidad consurnida por iniciar la fabricacién de ¢

b; — consumo marginal de capacidad por unidad fabricada de ¢

Con estos elementos, un modelo que recoge el problema de encontrar un plan
6ptimo de produccién que minimice los costes totales de fabricacién e inventario
es,

N L
Min ZZ (si6(2se) + piwit + hilin)

i=lt=1
sujetoa i1+ e —Iu=Dy i=1,... ,N;t=1,...,L
N
> (aib(@ie) + biwi) S K¢ t=1,...,L
=1

2420, I 20, Lio=0
representando

6(a;):{ 1 s%:v>0
0 siz=0

La produccidn global en el horizonte de tiempo considerado es, para cada
producto 7, la demanda total en el mismo. Debido a ello, el coste variable total
es constante, independientemente de las decisiones que se tomen, por lo que
puede suprimirse del modelo.

En el analisis del modelo se considera el subconjunto de las formas de pro-
duccién compuestas por secuencias dominantes. Se definen éstas como las que
satisfacen la propiedad z;; - [; ;-1 = 0 para cada {. Corresponden a planes de
produccién en los que,

t+s
Tig = ZDM 5=0,1,2,...

k=t

79



cubriendo cada lote la dermnanda de un ndmero completo de periodos. Ademas,
los lotes se fabrican en periodos que se inician sin inventario. Las secuencias
dominantes tienen la propiedad de ser 6ptimas cuando las limitaciones de capa-
cidad no acttian. En el caso de que lo hagan, una propiedad de las soluciones
éptimas es (Zangwill [23]) (3 as¢) - (3 Lijt—1) - Hi = 0, siendo H, la holgura
de capacidad del periodo ¢. Las secuencias dominantes son un subconjunto de
las formas de producir que satisfacen esta propiedad. Ademads, la resolucién
aproximada del problema que nos ocupa mediante los métodos duales descon-
sidera las limitaciones de capacidad como restriccién explicita, permitiendo su
transgresion. La solucidn éptima del modelo aproximado satisface las limitacio-
nes de capacidad, pero con una consideracién aproximada de los consumos de
capacidad asociados a las puestas a punto de las series de produccién. Dado
que existen L periodos, el nimero maximo de secuencias dominantes para cada
articulo es de F' = 2¢~1. Cada secuencia define una forma de produccién y un
inventario resultante en todo el horizonte:

zij = (%ij1, Tija, oo @) = (ije)
indica la secuencia dominante de produccién j
(=1,2,...,257Y) aplicada al articulo 4

Ly = (L1, Lz, - i) = (L)

indica el inventario en cada uno de los periodos,

que resulta de emplear la secuencia de produccién z;;.

Escribiendo el modelo con estos elementos resulta,

N I
Min ZZC{;’ Oij

i=lj=1

N F
sujeto a ZZmUtOii <K, t=12,...,L.
i=lj=1

F

Y0 =1 i=1,2,...,N.
ji=1

0;; = 0,1 para cadai,j.

donde
L

cij = 3 (5:8(iji) + pizije + hilije)
t=1
es el coste de produccién e inventario de la:secuencia x;; en todo el horizonte;

Myjy = (Li(S((L','jt) —+ b,-:c,-jt
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el consumo de capacidad de la secuencia z;; en el periodo ¢; §;; son variables de
decision binarias indicando el empleo, 6 no, de la secuencia z;;.

Este modelo de variables enteras resulta de grandes dimensiones, constando
de N + L restricciones y N - 2L~1 variables binarias.

La relajacién continua del modelo con #;; > 0 se analiza como la aproxi-
macién a la solucién del problema de planificacién con costes fijos y limitaciones
de capacidad. Este planteamiento del problema fue introducido por Manne [16]
y ha servido como modelo base para los estudios posteriores. La extensién del
problema a la consideracién explicita de estructuras de fabricacién multinivel
con un “cuello de botella” en forma de limitaciones de capacidad fue modelada
por Billington et al. [1], y representa una extensién del modelo aqui conside-
rado, si bien la heuristica que se describe en este trabajo es aplicable también a
la obtencién del plan de produccién de dicho cuello de botella.

3. SOLUCIONES APROXIMADAS

Han sido numerosos los enfoques empleados para abordar la resolucién del
modelo descrito. El primero de ellos corresponde a intentar desde el inicio solu-
ciones heuristicas simples que den lugar a planes admisibles. Las limitaciones de
capacidad desaconsejan la posibilidad de aplicar métodos tales como el “Part Pe-
riod Balancing” (Eisenhut [5]) o el de “Minimos Costes Medios” (Silver y Meal
[20]) al problema. Los propuestos por Lambrecht y Vanderveken [8] y Dixon
y Silver [2] consideran explicitamente las limitaciones de capacidad. Posterior-
mente Maes y Van Wassenhove [13, 14] refundieron las propuestas contenidas en
estas heuristicas formuldndolas de forma simplificada con lo que las necesidades
computacionales disminuyen. Su procedimiento es someter el problema a una
bateria de este tipo de heuristicas simples y seleccionar la mejor de las soluciones
obtenidas con ellas. Para situaciones en las que las limitaciones de capacidad
son poco estrictas (esto es, las componentes fijas de los costes y de los consumos
de capacidad de recursos son reducidas) se obtienen soluciones aceptables.

Otro enfoque ha sido abordar el modelo de programacién lineal continua de
Manne mediante procedimientos primales. Histéricamente fue el primer enfoque,
y en él se incluyen las propuestas de Dzielinski et al. [3], Dzielinski y Gomory [4],
Lasdon y Terjung [10], pudiendo considerarse también entre ellas la de Newson

[18].
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Mis recientemente se han aplicado procedimientos duales que analizan la
relajacién Lagrangiana del problema. Las restricciones relajadas son las de ca-
pacidad, que se incorporan a la funcién objetivo mediante la imputacién de pre-
cios a los recursos empleados. Thizy y Van Wassenhove [21] aplican el método
del subgradiente a la resolucion del Lagrangiano. Onieva et al. [19] y Lozano
et al. [11] aplican el método primal dual, extendiendo dicho procedimiento a
situaciones multinivel con un “cuello de botella” en Lozano et al. [12].

El andlisis dual tiene varias ventajas sobre los otros procedimientos (Fisher
[6]) pero, y en este aspecto es igual a los métodos primales, la solucién final
obtenida no da lugar, necesariamente, a una solucién admisible. Con el método
primal dual se resuelve en cada iteracién un subproblema primal reducido en el
que se identifican las cantidades producidas en cada periodo. Y lo que es mds
significativo, el grado de inadmisibilidad de dicho plan. En particular, indica
cual es el exceso u holgura de capacidad en cada periodo, actualizando en con-
sonancia la imputacién de precios a los recursos. La solucién Sptima del dual
contiene un plan de produccién admisible desde el punto de vista de la rela-
jacién continua del problema. Pero la estimacién de los tiempos de puesta a
punto se lleva a cabo mediante la linealizacién de los mismos. En la implemen-
tacién practica dicha linealizacién no se corresponde con la realidad, por lo que
la solucién 6ptima del modelo puede ser inadmisible para el problema original, al
incluir éste las puestas a punto completas. Por ello, todos los métodos, ya sean
primales o duales, que abordan el problema de la planificacién de la produccién
con costes fijos y tiempos de puesta a punto mediante el modelo aproximado de
Manne [16] requieren de la incorporacién de algiin procedimiento que modifique
la solucién aproximada disponible. Esta regla heuristica ha de tener en cuenta
explicitamente el consumo discreto de la capacidad al iniciar las series de pro-
duccidén para la obtencién de soluciones admisibles. Asimismo, ha de valorar
explicitamente los costes a partir de la consideracidn explicita de la componente
fija de los mismos.

Thizy y Van Wassenhove [21] propusieron como regla heuristica resolver, en
cada iteracién de su método dual, un modelo de transporte. La solucién dis-
ponible del problema dual proporciona en cada iteracién los periodos en que
se inician series de produccidén para cada uno de los productos. Fijados los
componentes fijos de los costes s; y de los consumos de recursos a; asociados a
los lanzamientos de la produccidn, y evaluada la capacidad disponible restante,
resulta un problema continuo en las cantidades a producir en dichos periodos
para satisfacer la demanda. Pero fijar a priori los periodos en los que se va a
producir conduce en muchos casos a la inadmisibilidad del plan de produccién,
pues el modelo de transporte resultante es frecuentemente inadmisible. Ademas,
el nimero de variables que intervienen en el modelo de transporte es O(N L?),
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con lo que su tamafio y tiemnpo de resolucién aumentan significativamente con
el nimero de periodos.

La heuristica propuesta en la siguiente seccién aborda estos aspectos.

4., HEURISTICA

Como hemos sefialado, el problema de planificacién de la produccién con
costes fijos y limitaciones de capacidad es N P—completo. Los métodos de reso-
lucién, salvo para problemas de muy reducidas dimensiones, son de tipo aproxi-
mado. En particular, todos los basados en la formulacién de Manne [16]. Cuando
existen tiempos de puesta a punto, la bisqueda de una solucién admisible —ain
cuando no sea un plan de produccidn eficiente— ya es de por si N P—completo
(Maes et al. {15]). Es por ello imprescindible disponer de una regla heuristica.

En los métodos duales se parte de los precios internos A asociados al consumo
de los recursos, si bien es posible fijar dichos valores arbitrariamente “a priori”.
Aplicando el algoritino de Wagner-Whitin [22] empleando como costes

L
cij + Z”lijt)‘t

t=1

que tienen en cuenta los costes propios de produccidn ¢;; mds un término aso-
ciado a la valoracién del consumo de los recursos, se resuelve el problema de
planificacién desconsiderando las limitaciones de capacidad. Las secuencias de
produccién obtenidas y los inventarios resultantes satisfacen @;;(;ye- ij(i),e-1 = 0.
Con ellas se forman las tablas de produccién z;; y de inventarios I;;, que indican
para las secuencias de produccidn identificadas la cantidad producida de cada
articulo en cada uno de los periodos del horizonte y sus inventarios resultantes,
evaludndose el vector de capacidades disponibles

N
Zy = K — Zaié(w“) + bz

=1

Si Z; > 0 para todo t, la solucién obtenida es admisible. En caso contrario
ha de modificarse el plan de produccidn mediante la heuristica.
La heuristica que se propone puede aplicarse por si misma, fijando los precios

internos de los recursos A arbitrariamente, o mejor en conjuncién con un método

83



de seleccion de los mismos. Eu los métodos duales, tal como en el método primal-
dual (Onieva et al. [19], Lozano et al. [11], [12]) se pueden emplear los precios
internos A procedentes de las soluciones admisibles del problema dual que se
obtienen en cada iteracién. Asi, cada iteracién del método primal-dual supone
una aplicacidn de la regla heuristica.

La regla heuristica consta de tres bloques:

Bloque L.

Las reglas del primer bloque particionan los lotes fabricados en el dltimo
periodo en el que existe inadmisibilidad, retrasandola en la medida de lo posible
hacia el periodo posterior en el que la holgura sea méxima, con el fin de que la
situacién resultante no sea desfavorable. El retraso se lleva a cabo incrementando
los costes lo menos posible.

1° Sea t = max{t’: Z;; < 0}. Se identifica con t el periodo mas tardio en el que
se presenta inadmisibilidad. Obviamente, si Zy > 0 para todos los periodos,
la solucién obtenida es admisible. FIN.

2° Sea Q = {i:ws; - I;; > 0}. Es el conjunto de articulos que producen en exceso
de la demanda del periodo considerado ¢. Son articulos para los que se puede
contemplar el retraso de su produccién, manteniendo la admisibilidad.

3° 3.1 SiQ =0, nose puede retrasar la produccién. Ir a 8 (segundo bloque).
3.2  Se ordenan los articulos en orden creciente(no decrecientes si hay empa-
tes) del indicador de incremento de costes

si(a; + 1)
b,‘h,‘

La racionalidad de este criterio proviene del hecho de que al romper
un lote se incurre en un coste de lanzamiento adicional y se ahorra el
coste de mantenimiento debido al retraso de la produccién. Se incluyen
también los consumos de recurso a; y b; con la finalidad de liberar la
maxima cantidad del mismo en el periodo ¢, comprometiendo la menor
cantidad posible del periodo al que se retrasa (véase el punto 5° de
este bloque). La inclusién de la unidad elimina la degeneracién cuando
a; = 0. Obsérvese que al no depender el criterio de ordenacién de la
solucién concreta de partida, dicha ordenacién puede hacerse a priori
una sola vez. Obsérvese también que el criterio favorece el doble objetivo
de la heuristica: minimizar el consumo de recursos y el incremento de
los costes.
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4° 4.1 Sil;; =0, eliminar ¢ de 2 y volver a 3°. Probar con el siguiente articulo.
4.2 Sea T = min{t":t' > t, Iy = 0}, el periodo hasta el que se abastece la
demanda del articulo 7 con el lote producido en el periodo ¢.

5° Sea 7(t,T) el periodo para el que se obtiene la maxima holgura de capaci-
dad; i.e., max{Z;:t < ¥ < T'}. Es el periodo candidato al que retrasar el
exceso de produccién del articulo 7 en t. Si Z; < gy, el retraso produciria
inadmisibilidad en 7, en cuyo caso, eliminar ¢'de Q e ir a 3°.

6° Retrasar al periodo 7 la produccién de la cantidad

A = min { [ZT —ai(l- 6(33”))] , min I,-t:}

b; t<<T

Actualizar las variables del plan de produccién y los indicadores de consumo
de recursos:
Zt == Zt + bzA
Dy === Z; — ;A — (1 — 5(1‘,’,—))
Ty = wit — A
Tir < Tir + A
Lip <=Ly — A parat' =t,t+1,...,7— 1.
La cantidad A a traspasar estd limitada por la holgura del periodo 7 y los
inventarios retrasados hasta dicho periodo. Ll corchete significa “parte en-
tera”, garantizando mediante ¢l redondeo hacia abajo la admisibilidad en el
periodo 7.
7° Si Z; > 0, se ha eliminado la inadmisibilidad en ¢. Ir a 1°.
Si Z; < 0, se ha de continuar rompiendo lotes en ¢. Ir a 4°.

Obsérvese que el conjunto de reglas del bloque I finalizan:
— Al alcanzar la admisibilidad (punto 7°).

— Al agotarse el conjunto de articulos cuya produccién pueda atrasarse (punto
3.1). En este caso se aplican las reglas del bloque II.

Bloque II.

Las reglas del segundo bloque adelantan la produccién a periodos anteriores
en los que haya holgura de capacidad sin crear nuevas puestas a punto (por ya
existir en ellos fabricacién de lotes).
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10°

11°

12°

13°

Sea A = {i:2; > 0}, el conjunto de articulos de los que se produce en el
periodo t.

Sea @ = max{t':t' < t, Zy > 0}, el periodo anterior mas préximo a t en el
que hay holgura de capacidad. Si @ =0, i.e., Zy < 0 para todo t' < t, FIN
sin solucién admisible.

10.1 Si A = 0, no se puede adelantar produccién sin crear lanzamientos.
Ir a 14° (bloque III).

10.2  Se ordenan los articulos de A de forma creciente (no decreciente si
hubiera empates) del indicador de incremento de coste de manteni-
miento de inventarios por unidad de recurso h;/b;. Dicho indicador
describe el incremento de los costes de mantenimiento debido al ade-
lantamiento de la produccién por cada unidad de recurso liberado.

Sea 7' = max{t":t' <, x; > 0}, el periodo anterior mds préximo a ¢ en el
que se incurre en tiempo de puesta a punto para el articulo 7. Si 7 # Q,
eliminar dicho articulo de 2 pues en el periodo @ con capacidad disponible
no se inicia una serie de produccién del articulo 7. Ir a 10°.

Adelantar la produccidén de la cantidad

A = min { [-—bﬁ + 1] , [-ZZQ} ,wit}

del periodo ¢ al ). Actualizar segin las relaciones:

Zy = Zy + A" 4 a; (1 = 6(2ir))

ZQ = ZQ — b; A’

Ty == wy — A

zig <= wig + A

Lip = Iy + A parat' =Q,Q+1,...,t—1.

La cantidad adelantada estd limitada por el exceso de capacidad consumida
en el periodo ¢, la holgura en el periodo @ y la cantidad producida en ¢.

13.1 Si Z; > 0, se ha eliminado la inadmisibilidad en el periodo ¢. Ir a 1°
(se reinicia el bloque I).

13.2 St Zp =0, se ha saturado el periodo . Ir a 8°.

13.3 Si Zg > 0, eliminar ¢ de A e ir a 10°.

Este bloque de la heuristica se abandona de tres formas posibles:

~ Se obtiene admisibilidad en el periodo ¢ considerado. Es en el paso 13.1.
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— No se puede adelantar la produccién salvo incurriendo en nuevos lanza-
mientos. Es el paso 10.1.

— Todos los periodos anteriores estan saturados. Es el paso 9°.

Bloque III.

Las reglas de este iltimo bloque tienen la finalidad de adelantar la produccién
en el caso de que sea necesario recurrir a nuevas puestas a punto para llevarla a

cabo.
14° Sea V¥ = {itxy > 0, 20 = 0}, donde @ se defini6 en 9°.

15° 15.1 Si ¥ =@, FIN sin soluciones admisibles.
15.2  Se ordenan los articulos de ¥ de forma creciente segin el indicador

sihi(a; + 1)
bi
que penaliza los incrementos en los costes de mantenimiento asi como
el tiempo de puesta a punto incurrido por un nuevo lanzamiento. El
indicador favorece la disminucién en el consumo del recurso sobresa-
turado en el periodo ¢.

16° Si Zg < a;, eliminar i de ¥, pues no existe capacidad suficiente en el periodo
Q. Ir a 15°.

17° Crear en @ un nuevo lanzamiento, adelantando la produccién de la cantidad

0w Zg — _é '
A _mm{[ T , b + 1),z

Zy <= Ty + ;A" + a; (1 - 5(1’“))

ZQ ] ZQ —_ AN - d;

2 = xy — A

TiQ < A"

Ly <= Ly +A" parat/' =Q,Q+1,...,t—1.

Actualizar

18° Si Z; < 0, hay que seguir adelantando la produccién en el periodo ¢, ya que
todavia no hay admisibilidad.



18.1 Si Zg =0, se ha agotado la holgura existente en el periodo Q. Ir a
8°.

18.2 Si Zg > 0, todavia se puede adelantar produccién al periodo Q. Se
elimina ¢ del conjunto ¥. Ir a 15°.

Los pasos que siguen inicamente pretenden econornizar en los costes de man-

tenimiento aprovechando la nueva puesta a punto introducida en el periodo

Q.
19° Se intenta retrasar la produccidn de periodos anteriores a Q.
19.1 Si I; g1 = 0, no se pueden reducir los costes de mantenimiento. Ir
a 1°.
19.2  Silp-1 >0, osea Q' = max{t':t < Q, z;; > 0} el primer periodo
anterior a @ en el que se produce el articulo 1.

20° Retrasar del periodo @' al @ la produccién de la cantidad

A" = min {Ii,le, [-Zb—Q] }
)

actualizando las variables

Zgr <= Zgi + b A" + a; (1 + 6(zig1))

Zq = Zq - biA"

TiQ! <= TiQ! — A"

TiQ <— TiQ + A

Lip <=Ly — A" parat' =Q,Q +1,...,Q—1.

Los pasos 19° y 20° se realizan cuando Z; > 0, con lo que la inadmisibilidad en el
)

periodo ¢ se ha eliminado y tienen por objeto disminuir costes. Tras su realizacién

hay que volver a 1° para continuar si aiin hay periodos con inadmisibilidad.

La jerarquia de la heuristica corresponde a la buisqueda prioritaria de la ad-
misibilidad de la solucién. En primer lugar se atrasa la produccién (bloque I),
incurriéndose en nuevos costes de lanzamiento y disminuyendo los de manteni-
miento del inventario.

Esta forma de actuar permite aprovechar las holguras de capacidad de perio-
dos posteriores y, en especial, de los 1ltimos periodos. En efecto, en los tltimos
periodos suele haber bastante capacidad disponible debido a un efecto de fin de
horizonte finito que hace que sea frecuentemente econémico hacer lanzamientos
en dichos periodos. En caso necesario se continua la bisqueda de la admisibilidad
adelantando produccién (bloque I1), pero sin nuevos costes de lanzamiento.
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Como consecuencia del adelanto aumentan los costes de mantenimiento del
stock. Finalmente, si es imprescindible, se adelanta produccién ain a costa de
introducir nuevos lanzamientos (bloque III). A pesar de todos los intentos, la
heuristica no garantiza que se alcance la admisibilidad.

5. INTEGRACION CON ENFOQUES DUALES

La heuristica anteriormente descrita ha sido diseflada para conseguir admi-
sibilidad a partir de los planes de produccién que en cada iteracién generan los
enfoques duales. Dichos planes de produccién son obtenidos, tras la relajacion
de las restricciones de capacidad y la asignacién de precios a los recursos esca-
sos, mediante el algoritmo de Wagner-Whitin [22] y, por ello, estdn formados
por secuencias dominantes.

Entre los enfoques duales, a los que se ha anadido la heuristica, destacan el
método primal-dual (Lozano et al. [11]) y el método del subgradiente de Thizy
y Van Wassenhove [21]. En este tltimo caso, la heuristica sustituye con éxito
al problema de transporte propuesto en dicho trabajo. Asimismo, la heuristica
puede incorporarse al método BOXSTEP utilizado en Marsten [17].

La bondad de las soluciones proporcionadas por la heuristica depende del
plan de produccién generado por el enfoque dual correspondiente. Asi, se observa
que a medida que avanza el nimero de iteraciones, los precios de los recursos
que asignan los enfoques duales son mds adecuados y ello da lugar a mejores
soluciones. Al aplicar la heuristica a estas soluciones se obtienen a su vez planes
de produccidn admisibles, cada vez mas proximos al éptimo.

Aunque el plan de produccidn dptimo es en general desconocido, ya que el
tamafio del problema hace prohibitiva su resolucién exacta, si es posible estimar
la proximidad a dicho éptimo de las soluciones proporcionadas por la heuristica.
Ello puede hacerse utilizando el méaximo valor del Lagrangiano obtenido por
el enfoque dual, ya que para cualquier conjunto de valores no negativos de los
recursos el Lagrangiano es una cota inferior del coste del plan de produccién
optimo. En particular, el éptimo Lagrangiano al que converge el método primal
dual permite la mejor estimacién del error cometido por la heuristica. Como
se informa en Lozano et al. [11] dicho error es del orden del 5%. Sin embargo,
teniendo en cuenta que dicha estimacién incluye la diferencia entre el éptimo
del dual y el del primal (“duality gap”), que no es nula debido a la estructura
no convexa del problema original, el error real cometido por la heuristica es ain
menor.
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Asi pues, la heuristica propuesta es capaz de proporcionar, con un esfuerzo
computacional reducido, planes de produccién admisibles y que ademds, a me-
dida que se itera con un enfoque dual, tienen un coste bastante préximo al
minimo.

6. EXPERIENCIAS COMPUTACIONALES

Para evaluar la bondad de la heuristica propuesta se han escogido ocho pro-
blemas de la literatura. Dichos problemas son de tamaiio reducido, con el fin
de poder conocer la solucién éptima. Ademas, todos ellos salvo el dltimo tienen
tiempos de puesta a punto nulos. De esta forma es posible la comparacién con
otras heuristicas que sélo son capaces de abordar estas situaciones.

En la tabla adjunta se presentan los resultados que para dichos problemas
proporcionan:

o PDI La heuristica propuesta complementando al método primal-dual ([11],
[12] y [19]).

o SGH La heuristica propuesta complementando al método del subgradiente
([21]).

o LAM La heuristica de Lambrecht y Vanderveken ([8]).

o ABC La heuristica miiltiple de Maes y Van Wassenhove ([13]}).

A todas ellas se les ha aplicado la misma rutina de eliminacién de lotes,
mediante la que se suprime el lanzamiento de las series de los articulos que se
fabrican en el periodo inmediatamente anterior, siempre que las limitaciones
de capacidad lo permitan. Dicha rutina de mejora es aconsejable siempre y
no supone esfuerzo computacional apreciable (Dixon y Silver [2], Maes y Van
Wassenhove [13]).

En la tabla se recogen también el coste de la solucién éptima y el 6ptimo
Langrangiano, que es la mdaxima cota inferior que puede alcanzarse mediante
procedimientos duales. Esta cota se emplea para acotar el maximo error come-
tido por la heuristica en aquellos problemas cuyo 6ptimo es desconocido.

Los resultados muestran que la heuristica aqui propuesta proporciona nor-
malmente mejores soluciones que las otras con las que se compara, pudiéndose
aplicar a problemas con tiempos de puesta a punto.
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Tabla 1

Experiencias computacionales

” Problema ” Ref. rItems | Periodos I Setup ] Optimol Lagrangiano l PDH l SGH ] LAM l ABC ||

Thizy 21 3 4| No | 1336 1233.3 | 1340 1340 1340 1340

Lambrecht 8 3 4| No | 14126 1309.5 | 1412.6 | 1413.9 | 1413.6 | 1415
CAP 1 21 8 8] No | 8430 7996.6 | 8690 8690 9680 8900
CAP 2 21 8 8| No | 7910 7722.2 | 8100 8100 8080 8270
CAP 3 21 8 8| No | 7610 7534.1 | 7620 7620 7870 7860
CAP 4 21 8 8| No | 7520 7464.1 | 7520 7660 7850 7730
Dixon 2 20 13| No | 5807 5673.3 | 5891.9 | 5848 61444 | 6112.2
Marstenl 17 25 6 Si ? 48208.8 | 48481 | 48646 | 48800




Para mejor mostrar el caricter complementario de la heuristica propuesta
y los métodos duales, en la figura 1 se recoge la evolucién del Lagrangiano
junto con la de la mejor solucién proporcionada por la heuristica, a medida que
itera el método primal-dual aplicado al problema que se ha denominado MARS-
TEN1. Se observa que la cota inferior proporcionada por el Lagrangiano con-
verge mondtonamente a su éptimo (el de la relajacién continua). Simétricamente,
las soluciones de la heuristica van mejorando progresivamente a medida que se
apoya en las secuencias de produccidn mas apropiadas, las cuales surgen al asig-
nar mejor los precios internos de los recursos escasos.

Evolucion de la heuristica

Funcién Objetivo - Lagranglano
49500 - *  Heurlstica
49300 -

49100
48900 +
48700 - ; . \ , . .

48300 +

48100 J

47900

47700

47500 — T — " T r y .

1 5 © 13 17 21 25 29 33 37 4

Nt teraciones

Figura 1.
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ENGLISH SUMMARY:

COMPLEMENTARY HEURISTIC TO DUAL APPROACHES TO

THE CAPACITATED LOT-SIZING PROBLEM

S. Lozano, J. Larrafieta y L. Onieva

1. INTRODUCTION

The single level capacitated lot-sizing problem (SLCLSP) consists in deter-
mining the quantities and timing of production batches in order to satisfy known
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or expected external requirernents wlhile incurring in minimum costs. No back-
logging is allowed. There are limits on the amount of resource available in each
period. This problem is known to be N P—Complete [7].

2. MODEL FORMULATION

Let:
N — Number of itemns
L — Number of periods
x;; — Production of item 7 in period ¢
I;; — Inventory of item ¢ in period ¢
D;; — Demand of item ¢ in period ¢
s; — Setup cost for item i
p; — Marginal production cost for item ¢
h; — Unit holding cost for item <
K; — Available capacity in period ¢
a; — Setup time for item ¢
b; — Capacity absorption coefficient for item ¢

The mathematical model is:

N L
Min ZZ (si0(wit) + pizir + hilis)

i=1t=1
subject to I; ;1 + 24— Iy =Dy i=1,...,N;t=1,...,L
N
Z(Cti5($“) + biiL‘“) <Ky t=1,...,L
i=1

Tt Z 0) Iit Z 01 ]i() =0
where

6(.7:):{ 1 siz>»0

0 stz=0
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This problem can be reformulated in terms of dominant schedules. Such
schedules are the ones for whoch the following holds:

t4s
Tyt = ZDik s=0,1,2,...
k=t

This is known as Manne’s [16] formulation:

N F
Min EZCUO,']'

i=lj=1

N F

subject to ZZmUﬂU <K, t=12,...,L.
i=1j=1

F

D=1 i=1,2,...,N.

j=1

0;; = 0,1

where

(Si(S(IL’ijt) + pizije + hi[ijt)

™=

Cij =

-
1
—

>

(@ije) + bizije

Tllz'jt =

3. APPROXIMATE SOLUTIONS

The previous linear program is difficult to solve because of the big number
of variables involved. It has been solved using specialized large scale algorithms
(3], [4], [10], [18]). Another practical approach is to use primal heuristics ([5],

20], (8], (2], [13], [14)).

However, a more promising approach is to use a dual approach ([21], [19],
[11], [12]). This approach consists in relaxing the capacity constraints, com-
puting adequate shadow prices. The uncapacitated relaxed problem can be
independently solved for each item.

The solution to Manne’s formulation assumes a linear approximation of the
setup consummption of capacity. Thus, the resulting production plan usually is
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unfeasible. Therefore, it is necessary to devise a manner to look for feasibility
by minor modification of the solution.

4. HEURISTIC

This section describes a heuristic aimed at obtaining a feasible production
plan. It can be used in problemns with setup times. Recall that in this case, even
to find such a solution is N P—complete [15].

The heuristic consists in reducing the capacity requirements in those periods
in which insufficient capacity exists. Starting with the last period, the previous
period in which infeasibility occurs is detected and three attempts are made to
eliminate it. If these attempts are successful, then the closest previous period
showing infeasibility is considered next and the process is repeated. If the algo-
rithm fails to eliminate the infeasibility in any of these periods, it stops. If, in
turn, period 0 is reached, a feasible production plan has been found. The three
attempts are called Blocks I, IT and III because that is the order in which they
are applied.

Block I splits lots creating new setups in later periods without introducing
new infeasibilities. Items are considered in non-decreasing order of the following
ratio.

This ratio penalizes the cost and timme due to the new setups and favours
holding cost savings and infeasibility reduction. As a consequence, this routine
makes better use of the available capacity

sia; + 1)
bi/li

of the later periods of the horizon. Such unused can be important depending
on the degree of batching of the solution. An example of this situation is the
often found finite-horizon effect which consists in that the latest periods setups
are rarely cost effective.

Block II shifts production to earlier periods in which a setup already exists
and enough slack is available. Items are considered in non-decreasing order of
the ratio h;/b; which penalizes holding cost increase and favours infeasibility
reduction. These shifts lead to an increase in holding costs though no additional
setup costs are incurred. Even setups can be saved in the feasible period if entire
lots are shifted.
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Block III also shifts production to earlier periods with slack capacity bu
creating new setups. Items are considered in non-decreasing order of the ratio

sihi(ai -+ 1)
b;

which penalizes setup and holding cost increase, and resource consumption due
to the new setups, favouring infeasibility reduction. Every shift increases both
setup and holding costs. Therefore, this routine is invoked only if blocks I and
II fail to eliminate all the infeasibility in the given period.

5. INTEGRATION WITH DUAL APPROACHES

The proposed heuristic is a perfect complement to dual approaches since the
latter update the resource prices in every iteration generating a cost effective
solution (composed of dominant schedules) which, unfortunately, is not feasible.
The heuristic makes minor adjustments to such solutions in order to improve its
feasibility. In particular, it has been integrated with a primal dual approach [11]
and the subgradient method [21].

Also, dual approaches provide lower bounds on the optimal solution, which
can be used to assess the quality of the solution obtained by the heuristic.

6. COMPUTATIONAL EXPERIENCES

The heuristic, appended to the primal dual and subgradient methods, has
been applied to several problems, comparing the solution obtained to those pro-
vided by other heuristics ([8], [13]). The results are included in table 1. They
show the merit of this heuristic approach.
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1. INTRODUCCION

Para un espacio estadistico (X, 8% , Ps)pcocr+ dominado por una medida
o—finita, de forma que fy(x) = (dPs/dp)(x), Sharma y Mittal (1977) definen la
(v, s)—divergencia entre dos funciones de densidad de probabilidad fy, (z), fs,(z)
mediante la expresién

) D)= (- 1) {( [ oy @y i) - 1}
r#l,s#1,r>0
donde 1 = (611,...,01) ¥ 02 = (621, ..., 02¢).
Si s tiende a 1, se obtiene la divergencia de Rényi (1961)
321}Dﬁ(01,02) =(r-1""log (/x fgl(:z:)’fg2(m)1_’du(a:)>
y al hacer tender  a 1, se obtiene la divergencia

Dy (61,02) = (s = 1)7" (exp {(s = 1)D(fo, (2), for (@)} = 1) s #1
siendo D(6;,63) la divergencia dirigida de Kullback-Leibler (1951) definida por

DI, 02) = D01, 02) = [ fo(o)1o ;:E; du(x)

Algunas propiedades relativas a la no negatividad, monotonia, convexidad,
suficiencia y expresién de la distancia entre distribuciones normales a partir de
la (r, s)—divergencia se obtienen en Pardo, L. y otros (1990).

Bajo las siguientes condiciones de regularidad
(i) El conjunto A = {z € X /f(x,0) > 0} no depende de 0.
(i¢) Para todo z € A y para todo 8 = (61,...,0;) € O, existen
0 d?

8—6if(:c,0), 50:56; f(z,0) i,5=1,...,k

(iii) Para cada B € By yparacadai,j=1,...,k.
0 0
557 L £ 0dn = [ it o)

6? 8%
ST [ s o= [ a1 O
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y considerando las estimaciones de las funciones de densidad de probabilidad fy,
y fo, por el método de maxima verosimilitud, con muestras de tamafio n y m
respectivamente, Kupperman (1957) establecid, bajo la hipétesis 8, = 62, que

. o n P Ve e sy
los estadisticos 2nD(0;,62) y +m D(6,,82) se distribuyen asintSticamente
n+m

segtin leyes x? con k grados de libertad.

El objetivo en este trabajo es-doble, primeramente se calculara la distribucién
asintética de D2(fy,0;) y D#(0y,605) donde 6; y 8 denotan los estimadores de
méxima verosimilitud de ¢ y 05 respectivamente. Por otro lado utilizando estos
resultados y los obtenidos en Pardo, L. y otros (1990), se plantean contrastes de
hipdtesis en poblaciones normales n—dimensionales acerca del vector de medias,
matriz de covarianzas o ambos.

2. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE D:(8,,0,)

En primer lugar se abordara el problema de encontrar la distribucién de
D3(01, 82), cuando 6, es conocido y 01 es el estimador de maxima verosimilitud
de 8;. En este sentido hemos encontrado el siguiente resultado

Teorema 1
Si 6; # 62, entonces
1/2 s$(n 3 L tr
n (Dr(olyoz)— Dr(ﬂl,ﬂz)) ———— N, T'IF'(6,)T)

donde Ip(f;) es la matriz de informacién de Fisher y T = (¢y, ..., )" con

@ = </x f"‘(m)rfez(x)l_rdu) - /x (;‘:E:;)‘l a]gél(ix)d”

cuando T*I5'(6:)T > 0.

Demostracién

De considerar el desarrollo de Taylor de la funcién
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hi(b11,...,01k) = ﬁ [(/ fol(x)rfh(z)l—rdu) = _ 1]

para el punto 6, = (éu, . élk) en un entorno del punto 6; = (f11,...,01%) se
tiene
k
- dD:(6y,62) ,,
" = D; — " (01; — 01;
(3) D;(01,02) = D;(01,62) + zz; e (01— 01) +
+ Enllbr — 6]

donde &, £, 0 cuando él — 0.

Ahora bien,

D1(0:,6,)
061; -

— (/x fe‘(x)rf“(m)l_rd“> - /x (%3)_1 8](;051(,~z)d”

Entonces, de considerar que

k
D}(61,65) = D3(61,05) 'y D ti(0ri — 61i)
i=1

siguen la misma distribucién y que

V(b — 611, . .., 015 — 01x) L N(0, I5'(61))

se tiene

Vi (Di(61,62) - D(61,02)) = NO, T (8:)T)

con
T=(t,.. . t)
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Cuando 6; = 6, los términos ¢; del desarrollo de Taylor (3) son nulos, y por
eso, es necesario recurrir a los términos de segundo orden. En este supuesto,
hemos obtenido

Teorema 2

Si 6; = 05, entonces

2nD:(61,67) L .

r n—00

Demostracién

De considerar el desarrollo de Taylor de segundo orden para la funcién
hi(611,...,01x) cuando f; = @ se tiene:
82’1.5(611,

s 1 o 01) s . )
D:(61,62) = 52 301:90,; 1t) (015 — 015)(61; — 615) + Eall6r — 64|
t,7

con &, £, 0 cuando él — 0.

Atendiendo a que

0211;’.(911, ey elk)
891,‘391]‘

= 7’]5(61)

obtenemos que

2nD3(01,602) _
T

) [V, = o)) 17 01) [ - o)

y por Serfling (1980, pag. 149), la forma cuadratica (4) sigue una distribucién
x%. Asi, el Teorema 2 queda probado.

De consideraciones analogas a las realizadas en los Teoremas 1 y 2, cuando
01 y 62 son desconocidas y han sido obtenidas por el método de maxima ve-
rosimilitud a partir de muestras aleatorias independientes de tamafio n y m
respectivamente, se tiene:
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Teorema 3
Si 6, # 64, entonces
. L
(n-m)'/? (D}(é1,62) — Di(61,62)) ——— N(0,mT*'Iz*(6:)T + nS'I5*(62)S)

donde T es el vector definido en el teorema 1 y S es el vector de componentes

(5)  si=- ( /. fo,(z)'foz(r)l"'dﬂ)% /. (zgmi) Ule),

cuando mT*Iz1(61)T + nS*I5'(82)S # 0.

Demostracion

De considerar el desarrollo de Taylor de la funcién
(6) 97(0) = g7 (611, ..., 01k,021, ..., 00) = D;(01,02)

se tiene

2k
. aD:(61,6:) .
(1) Di61,02) = D1, 02+ S5 22O (g gy e — gy
j=1i=1 09‘”
con &, — 0 cuando 6 — 0.
Entonces
(n-m)/* (Di(61,0:) — Di(61,62)) =
k ) k )
ml/EZtinl”(Gu —6) + nllzzsiml/z(ﬂzi —02)
i=1 i=1

con t; definido en (2) y s; definido en (5).
Asi, el resultado queda probado atendiendo a que

. L
T'n'/%(6 - 61) ————  N(O,T*Iz'(6)T)

n—— oo
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. L
tm1/2(02 _ 02) —_— N(O,Stlgl(ﬂz)S)
M =+ 00

Cuando 6; = 8 el término de 1°¢ orden del desarrollo de Taylor (6) es nulo,
y en este caso, con el término de 292 orden tenemos:

Teorema 4

Cuando 6, = 0, se tiene

o2nm  D:(0;,0,) L 2
n+m r n,m—00

Demostracién

Utilizando el desarrollo de Taylor de la funcién g(6) se tiene que cuando
01 = 02

s(h. A 1 af91(m 6f92(1') g, . .
D’(el’%)“(j‘:l/ o) 00 00n d") (s = 0)

Asi, atendiendo a que

( n-m )”2(91 —0) — . N, Iz (1)

n-+m n,m—so00

se tiene que

m - R 7 i L 2
- m(91 — 02)' Ir(0:1)(61 — 02) e Xk
y por tanto o
2nm D(6;,02) L &
m+n r n,m—so00 k
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Nota 1

Los valores de t; y s; en el caso de r = 1 se obtienen de las expresiones (2) y
(5) por continuidad.

3. APLICACION A CONTRASTES DE HIPOTESIS

Los resultados dados en los teoremas anteriores se pueden utilizar para rea-
lizar contrastes de bondad de ajuste y homogeneidad. Asi, sobre la base del
Teorema 2, es posible contrastar Hg : 8 = 6; frente H; :8S6; | sin mas que
utilizar el estadistico

®) T 2nDs(,,6,)
r

y rechazar la hipdtesis nula si T > Xi(a)- La Potencia asintética del test se
obtiene a partir del Teorema 1 y la consistencia a partir de Fraser (1957).

El teorema 4 permite contrastar si dos muestras aleatorias simples e inde-
pendientes obtenidas de las poblaciones fo, (2) y fo,(z), son tales que 6; = 5.
En este caso, se rechazara la hipdtesis Hp : 6, = 85 si

9mn D3(61,03) _ .
m+n T Z Xk(e)

(9) T =

De forma andloga al caso anterior, se obtiene la potencia asintética y la
consistencia del test.

Nota 2

Al categorizar variables no necesariamente categoricas, es posible resolver los
siguientes contrastes relativos a una o varias muestras.

(1) Test de bondad de ajuste, Hg : p = po (po conocida).
(2) Test de ajuste de m poblaciones, Ho : p() = - .. = p(™) = p; (pg conocida).
(3) Test de homogeneidad de dos poblaciones, Hg : p = g¢.

(4) Test de homogeneidad de m poblaciones, Hy : p(1) = ... = p(™),
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4. CASOS PARTICULARES

Al particularizar los resultados anteriores a funciones de densidad de proba-
bilidad fy, (z) y fo,(z) siguiendo funciones de densidad de probabilidad multi-
nomiales M(p1,...,pr) ¥ M(q1,...,qr) se recuperan los resultados obtenidos
por Menéndez y otros (1991) en los que

s§=1

D (01,62) = (s—1)” (Zl’fq: r) -1

s—r

k Te1
r -
()
i=1

it

s—r

k =1
- (sz’q} ) g
i=1

Asi, la varianza en el teorema 1 es

2557 k 2
2 _ 1- 2r—1 21 1—
o () e - (o)
i=1

y la varianza en el teorema 3 es

s§—r

k = k
1 .
2= —(r — 1)2 (Zp;‘qzl ") { ZEPZr 1 12(1 ) + l _ T)ZZperqll 2r
i= i=1
k 2
(S ) - (St
i= i=1

La expresion de la (r, s)—divergencia entre distribuciones normales n—dimen-
sionales con pardmetros {¢1,X1) ¥ (g2, X2) ha sido obtenida por Pardo y otros
(1990). En este sentido,
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D; ((p1, 1), (p2, T2)) =

= (o= 1) (oxp {05 (o) 4 (1= 2120 ) -

[rEs + (1= )Ty =0

|21|'L;—1 2y oD

1) r+1,s+1

y por continuidad
D} (11, 1), (p2, T2)) =
=(s— 1)—1 (exp { (r—1) ((ul,ﬂZ)Tzz_l(ﬂla#Z) + tr(E;lzl _ I))} .

2
T 1)
Pilen
D} (1, B0), (2, B2)) = 5 (1, 12)" (B2 + (L= 1)) ™ (1, p12)) +

1 IT22+ (1 — T')Ell
1
LT I R AT AT

D ((/‘1 ) 21)’ (ﬂ% 22)) =
1 _ _ bX
3 (053 v, ) 4 (28— 1) + 1o I

Asi, sobre la base de los resultados obtenidos anteriormente para una distri-
bucién normal N(i, X) es posible contrastar: (1) Hg : ¢ = po con X conocida,
(2) Ho: £ = %4 con p conocida y (3) Ho : (4, %) = (po, Xo), y para dos pobla-
ciones normales N(p1,X1) y N(p2,X2) es posible contrastar: (1) Ho : pg = po
con ¥y y ¥ conocidas, (2) Hg : g1 = p2 con £y y Xy desconocidas pero

iguales, y (3) Hq : (p1,%1) = (p2, L2).

Teniendo en cuenta que:

a) Para 61 = (p11,- .., f1k),

s—1

k
t; = (D,f(91,92) + __1__) w {Z(rEZ +(1- T)El);jl (m1j — p2j)+
i=1

k
+Z (rX, + (1 — 7'))31);]-1 (p1s — ﬂzi)}

i=1
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siendo .
(7’22 + (1 - 1")21);
el elemento ij de la matriz

(rZs + (1= )5y ™!

1 1 1 1 1
b) Para 6 = (011, 12y vy Olkyovvy Oklye-ns o’kk)

tamayeas=( D30, 02) + 7 ) (i =) (0 ) s = ) +

(= 1) exp { P (s = o) (o (1= 1)Z0)™ (o = m))} ~

2
1—5s 1—s 1
P a—— |T'22 + (1 - T)EII"’Z'—‘) Aij|21| 2
s 2= ) _
|21|3—1

s—1
2

& l1—s
=15 1AL rZs 4+ (1 = 1)y 7D

|21|s—1

donde:
A;j es el adjunto del elemento (7, §) en la matriz rXs + (1 — r)X;
A}; es el adjunto del elemento (3, j) en la matriz £,
I es la i—ésima columna de la matriz (rX; + (1 —r)X;)~!
P es la j—ésima fila de la matriz (rZs+ (1 — r)E;)~!
i=1,...k j=1,... k.

5. EJEMPLO

Como una aplicacidén de los resultados para distribuciones normales multi-
variantes, procederemos seguidamente al analisis de los datos presentados en
Mardia, Kent y Bibby (1979, p. 121) en base a la distancia D] ((¢, X), (¢*, Z*))
con s =2 y r=0.5. En este sentido, los datos siguientes indican la longitud de
la cabeza en el primer y segundo hijo correspondiente a 25 familias.

Primer hijo: 191 195 181 183 176 208 189 197 188 192 179 183 174 190 188
163 195 186 181 175 192 174 176 197 190.

Segundo hijo: 179 201 185 188 171 192 190 189 197 187 186 174 185 195 187
161 183 173 182 165 185 178 176 200 187.

109



En primer lugar se supondra que la matriz de varianzas covarianzas es cono-
cida y se desea hacer un contraste de igualdad de medias:

1) Contrastar H,: (p,, ;) = (182, 182). Supuesto que
100 O
¥= ( 0 100 )

Puesto que fiy =Z; = 185.72 y 1o = T3 = 183.84, el estadistico (8) toma
el valor

. 2n(s—1) (exp { r(32— 1) ((ﬂ — o) () (a - ”0))} _ 1>

r

=100 <exp {0.25 ((3.74, 1.84) (180 18()) B (i’;i)) } - 1) = 4.39

Por tanto al ser x3 o5 = 5.99 se acepta la hipétesis nula con una confianza

del 95%.

Ahora se supondrd que (1, p2) es conocido y se efectuard un contraste de
igualdad de matrices de varianzas covarianzas.

100 O

0 100 ) Supuesto que

2) Contrastar, H,: ¥ =%, = (
p = (182, 182).

En este caso al ser y conocido, ¥ = S+ dd donde d =F —pp y S es la
matriz de varianzas covarianzas muestral. Por tanto se tiene

$ = 93.481 66.875 n 13.83 6.84 \ [ 107.31 73.715
66.875 96.775 6.84 338 ) 73.71 100.110

En este caso el estadistico (8) toma el valor

(s—l)_l ITEO-}-(I—T')ZA) Hret
T = 2n i 1—38)r _1 =
Izol.’;_l ‘2 2(r~1)
‘0.5ﬁ)+0.520|
= 100} ————— -1
lzoll/z lf)lllz
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Ahora bien, por un lado

0.55 + 0.58, = ( 103.65 36.85 )

36.85 100.05

y por otro, ’zl = 5308.967, |Zo = 10000 y |0.5z”: + 0.520| = 9012.725. Con lo
cual se tiene que T = 23.69. Por otro lado X?j’o.gs = 7.82 y en consecuencia se

rechaza la hipdtesis nula.

3) Finalmente, vamos a contrastar

H,: Yy = = (100 0 ), ¢ = (182, 182) frente

0 100

DI
100 0
o 100 ) , e # (182, 182)

H :Y=X,#

En este caso el estadistico, viene dado por

s = (1ins)r (exp{r(s;” (03— o)’ (1‘20+(1—r)5)_1([1,—ﬂ0))}.

rS+(1 -
g51%|$ =

100 <exp {0.25 [(3.74, 1.84) (< 22;‘?; gg?;g ) 0.5+

s (0 8)) " (1))}

93.481 66.875 100 0
‘( 66.875 96.775 )0'5+0'5( 0 100 )’

100 0 \|"*|/ 93.481 66.875
0 100

66.875 96.775
Por otro lado, x2 3 g5 = 11.07 y en consecuencia se rechaza la hipétesis nula.

—11 =

+

1| =28.95
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ENGLISH SUMMARY:

TEST OF HYPOTHESES ON THE (r, s)-DIVERGENCE:
APPLICATIONS TO MULTINOMIAL AND MULTIVARIATE
NORMAL DISTRIBUTIONS

Morales, D., Pardo, L., Salicri, M. and Menéndez, M.L.

Let (X, 8%, Ps)scocm* be astatistical space dominated by a measure p o—finite,
such that fo(z) = (%Iig) (z). Sharma and Mittal (1977) define the (7, s)—di-
i

vergence between two probability density functions fy, () and fp,(z) as follows

DE(61,02) = (5 — 1) {( [ @ 1) ) s 1} ,

r£lL,s#1,r>0
where 91 = (911,...,91k) and 92 = (621,...,02k).

When s — 1 or » — 1 it is possible to define the (r, s)—divergence by
continuity. In this sense, when s — 1 the divegence given by Renyi (1961) is
obtained and when r — 1 and s — 1 the divergence given by Kullback-Leibler
(1951) is obtained. Under the usual regularity assumptions, the asymptotic
distributions of D‘,’(él,ﬁz) and Dﬁ(él,éz) are obtained, where g, and 0, are
the maximum likelihood estimators of 8; and 5 based on samples of sizes n and
m respectively. By using these results and those one obtained by Pardo L. et
al. (1990), a widerange of statistical hypothesis about the mean vectors and the
variance-covariance matrices of n—variate normal distributions can be tested.

First we find the asymptotic distribution of Dﬁ(él ,82), when 5 is known and
61 is the maximum likelihood estimator of #;. We have obtained the following
result.

Theorem 1

If 91 ;é 92, then

nl/2 (D361, 02) — DY(61,02)) —— N(0,T'IF((00)T),
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where Ir(6;) is the Fisher information matrix and T = (¢1,...,t5)" with

o= ([ e o) ™ [ (f5) g2

when T*I;1(6:)T > 0.

The result can be proved as Tollows. Consider the Taylor series expansion of
the function

R:(611,...,01%) = 1 ([/x fo, (2) fgz(:c)l_rd,u] = - 1)

s—1

at the point 6, = (911, .. .élk) in a neighbourhood of the point 81 = (011, ..., 01k).
Study the asymptotic distribution of the first order term by using the Central
Limit Theorem.

When #; = #,, the first order term equals to zero, so it is necessary to use
the second order term and to study its asymptotic distribution. In this last case,
we have obtained the following result.

Theorem 2

If 01 = 92, then R
271Di(91 , 02) L

r n—+ 00

Xi

When ¢, and 65 are both unknown, we estimate them with maximum li-
kelihood estimators based on independent random samples of sizes n and m
respectively. Similar arguments to those given in theorems 1 and 2 yields to:

Theorem 3

If 91 ;é 62, then
PO L
(nm)!/2 (D3(61,02) — D3 (61,02)) ——N (0, mT*Ig* (9)T + nS' I (8)S)

where T has been defined in theorem 1 and S is a vector whose components are:

s—r

e () [, () 2t

when mT 151 (61)T + nStI5'(62)S # 0.
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Theorem 4

If 91 = 92, then
2nm D%(6,,602) L 2
Xk

n—+m r n,1m-—00

The previous theorems can be used to test for goodness of fit and homogeneity.
Theorem 2 allows us to test Hy: 8 = 01 against Hq:8 < 6, by using the statistics

_ 2nD(61,6)

r

T

We reject the null hypothesis if T > X%(a)' The asymptotic power of this test
can be obtained from theorem 1 and its consistency from Fraser (1957).

Theorem 4 allows us to test that two independent random samples from
Jo,(z) and fy,(x) respectively, are such that 6, = 6. We reject Hg: 0 = 8, if

2mn D:(6,,6,) 9
mtn - " > Xk(a)

Similarly its asymptotic power and consistency can be obtained.

After discretizing in different categories a random variable, the following
hypotheses can be tested with one or more samples

(1) Test for goodness of fit Ho:p =po (po known)

(2) Test for goodness of fit of m populations Ho:p(!) = ... = p(™) = p;  (po
known)

(3) Test for homogeneity of two populations, Ho:p = ¢
(4) Test for homogeneity of m populations, Ho:p(!) = ... = p(™),
When fs,(z) and fp,(z) are taken to be multinomial distributions M(ps, ...,

pr) and M(qq,...,qx), the results of Menéndez et al. (1991) are obtained as
particular cases.

On the other hand, when fo,(z) and fy,(x) are multivariate normal distri-
butions, it is possible to test

(1) Ho:po = po with ¥ known,
(2) Ho:X =Xy with g known
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(3) (1, X) = (1o, Lo) with gg and Eg both known.

Furthermore, when dealing with two samples, the following hypotheses can also
be tested:

(1) Ho:p1 = po with £y and X3 known

(2) Ho:(p1,X1) = (p2, Xa).
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QUESTIIO, Vol 16, 1,2,3 pp. 117-133, 1992

UN CONTRASTE EN MODELOS DE
GERMEN Y GRANO

PLAZA DELGADO, M.* y MONTES SUAY, F.1

El irabajo presenia un lest de Montecarlo, basado en el drea com-
prendida en un iniervalo enire las curvas de dilatacidn y erosidn,
para contrastar el modelo booleano frente a olros modelos de germen
y grano con modelos de gérmenes de lipo de agrupacion o repulsion
pero mantentendo la distribucion del grano.

A Test 1n Germ-Grain Models.

Keywords: Inference on Boolean models, germ-grain models.

1. MODELO BOOLEANO Y ALTERNATIVAS

El modelo booleano es un conjunto aleatorio que se inscribe en el contexto
mas general de lo que Hanisch (1981) denomina modelos de germen y grano.
Un modelo de germen y grano en IR? es un conjunto aleatorio cerrado X de la

forma
+00

X = U(.’L‘n—i-Xn)

n=1

* PLAZA DELGADO, M.: Universidad de Castilla-La Mancha.
t MONTES SUAY, F.: Universitat de Valéncia.

—Article rebut el maig de 1992.

—Acceptat 'octubre de 1992.
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siendo {x;} un proceso puntual y {X;} una sucesién de compactos ambos en
R%.

Un modelo booleano X = (X, A) es un modelo de germen y grano donde
® = {z1,z4,...} es un proceso puntual de Poisson estacionario de intensidad
A, y {X1,X2,...} es una sucesion de compactos idéntica e independientemente

distribuidos como Xy, independientes de ®, y tales que E (llz(Xg &) R)) < 400

para todo compacto K. Se indica por K el conjunto simétrico de K respecto del
origen, y por vs la medida de Lebesgue en R”.

Las razones del amplio uso que se ha hecho, y que se hace, del modelo
booleano son su flexibilidad, sencillez, manejabilidad en cuanto a la expresion
de sus caracteristicas basicas, y utilidad tanto para describir imagenes bifasicas
como, a veces, explicar su génesis (Stoyan, Kandall y Mecke, 1987, pag. 68).

El contraste sobre una imagen bifisica de un modelo booleano depende de
las alternativas que se consideren: otros valores de los parametros sin alterar las
familias de distribucidn del germen y del grano, la distribucién de los gérmenes
sin cambiar las demds caracteristicas, la distribucién de los granos, etc. Pero las
alternativas mas naturales, y también las mas sencillas, al modelo booleano se
derivan de alterar las hipotesis relativas al proceso de gérmenes asociado, man-
teniendo idénticas todas las demds caracteristicas del modelo. No obstante, el
problema de contraste que origina dicho cambio no puede tratarse como un pro-
blema tipico de modelo en procesos puntuales, ya que el proceso de los gérmenes
z; estara oculto, en las imdgenes bifésicas, por los granos X; que se “apoyan”
en ellos.

Nos proponemos en este articulo construir un procedimiento de contraste
para el modelo booleano que nos permita obtener cierta orientacién alternativa
respecto de la regularidad del proceso puntual de los gérmenes en un modelo
de germen y grano. Para ello, por sencillez y flexibilidad, hemos tomado como
alternativas modelos de agregacién y de repulsién, también llamados respectiva-
mente cluster de Poisson y hard-core (Mattern 1960, Stoyan, Kendall y Mecke,
1985). En un proceso puntual de agregacién el centro de los grupos de puntos
sigue un proceso puntual de Poisson con intensidad A; el mimero de puntos en
cada grupo sigue una distribuciéon de Poisson de media g, y estan distribuidos
uniformemente en una bola de radio R con centro en el centro del grupo. En
el proceso puntual de repulsidn elegido como alternativa se parte de un proceso
puntual de Poisson de intensidad A, del que se suprimen ordenadamente los
puntos que distan menos que h de alguno de los anteriores no rechazado. Las
figuras siguientes son simulaciones en el cuadrado unidad de un proceso puntual
estacionario de Poisson con A = 50; de un proceso puntual de agregacién con
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2 y R = 0.025, figura 2; y un proceso puntual de repulsién con
= 0.1 en la figura 3.

(=1

Figura 1.
Realizacién de un proceso de Poisson con A = 50.

ry
o

Figura 2.

Realizacién de un proceso puntual de agrupacién con A =25y p =2,
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Figura 3.

Realizacién de un proceso puntual de repulsién con A =200 y h = 0.1.

2. ESTIMACION Y CONTRASTE EN MODELOS BOOLEANOS

Los problemas generales asociados al uso de los modelos estadisticos son la
estimacion de los parametros y el contraste del modelo. Para la estimacidn
paramétrica en modelos booleanos en el plano, esencialmente modelos de bolas,
se dispone fundamentalmente de los métodos propuestos en Dupaé (1980), Serra
(1982), Kellerer (1985) y Ayala, Ferrandiz y Montes (1989b).

Los principales métodos de contraste para este tipo de modelos booleanos
planos son los que se recogen a continuacién:

a) En Diggle (1981) se utiliza la funcién de distribucién de contacto esférico
tedrica, Hg(z), y la estimada sobre una figura objeto de estudio Hg(z)
para calcular

Tp = /0 ’ (Hs(:c) - f[s(:c))z dz
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con el fin de determinar el rango de Tp entre 99 valores analogos relativos
a otras tantas simulaciones realizadas segin el modelo que se quiere con-
trastar. La distribucién de contacto esférico de un conjunto aleatorio X
es la funcién de distribucién de la distancia de un punto elegido al azar de
fuera de X al punto mas préximo de X. En general, para cada elemento
estructurante B, un compacto que contenga al origen, la distribucién de
contacto se define como:

P(XNrB=0,0¢ X)

(1-p)

con p la fraccién de volumen de X. Para la distribucién de contacto esférico
B es la bola unidad. '

Hp(r)y=1- para r>0

b) En Serra (1982) se propone o bien considerar la funcién g(x) = —log
(1 - ﬁs(x)) , 0 bien h{z) = —log (Q(J:Sg)) , donde Q(£So) es el esti-
mador de la probabilidad de que el conjunto S, esté en el poro, y tratar
de comparar la una 6 la otra, con la forma de un polinomioc cuadratico,
que es la clase de funcién que les corresponderia a ¢ 0 a h en un modelo
booleano. En Hall (1988) se apuntan para el método que utiliza h(z) las
dificultades de que se desconoce la varianza de Q(zSo), de que existen altas
correlaciones entre los valores estimados en una misma imagen de Q(zSp)
para distintos valores de z, y de que h(z) no depende de la distribucién
del grano sino sdlo a través de su area y de su perimetro medios.

¢) En Ripley (1986, 1988) se sugiere la utilizacién de un método de contraste,
que se aplica a la imagen del brezo de Diggle (1981), consistente en com-
parar la figura que componen las curvas de dilatacién, erosién, apertura
y clausura estimadas sobre la imagen observada con la figura que compo-
nen las mismas curvas estimadas sobre una realizacién simulada segin los
pardmetros estimados sobre la imagen a estudiar.

El estudio de estos métodos sugiere las siguientes consideraciones:

a) la estrecha relacién entre los métodos de estimacién y contraste,

b) los contrastes presentados son practicamente visuales, excepto en Dig-
gle (1981) que se da un resultado cuantificado en términos de rango,

¢) ninguno de los métodos da una orientacién sobre el sentido de la
modificacién del modelo cuando éste sea inadecuado a la imagen ob-
servada.

A la vista de estas consideraciones la motivacidn de nuestro trabajo es el
interés por obtener un contraste cuantificado que ademas pudiera sugerir el sen-
tido de la alteracién mas conveniente en las caracteristicas del proceso de los
gérmenes de un modelo para mejorar la adecuacidn a una figura real dada.
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3. EL CONTRASTE DEL AREA ENTRE LAS CURVAS DE DILA-
TACION Y EROSION

En Ripley (1988) se utilizan las funciones de dilatacién, clausura, apertura y
erosién para mostrar de manera visual la falta de adecuacion entre la imagen del
brezo de Diggle y una realizacién simulada segin los pardmetros estimados del
modelo correspondiente. Este procedimiento puede usarse para distinguir entre
realizaciones de un modelo booleano y de ejemplos de las alternativas antes
consideradas. Esto es lo que ocurre en efecto con las realizaciones siguientes
que pertenecen respectivamente a un modelo booleano con A = 100 y grano
circular de radio uniforme en [0, 0.1] (figura 4), a un modelo de germen y grano
donde los gérmenes forman un proceso puntual de agregacién de parametros
A=46,p=3 y R=0.1, y la misma distribucién de grano (figura 5), y a un
modelo de germen y grano con el proceso puntual de los gérmenes de repulsién
con A = 320, y h = 0.085, y una distribucién de grano igual a las anteriores
(figura 6).

En efecto, a estas figuras corresponde una fraccion de vacio aproximada de
0.40 y los patrones de regularidad que en el apartado anterior observabamos
en los distintos procesos considerados se manifiestan en estas figuras en la des-
igual distribucién de zonas blancas y negras. Este comportamiento diferencial

Figura 4.

Modelo Booleano con A = 100 y grano circular de radio uniforme en €l intervalo
[0, 0.1].
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R

Figura 5.

Modelo de germen-grano con germen un proceso de agrupacién con A =46 y pu =3,
y grano circular de radio uniforme en el intervalo [0, 0.1].

Figura 6.

Modelo de germen-grano con germen un proceso de repulsién con A = 320, h = 0.085
y grano circular de radio uniforme en el intervalo [0, 0.1].
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queda también reflejado en la representacién de los funcionales resumen, a saber,
dilatacidn, clausura, apertura y erosién: dp(z), cp(z),o(B)(z) y ep(z) de las
figuras 4, 5 y 6 que son respectivamente las figuras 7, 8 y 9, donde se toma como
B el hexagono elemental de la trama de digitalizacion, y £ es un nimero natural.
Estos funcionales se estiman respectivamente por:

dp(z) = fravol(X @ zB)

cg(z) = fravol((X ® zB)© zB)
op(z) = fravol((X ©zB)@®zB)
ep(z) = fravol(X ©zB)

Definiendo como es usual

A®B = {z+yz€AyeB}= UAy: UB,
yeB TEA
AeB = [)4,=(A°®B)°
yeB

El diferente comportamiento de los distintos modelos en cuanto a la rapidez
de alcanzar sus valores extremos, sugiere que las variables que se recogen en
la tabla 1, derivadas todas ellas de los funcionales resumen de Ripley, pueden
servir de punto de partida en el problema de disenar un contraste que permita
distinguir entre los comportamientos de los modelos propuestos.

Tabla 1

Variable Significado de la variable

al area entre las curvas dg(r) y c¢p(r)
a2 area entre las curvas og(r) y eg(r)
a3 area entre las curvas dp(r) y eg(r)
dl99 menor valor de 7 tal que dg(r) > 0.99
cl99 menor valor de 7 tal que ¢g(r) > 0.99
dl95 menor valor de 7 tal que dp(r) > 0.95
cl95 menor valor de r tal que c¢p(r) > 0.95
er01 menor valor de r tal que eg(r) < 0.01
op01 menor valor de r tal que og(r) < 0.01
er05 menor valor de r tal que eg(r) < 0.05
op05 menor valor de r tal que og(r) < 0.05
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En Plaza (1991) se realiza un estudio exhaustivo de la capacidad que estas
variables tienen para discriminar entre los tres modelos, utilizando para ello 50
realizaciones aleatorias de cada uno de los modelos que dan lugar a las figuras
4,5y 6. El analisis discriminante mostrd que la variable a3, area comprendida
en un intervalo entre las curvas de dilatacién y erosién, presentaba por si sola
una capacidad discriminante similar al conjunto de las 11. La tabla 2 pone de
manifiesto este hecho.

. Tabla 2
clasificacién con las 11 var clasificacién con ag
grupo casos MB Cluster Hard MB Cluster Hard
MB 50 42 1 7 38 2 10
84% 2% 14% %% 4% 20%
Cluster 50 6 44 0 8 42 0
12% 88% 0% 16% 84% 0%
Hard 50 3 0 47 6 0 44
6% 0% 94% 12% 0% 88%
Bien clasificados 88.67% 82.67%

dil
ero

do

Figura 7.

Representacién de los funcionales resumen correspondientes a la figura 4.
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ero

oo

Figura 8.

Representacién de los funcionales resumen correspondientes a la figura 5.

dil
ero

do

Figura 9.

Representacién de los funcionales resumen correspondientes a la figura 6.
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Estos resultados nos llevan a la construccién de un test de Montecarlo basado
exclusivamente en la variable ag para contrastar las hipdtesis de que las figuras
4 y 5 corresponden a modelos booleanos. En un test de Montecarlo se trata de
comparar el valor de una caracteristica de un objeto real con la misma carac-
teristica medida sobre realizaciones de dicho objeto simuladas segin la hipdtesis.
Si el valor de la caracteristica medida en el objeto real es muy extremo con res-
pecto a los obtenidos por simulacién, ello proporciona evidencia en contra de la
hipétesis que se quiere contrastar. El funcionamiento del contraste lo probamos
como sigue:

a) Silafigura 5 correspondiera a un modelo booleano con grano circular de ra-
dio uniforme en [0, 0.1], de la expresién Prob {0 € X} = exp{—AEv2(X)}
se obtendria un valor de A por la estimacién de la fraccién de vacio 1 —p =
0.390. Resulta A = 89.92. Y se puede comparar €l area entre las curvas
de dilatacién y de erosién de la figura 8, que es 15.33, con el drea entre las
curvas estimadas sobre 50 realizaciones simuladas de un modelo booleano
con las caracteristicas que corresponderian a la figura 5 de serlo. El re-
sultado obtenido es que los 50 valores asi calculados estan en el intervalo
[16.38, 18.40].

b) En la figura 6 puede razonarse de manera aniloga obteniéndose 1 — p =
0.409 y A = 85.37. El area correspondiente entre las curvas de dilatacion y
de erosidn, que estdn en la figura 9, es 18.73. Y las dreas correspondientes
a 50 realizaciones simuladas de un modelo booleano con A = 85.37 y grano
circular de radio uniforme en [0, 0.1] estan en el intervalo [16.30, 18.40].

Obsérvese que para las cien simulaciones de los dos modelos booleanos, cin-
cuenta de cada uno, que nos han servido para comparar las areas entre las curvas
de dilatacién y erosién, y que corresponden a dos modelos booleanos muy pa-
recidos, ninguna de ellas ha dado valores del estadistico de contraste fuera del
intervalo (15.33, 18.73).

4. UN EJEMPLO REAL DE APLICACION

La figura 10 estd tomada de Margalef (1974, pag. 849). Corresponde a un
esquema de ‘brousse tigrée’ tomado de una fotografia aérea sobre 13°6'N, 10°E
en los bordes de un escudo lateritico; la parte negra corresponde a vegetacion
arborescente con Combretum.
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Figura 10.

Esquema correspondiente a una vegetacién arborescente con Combretum (tomado de
Margalef, 1974).

Sobre ella, tras ser digitalizada, se realizé e] proceso de estimacién paramétrica
con el método de las dilataciones de Ayala, Ferrandiz y Montes (1989a). En este
método se obtienen los valores de A, @ area media del grano y s perimetro medio
de X, de las ecuaciones:

P(z; € X€) = po = exp{—Aa}
P (zj € (X @TI)C) = p1 = exp {—/\ (a+ s;t)}

P (zj € (X @TZ)C) = py = exp {—A (a + %U(Tz) + Vz(Tz))}

donde T3 es un segmento de longitud ¢, y T3 un compacto con U (73} de perimetro
y A(T3) de drea.

En Plaza (1991) est4 la justificacién de la version digitalizada de este método,
cuyas férmulas para trama de digitalizacion hexagonal son:

P(:Bj € Xc) = po= exP{—)‘faIE(A(XO))}

pr = exp {—«\fa (JE(Am) + Eﬂﬂﬁ) }

P (z; € (X ®1iL)°) 3

P(z; € (X@iH)°) = pr=exp{-Ma(E(A(Xo) + (E(0(Xo) +3)i +3%)}
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con U y A los perimetros y areas digitales, f, = \/3/2a = 1.526E-5 el factor del
area. Expresiones éstas basadas en las féormulas para las areas de las dilataciones
de un conjunto convexo mediante un miltiplo del elemento estructural H de la
trama de digitalizacién hexagonal, y en la definicién de perimetro entero para
grano en el anillo convexo S(H), uniones finitas de conjuntos convexos para la
trama hexagonal con nimero de conectividad igual a 1.

Para i = 5 se obtienen los valores pg = 0.4309, p; = 0.2934 y p» = 0.0930,
que conducen a las estimaciones A = 332.6,¢ = 2.531E-3 y s = 1.729E-1. Si
por sencillez suponemos que la distribucién del radio del grano es uniforme,
entonces se obtiene que su intervalo de distribucién es [1.547TE-2, 3.957E-2]. Con
esos parametros se pueden obtener 19 realizaciones simuladas de este modelo
con fracciones de vacio en el intervalo 0.569:+£0.025. Tras digitalizarlas y calcular
las curvas de dilatacién y erosion, se tiene que los 19 valores correspondientes al
estadistico de contraste estan en el intervalo (8.50, 8.89), y el correspondiente a
la imagen de la figura 10 es 8.48.

Este resultado apuntaria a una tendencia hacia un modelo de agrupacién en
el proceso puntual de los gérmenes.

El disefio del contraste basado en el estadistico propuesto, drea en un inter-
valo entre las curvas de dilatacidn y erosidn, estd pensado para detectar altera-
ciones en la distribucién del proceso de Poisson de los gérmenes, permaneciendo
idéntico todo lo demas. Desde el punto de vista tedrico es interesante estudiar
la robustez de este estadistico frente a cambios de la forma y la distribucién
del tamarfio de los granos, o incluso de la forma del elemento estructurante B
utilizado en las operaciones morfolégicas. En este trabajo el objetivo principal
es presentar un contraste que supone, en nuestra opinidn, una cierta mejora en
los sentidos apuntados respecto de los contrastes propuestos hasta ahora, y que
presenta gran aplicabilidad en la préctica.

5. AGRADECIMIENTOS

La precision de muchos de los aspectos de interés que puedan contenerse en
este articulo se deben a la benevolencia y al buen criterio del desconocido referee
al que no podemos dejar de expresar nuestro mas sincero reconocimiento.
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ENGLISH SUMMARY:
A TEST IN GERM-GRAIN MODELS

Plaza, M. and Montes, F.

1. BOOLEAN MODEL AND ALTERNATIVES

The Boolean model is a random set that can be considered as a particular
case of those models called by Hanisch (1981) germ-grain models. These models,
in ]Rz, are random closed sets defined by

X = U (.’L’n +Xn),
n>1

where & = {z,} is a point process and {X,} is a sequence of compact sets,
both in R?. For the Boolean model, X = (Xg, A),® is a Poisson process with
parameter A, and the compact sets, {X,}, are i.i.d. as X verifying Eva(Xo @
K)] < 400 for all compact K, where vy stands for Lebesgue measure in IR”.

The aim of the paper is to derive a test procedure for the Boolean model that
detects the deviation of the model towards its natural alternatives: the hard-
core model (with a hard-core process as germs) and the cluster model (with a
Poisson cluster process as germss).

2. ESTIMATION AND TEST IN BOOLEAN MODELS

A large part of literature on parametric estimation for Boolean models is
devoted to ball models in IR? : Dupaé (1980), Serra (1982), Kellerer (1985) y
Ayala, Ferrandiz and Montes (1989b).

The most interesting testing methods for bidimensional models have been
proposed by

(1) Diggle (1981): he uses the theoretical first contact distribution function,
Hg(z), and the estimated from a simulated Boolean model with the same
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probabilistic characteristics, Hs(z), in a Montecarlo test based on the rank
a . 2
of Tp = / (HS(:(:) - Hs(z)) dz.
0

(2) Serra (1982): he proposes to compare the experimental functions g(z) =
—log(1 — Hs()) or h(z) = —log (Q(:ch)) , where Q(zSo) = P(zSy C
X°¢), with a quadratic polynomial, its theoretical counterpart in the case
of a Boolean model. The method was improved by Hall (1988).

(3) Ripley (1986, 1988). He suggests a test method based on the joint graph
of the dilation, erosion, opening and closing curves for the observed and
simulated images.

A detailed examination of these methods allows us to point out that:
(1) estimation and test methods are very related,
(2) all of them, except Diggle’s methods, are visual,

(3) they give no orientation about the direction of the deviation when the
Boolean hypothesis is rejected.

3. A TEST BASED ON THE AREA BETWEEN THE DILATION
AND EROSION CURVES

From realizations of a Boolean model (fig. 4) and two germ-grains models
with the same grain distribution as that but different germ processes, a cluster
Poisson process (fig. 5) and a hard-core process (fig. 6), and all of them with
similar volume fraction, we estimate the dilation, erosion, opening and closing
curves by means of

dilation dg(z) = vol frac (X @ zB)

closing cp(x) vol frac (X ® ¢B) © 2B)
opening op(z) vol frac (X © zB) @ zB)
erosion eg(z) = vol frac(X © zB)

The figs. 7, 8 and 9 show the joint graphs of these curves for the three models and
following Ripley’s suggestion some parameters, listed in table 1, are derived. An
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exhaustive study about its capability for discriminating among the three models
can be found in Plaza (1991). The study concludes, see table 2, that the area
between the dilation and erosion curves, in a fixed interval, can be used alone
for this purpose and a Montecarlo test based on it is derived.

4. APPLICATION TO A REAL EXAMPLE

Fig. 10 shows an aerial photograph, taken from Margalef (1974, pag. 849),
where the black part is an arborescent vegetation called combretum. In order
to describe it by means of a Boolean model, we digitalize the image and the
dilations method proposed by Ayala, Ferrdandiz and Montes (1989a) furnish us
estimations for A, a, the mean area of Xy, and s, the mean perimeter of Xj.
In this case A = 332.6,a¢ = 2.531E-3 y s = 1.729E-1. These values are used
to simulate 19 realizations of the corresponding Boolean model and on each the
are between dilation and erosion curves is calculated being 8.50 and 8.89 the
extreme values. For our image in fig. 10 this value is 8.48, the smallest one,
suggesting a clusterization in the germ process as an alternative to the rejected
Boolean model.
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QUANTILE PLOTS IN THE ANALYSIS OF
HETEROSCEDASTIC MODELS

M. PEPIO and C. POLO
Laboratorio de Estadistica
E.TS.EILT.- U.P.C.

Recent developments in qualily engineering methods have led to con-
siderable interest in the analysis of variance, building a dispersion
model, identifying important effects from replicated experiments and
checking for significance by means of a half-normal plot. A metho-
dology based on a chi-squared quantile plot 1s presented here for che-
cking first the presence of heleroscedasticity, outliers and other data
peculiarilies, and afier the estimation stage a new stepwise procedure
lests for significant effects.

Quantile Plots in the Analysis of Heteroscedastic Models.

Keywords: Chi-squared Plot; Dispersion Model; Stepwise Test.

1. INTRODUCTION

In the process of ascertaining the functional relationship amongst the obser-
ved response and the experimental factors, two points are to be considered.

—Article rebut el juliol de 1991.
—Acceptat el novembre de 1992.
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On the one hand, to include in the model all knowledge anticipated by the
physical nature of the phenomena under analysis and, on the other hand, to look
graphically into the data to reveal specific shapes to modelize the response. From
a data analytic viewpoint, one would like to have procedurres which use some
sort of statistical model for aiding the process of making inferences, while at the
same time not requiring a commitment on any narrow specification of objectives,
including the unquestioned acceptance of all the assumptions made in the model.
Thus the techniques should have value not only for identifying possibly real
effects but also for indicating the presence of outliers, heteroscedasticity and
other peculiarities which are often assumed to be non-existent by the formal
model.

2. QUANTILE PLOTS

Quantile plots [2, 3, 4] are general purpose displays that portray many distri-
butional features of a set of data. Quantile plots not only are useful for graphi-
cally describing the distribution of a set of data values, but they can also be used
to assess the fidelity of a set of data to a hypothesized probability distribution.

For many analyses the calculation and plotting of quantiles will suffice to
enable an experimenter to discover most of the salient distributional features of
a data set. This technique allows an analyst to see more complex variations in
the data than those that are provided by simple summary statistics. The entire
range of the distribution can be examined, and subtle shifts in shape, location
and spread are easily detectable by departures from linearity, zero intercept and
unit slope.

The most widely used quantile plot is likely the Normal Probability Plot,
comparing the empirical distribution function of a set of data with the Normal
distribution function. Be y1) < --- < y,) the ordered observations, p; a cu-
mulative proportion associated with the i—th ordered observation —(i — 0.5)/n
and i/(n + 1) are very common— and ¢(p;) the standard normal quantile, the
Normal Probability Plot is a plot of the points {yuy, ¢(pi)}, i =1,...,n.
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3. QUANTILE PLOT FOR VARIABILITY

Common variance is a standard assumption in many statistical analysis (Li-
near Model, Anova, etc.) checked afterwards by means of a plot of residuals
versus the predicted values. Nevertheless, if there are r replications within each
cell of a multiway cross-classification or within each treatment of an n = 2%, pos-
sibly fractional, factorial experiment, then the analysis leads to n sums of squared
derivations from the within-replication mean, s?,...,s2, each with v = r — 1
degrees of freedom.

Given the assumption of normality and no correlation, to test the homos-
cedasticity and assess the relative magnitudes of s2,...,s2, these once divided
by the unknown variance can be considered as a random sample from a central
chi-squared distribution and the appropiate quantile plot is thus a plot of the
ordered values s? (1 < s , against the quantiles of a x? distribution with
r — 1 degrees of f)reedom If all observations have the same variance the plot
configuration would be linear with zero intercept and the slope would be an
estimate of the common variance. But if the configuration is suggestive of two
or more straight lines a reasonable interpretation would be that the treatments
or cells belonging to the same linear piece have an underlying common variance
but those that belong to two different pieces do not share a common variance.

4. DISPERSION MODEL

If lack of homoscedasticity is detected a commonly used method for iden-
tifying important dispersion effects from replicated experiments is based on a
least squares analysis of the logarithm of the within-replication variance [1].

Let Y;;(i=1,...,n;5 = 1,...,r) be the responses of r replications of an n =
2% factorial experiment. The data are supposed to follow a location-dispersion
model
(1) Yi; = m; + 05645

where the ¢;; random values are independent, normally distributed, with zero
mean and unit variance. A model [5, 7] relates the variances 2 to the dispersion
effects 0; by means of

(2) h(o?) = Af
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where o2 is the vector of variances, # the vector of unknown parameters, A
denotes the regression matrix associated with the design and a; will be used to
denote the ith row of A. For inference about the dispersion effects we use the
sums of squared deviations from the within-replications mean 7,;,

3) Sz':Z(Yij"‘-?Ly i=1,...,n
i=1 .

and then S;/a? = u; is distributed x2 with v = r — 1 degrees of freedom. Thus,
in order to have an additive model, we take logarithms (h(e) =1n), getting

InS;=Inol+Inu; =a;f +Iny;
where the random component Inu; is In x2.

With the least squares estimator é,

. 1 j
(4) 62 = — lea"9

is an unbiased estimator for the variance of each treatment.

If 62 is a good estimate of o? then a plot of S;/62 against the quantiles
of the x? distribution with v = r — 1 must show the whole set of points near
to a straight line through the origin. Then a stepwise method to find out the
significant dispersion effects §; is to introduce in the regression function the
estimated effects one by one as per biggest absolute value to obtain the estimates
62 and the quantile plot. If the plot shows any kind of departure from the
straight line the regression function is incomplete requiring at least a new term.
The procedure ends when the plot may be considered as sufficiently null and no
other departures are uncovered.

5. AN EXAMPLE

Pignatiello and Ramberg [6] presented an experiment concerning the deve-
lopment of a heat-treatment process of leaf springs in trucks so that the free
height, Y, of a spring in an unloaded condition be as close as possible to the
target value of eight inches with minimum variability. The design factors were
B, furnace temperature; C, heating time; D, transfer time; £, hold down time,
and O, quench-oil temperature. Among the five factors, quench-oil temperature
is not easily controllable, and Pignatello and ‘Ramberg treated it as both a con-
trol factor and a noise factor. In our analysis we treat quench-oil temperature as
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a control factor to estimate the regression function for the dispersion model and
check for its significance. This results in three replications of a 2°~! factorial.

The data are presented in Table 1, jointly with the treatment means, Y;, and
the sums of squared deviations, S;.

Table 1

Data From a Replicated 2°~! factorial experiment.

N2 B C BC D BD CD E O Yij Y; S;

+1 -1 =1 41 -1 +1 +1 -1 —1 7,78 7,78 7,81 7,79 0,0006
+1 41 -1 =1 -1 -1 41 +1 —1 8,15 8,18 7,88 8,07 0,0546
+1 -1 41 -1 -1 +1 -1 41 =1 7,50 7,56 7,50 7,52 0,0024
+1 +1 41 41 -1 -1 -1 -1 =1 7,59 7,56 7,75 7,63 0,0208
41 -1 -1 +1 41 -1 -1 +1 —1 7,94 8,00 7,88 7,94 0,0072
+1 +1 -1 -1 41 +1 -1 -1 =1 7,69 8,09 8,06 7,95 0,0993
+1 -1 +1 -1 41 -1 +1 -1 —1 7,56 7,62 7,44 7,54 0,0168
+1 41 +1 41 +1 +1 +1 +1 -1 7,56 7,81 7,69 7,69 0,0312
+1 =1 =1 +1 -1 +1 +1 =1 +1 7,50 7,25 7,12 7,29 0,0745
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 7,88 7,88 7,44 7,73 0,1290
+1 =1 41 -1 -1 41 —1 41 +1 7,50 7,56 7,50 7,52 0,0024
+1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 7,63 7,75 7,56 7,65 0,0184
+1 =1 =1 41 41 -1 =1 +1 +1 7,32 7,44 7,44 7,40 0,0096

||V x| W=

—
o

—
—

—
[

[E,
w

—_
S

+1 +1 -1 -1 41 41 -1 -1 41 7,56 7,69 7,62 7,62 0,0084
+1 -1 +1 -1 41 -1 41 -1 41 7,18 7,18 7,25 7,20 0,0033
+1 41 41 +1 +1 41 41 41 +1 7,81 7,50 7,59 7,63 0,0510

—_
(S}

—
D

Fig. 1 is quantile plot of the ordered S;, displaying, as we may see, two distinct
set of points. Accordingly, we apply least squares to estimate the dispersion
effects, 8, as shown in Table 2.
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Table 2

Estimates of the dispersion coefficients.

Alias 0 o ¢’
I -4.2382 —-4.3739 —4.2924
B+ CDE 0.9443 1.0800 0.9985
C+ BDE —0.2832 —0.1475 —0.2290
BC + DE 0.0005 —0.1352 —0.0537
D+ BCE 0.1241 0.2598 0.1784
BD+CE —0.2133 —0.3490 —0.2676
CD+ BE 0.3364 0.2007 0.2822
E+BCD 0.1078 0.2435 0.1620
o 0.1401 0.0044 0.0859
BO —0.2952 —0.1595 —0.2410
co —0.2974 -0.1617 —0.2431
DO —0.5549 —0.4192 —0.5006
EO 0.0648 0.2005 0.1190
BCO 0.5448 0.4091 0.4906
BDO 0.2154 0.0797 0.1611
CDO 0.4282 0.2924 0.3739

The biggest absolute effect is associated to factor B, furnace temperature, giving
the estimates

52 = % EXP [—4.2382 + 0.9443" B]

and Fig. 2(a) plots the ordered S;/6% against the quantiles of the x? distribution
of v = 2. This figure shows all points except one near a straight line through the
origin. The anomalous point corresponds to Sg. We proceed to introduce the
next biggest absolute effect into the regression function to obtain the estimates
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62 = % EXP [-4 — 2382 + 0.9443" B — 0.5549" D* O}

and the quantile plot of Fig. 2(b). This figure displays a pattern similar to that
of panel 2(a) and the deviant point corresponds again to the same treatment.
Then Sy is considered an outlier and in order to correct it the bigger or the
smaller replicate must be replaced by the average of the other two. If the bigger,
7.5, is the replaced one, then S5 = 0.0085 and the estimated effects are denoted
g* and exhibited in Table 2. The quantile plots of Sy /632 and S} /642 are shown
in panels (a) and (b) of Fig. 3, and none is a null one. But when we replace the
smallest data value, 7.12, we obtain S§ = 0.0313, the effects ¢’ of Table 2 and the
quantile plots of Fig. 4. The first three panels, (a), (b) and (c), are associated to
the regression function with only one, two and three effects introduced according
their biggest absolute value. Looking at these plots we see that the anomaly has
been removed and can infer that only factor B effects dispersion, thus

(5) 5 = -;-EXP [~4.2924 + 0.9985" B]

is the best estimate of the variability associated to each treatment. Fig. 4(d)isa
quantile plot of the sums of squared deviations, S}, once amended the anomalous
value of number 9 treatment. This exhibit also shows two distinct straight lines
proving the heteroscedasticity of the process.

Q;

Figure 1.
Chi-squared quantile plot corresponding to Table 1.

141



4
(9 o & 1 (9) o]
6 i 6 oo N
o ] 1 0
4 b i 4 B SIS SR 4
N : o ]
L -] B
g bog . a2 L. O 2
i ;
0o ! I — 0 i $ 1
0 10 20 30 0 4 8 i2 16
(a) Si/63; (b) S:/é3;
Figure 2.

Q-plots for the stepwise regresion.
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Figure 3.

Chi-squared probability plots disentangling the outlier.
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Plots for removing the outlier and looking for significance.
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Figure 5.

Q-plots of two subsets of sums of squared deviations.

Since the process variability only depends on factor B, the sums of squared
deviations can be split in two sets of equal variance according the B levels, and
a quantile plot of each set has to show a linear configuration. Fig. 5 exhibits
these plots: panel (a) displays data as measured and shows clearly two straight
lines and one deviant point, Sg. Panel (b) of figure § corresponds to the sums of
squared deviations after amending that anomaly, its configuration corroborates
the conclusions of our analysis.
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CIRCULACIONES Y FLUJO MAXIMO CON
COTAS PARAMETRICAS

H.I. CALVETE y P. MATEO
Universidad de Zaragoza

Se estudian los problemas de obtencion de circulaciones factibles y
de flujo mdrimo en redes con cotas inferiores y superiores sobre los
arcos, que son funciones lineales dependientes de un pardmetro. Se
caracteriza la existencia de circulaciones paramélricas y de flujos
paramélricos factibles y se dan condiciones necesarias y suficientes
para la optimalidad de un flujo paramétrico. Finalmente, se proponen
algoritmos que permiten su cdlculo.

Circulations and maximum flow parametric bounds.

Keywords: Maximum flow, circulation, parametric.

1. INTRODUCCION

El objeto de la programacién paramétrica es estudiar el comportamiento de
las soluciones éptimas y de la funcién objetivo de un problema cuando se realizan
modificaciones en sus coeficientes. Este tipo de estudio tiene importancia ya que
en muchas aplicaciones se presentan un gran nimero de problemas que difieren

—Article rebut el novembre de 1991.
—Acceptat el juliol de 1992.
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uno de otro sélo en pequefias modificaciones del problema original. Desde el
punto de vista de la programacion lineal, el problema se resuelve calculando la
solucién 6ptima para intervalos adyacentes de variacién del parametro. Si el
problema es Max Z = ¢’z sujeto a {Az = b()),z > 0, € [0,A]} entonces
la funcién Zmax(A) es una funcién lineal a trozos, continua y céncava sobre
el intervalo en el que existe solucién. Ademds, dados dos puntos de ruptura
Ak < Ak41 ¥ una solucién éptima x* para A*, Ap < A* < Agp1,x* es Optima
sobre el intervalo cerrado [Ag, Ag41] (véase Gal (1979)).

Ruhe (1985) aplica esta aproximacién, que a menudo se denomina horizontal,
al problema de méximo flujo paramétrico. En ella se construye la solucién
optima y el valor del maximo flujo “trozo a trozo”, es decir, en cada etapa
del algoritmo se obtiene la solucién 6ptima para un intervalo de variacién del
parametro adyacente al de la iteracién anterior. En consecuencia, se dispone de
la solucién exacta sobre los intervalos adyacentes ya estudiados, pero no se tiene
informacién sobre la solucién éptima para el resto de los valores del parametro.

Hamacher y Foulds (1989) desarrollan una aproximacién distinta al trata-
miento de este problema, en la que, en cada iteracidn, se determina una mejora
del flujo existente definida sobre todo el intervalo de variacion del parametro.
Esta aproximacion se denomina vertical. En este caso, el valor éptimo de la
funcién objetivo se aproxima por una funcién continua y lineal a trozos, sobre
el intervalo en el que existe solucién.

En la figura 1 se ilustran ambas aproximaciones. La linea gruesa indica el
valor de Z(A), que aproxima Zmax{}), obtenido tras dos iteraciones. La flecha
sehala el sentido en el que se mueve el algoritmo.

En este articulo se considera el problema de obtener circulaciones factibles y
de determinar el valor del flujo maximo que puede circular por una red en la que
hay definidas cotas superiores e inferiores sobre los arcos que son funciones linea-
les de un parametro A, que toma valores en el intervalo [A1, A2]. Los algoritmos
que se presentan, en la linea del propuesto por Hamacher y Foulds, consideran en
cada iteracién flujos no triviales sobre todo el rango de variacién del parametro,
que se acercan de una manera “vertical” a una circulacién factible o a un flujo
maximo.

En la seccién 2 se introducen los conceptos basicos, y se obtienen condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de una circulacién paramétrica y de un
flujo paramétrico factibles. La seccién 3 incluye un algoritmo para la obtencién
de una circulacién paramétrica factible basado en una técnica de etiquetado.
Dado el caso, el algoritmo determina asimismo un conjunto de nodos para el
que no se verifica la condicién de existencia de circulaciones factibles. En la
seccién 4 se caracterizan los flujos paramétricos mdximos. La seccién 5 incluye
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un algoritmo para la obtencién de flujos paramétricos maximos, a partir de
un flujo paramétrico factible. Finalmente, en la seccidén 6, se muestra un caso

ilustrativo.

vt s rrrvy

///////(////////(/////////./// v
- A

vrrerecrae

A A

a) Aproximacién horizontal

Z
(A
7
Z
7
z
V4
A
Z

b) Aproximacién vertical

Figura 1. Cdlculo del valor de un flujo maximo paramétrico.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y CONDICIONES DE
FACTIBILIDAD

Sea la red dirigida G = [N, A] con conjunto de nodos N = {1,...,n} y
conjunto de arcos A = {(i,5):¢,j € N}. Para cada arco (7, j), se definen una
cota inferior paramétrica l;;(A) = ai; + Ab;; y una cota superior paramétrica
cij(/\) = a;; + /\b,’j.
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El intervalo de variacién del pardametro es tal que, para cada A, 0 < §;;(}) <
¢ij(A), para todo (i,j) € A. Dicho intervalo se denotara por [Ay, Ag].
Definicién 2.1

Un flujo paramétrico sobre el arco (i, j) es una funcién lineal a trozos fi;(A)
definida en el intervalo [A1, Ao], tal que l;;(X) < fi; (A) < €i5(A), VA € [A1, Ag].
Notacién

Dados X,Y C N, denotaremos (X,Y) = {(¢,j) € At € X,j7 € Y}. Si
sobre el conjunto de arcos A se tiene definida una funcién dependiente de un
parametro H;;(}), denotaremos H(X,Y;A) = Z Hii(A).

(i,5)e(X,Y)

Definicién 2.2

Llamaremos circulacién paramétrica en la red G ala funcién f: A x[A1, As] —
R™* tal que a ((¢,3), A) hace corresponder f;;(A), de forma que se verifica, para
cada A € [A1, Ag],

(2.1) Yo )= Y () =0  VieN
(i.5)€A (G,i)€A
(2.2) 0(A) < lii(A) < fi;(A) S eij(d) V() €A

donde 0(A) = 0,VA € [Aq, Ag].

Teorema 2.1

Una condicién necesaria y suficiente para que exista una circulacién pa-
ramétrica factible en el intervalo [A1, A2] es que VX C N y VA € [Aq, Ag]

(2.3) (X, X;0) > (X, X; )

Demostracién

Fijado A* € [A1, 2], la existencia de una circulacién factible es equivalente
a la existencia de un flujo de valor (N, N;A*) en lared G’ = [N’, A'], donde
N'= NU{s,t}, A’ = AU{(s,7),i € N}U{(%,t),i € N}, en la que hay definidas

capacidades
(A7) —1; (A7) (1,5) € A
C:] =

(N, 7; 3) i=s,jEN
I(i, N; 3*) i€N,j=t
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Para ello, una condicidén necesaria y suficiente es que cualquier corte que se-
pare s y t en lared G’ tenga al menos capacidad (N, N; A*). Esto se transforma,
véase Ford y Fulkerson (1962}, en que una condicién necesaria y suficiente para
que exista una circulacién factible con respecto a las cotas fijas I;;(A*) y ¢;;(A*)
es que, YX C N se cumpla

(X, X;2%) > U(X, X;0%)

En consecuencia, al variar A* se obtiene la condicién (2.3).

Sean ahora 1 y n nodos distinguidos denominados nodo entrada y nodo sa-
lidad de la red, respectivamente.

Definicién 2.3

Llamaremos flujo paramétrico de 1 a n en la red G a la funcién f: A x
[M1,A2] — R* tal que a ((4,7), ) hace corresponder fij(X), de forma que se
verifica, para cada A € [Aq, Aq],

v(A) i=1
(24) YooM= DD ) = S0 i#1,n
(i,J)eA (4i)eA —v(A) i=n

(2.5) 0(A) < (A) < fi(A) < ei5 () V(i,j) e A
La funcidn lineal a trozos v(A) recibe el nombre de valor del flujo paramétrico.

El problema de maximo flujo paramétrico consiste en encontrar un flujo pa-
ramétrico de valor v*(A) tal que v*(A) > v(A), VA € [A1, A2] y Vu(A) valor de un
flujo paramétrico.

Teorema 2.2

Una condicidn necesaria y suficiente para que exista un flujo paramétrico
factible de 1 a n en el intervalo [A1, Az] es que VX C N tal que {I,n} C X ¢
{Lin} CX, y VA€ [A, ]

(2.6) (X, X;0) > UX,X; )
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Demostracién

Considerando la red ampliada G* = [N, A*] en la que se han afiadido los
arcos (1,n) y (n,1) con cotas inferior y superior 0 e 0o, respectivamente, es
equivalente encontrar un flujo paramétrico factible de 1 a n en la red original
y una circulacién factible en la red ampliada. Aplicando el teorema 2.1, la
condicién (2.3) resulta trivial si 1 € X y n € X, o viceversa.

3. CONSTRUCCION DE UNA CIRCULACION FACTIBLE

El algoritmo que se describe a continuacién para el calculo de una circulacién
paramétrica factible consta de dos etapas, una de etiquetado de nodos y otra de
cambio de flujo sobre los arcos de la red.

Cada nodo j que se etiquete recibira etiquetas de la forma (p;, i, ¢;,€;(2); I;)
6 (pj,i”,¢i,€5(A); I;), donde p; es un indice que permite numerar las sucesivas
etiquetas que se le asignan al nodo j; ¢ es el nodo, ya etiquetado, desde el que
se etiqueta j; el simbolo “4” indicard que se estd utilizando el arco (¢, j) para
etiquetar j, y el simbolo “~” que se utiliza el arco (j7,17); ¢; es el nimero de la
etiqueta del nodo 7 que se utiliza en el calculo de la funcidén €;(A); y €;(A) es una
funcién que toma valor distinto de cero en un conjunto de puntos I; C [A1, Ag),
que se definird posteriormente.

En un momento cualquiera del algoritmo, un nodo puede estar etiquetado y
completamente examinado (con todas sus etiquetas examinadas), etiquetado y
no completamente examinado (alguna etiqueta permanece sin examinar), y no
etiquetado.

El algoritmo puede comenzar con cualquier f que satisfaga las ecuaciones
(2.1). En particular, podemos tomar f = 0.

Se selecciona un arco (k,h) que no verifique las condiciones (2.2). En este
caso, existen valores del pardmetro A tal que

a) lkh(/\) > fkh()\) 6
b) fkh(/\) > Ckh(/\)-
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Caso a): Sea I* = {A € [A1, Ao]: lkn(X) > frn(A)}. Se comienza asignando a h
la etiqueta (1,k%,,,()); 1) donde

en(A) = len(A) — fen(A), I =TI

A continuacidn se trata de determinar una trayectoria desde h hasta k apli-
cando las reglas de etiquetado «que se detallan mas adelante. Si se consigue
etiquetar el nodo k se detiene la rutina de etiquetado, se define ex(A) = 0 para
A € [A1, A2]\Ik, ¥ se pasa a la etapa de cambio de flujo cuyas reglas se indican
posteriormente. Tras completar dicha etapa, es decir, una vez llegados al nodo
h, se suma ¢ () al flujo que circula por el arco (k, k).

Caso b): Sea I* = {A € [A1, A2]: fen(A) > ckn(A)}. Se comienza asignando a k
la etiqueta (1,h™,®,c5(A); [;) donde

ex(A) = fen(A) — cen(A), IL=I

A continuacién se trata de determinar una trayectoria desde k hasta h apli-
cando las reglas de etiquetado. Si se logra etiquetar el nodo h se detiene la
rutina de etiquetado, se define €,(A) = 0 para A € [A1, A2]\Ih, y se pasa a la
etapa de cambio de flujo, que se aplica intercambiando k por i y h por k. Tras
completar dicha etapa, es decir, una vez llegados al nodo k, se resta £,(A) al
flujo que circula por el arco (k, h).

El proceso se repite, borrando cada vez las etiquetas de los nodos, hasta que
el arco (k, h) verifique las condiciones (2.2). Estas etapas se iteran hasta que
todos los arcos cumplan dichas condiciones.

Si en el proceso de etiquetado existe algin conjunto I de valores de A para
el que es imposible llegar desde h hasta k (o desde k hasta k), entonces, para
todo A € I, no existe una circulacién paramétrica factible. En efecto, sea X el
conjunto de nodos 7 etiquetados en los que en alguna etiqueta I; D I, entonces,
por las reglas de etiquetado,

fii(A) > eij(A), V(E,5) € (X, X) ¥y fii(A) <li(A), V(5,9 € (X, X), rel

y ademads, para el arco (k,h) 6 fen(A) > cxa(A) 6 fen(A) < lga(A), en conse-
cuencia

0=Ff(X,X;N) = f(X, X;2) > (X, X;0) — (X, X;)), Vrel

y en consecuencia se incumple la condicién (2.3).
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Reglas de etiquetado

Sea ¢ un nodo cualquiera etiquetado y con alguna etiqueta sin examinar. Sea
ésta (pi, g%, qq,€i(A); I;), entonces

(1) Seidentifican todos los nodos j para los que existe I’ tal que fi; (X) < ¢;;(A)
con A€ I'e I'NI; # 0. A estos nodos se les asigna la etiqueta

(pir it qi,6;(A); i =I'N L)

donde p; es 1 si es la primera etiqueta de ese nodo, si hay mas etiquetas
se incrementa en una unidad el indice de la tltima; ¢; es el indice p; de
la etiqueta que se estd examinando, cuyo €;(A) se utiliza en el célculo
de la funcién €;(A); y €5(A) = min{e;(A), ¢;j(A) — fi;(A)} calculado para
xel'nli;.

(2) Se identifican todos los nodos j para los que existe I’ tal que f;;(A) > lj;(X)
conX€I' e I'NI #0. A estos nodos se les asigna la etiqueta

(jri",00,6i(A); [ = I'0 1)
donde p; y ¢; estin definidos como en (1), y €;(A) = min{e;(A), fji(A) —
l;;(A)} calculado para A € I' N I;.

Si al tratar de asignar una etiqueta al nodo j, el conjunto I; que se construye
estd incluido en el correspondiente conjunto de otra etiqueta de dicho nodo, el
etiquetado no se realiza.

Este proceso se repite con todas las etiquetas del nodo 7 que en ese momento
estén sin examinar. Al finalizar, el nodo ¢ pasa a estar etiquetado y completa-
mente examinado. Si eventualmente el nodo ¢ recibe alguna nueva etiqueta, su
situacién cambiard a etiquetado y no completamente examinado.

Se elige un nuevo nodo no completamente examinado y se repite el proceso.

Reglas para el cambio de flujo
En esta etapa el nodo k estara etiquetado.
Si la etiqueta del nodo k es de la forma (1,j%,q;,ex(A); Ix), sustituimos

fix(X) por fix(A) +ex ().

Sea el nodo j, seleccionamos la etigueta cuyo indice p; coincide con el valor
g; de la etiqueta del nodo k. Aquélla podra ser alguna de las siguientes:
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a’) (pj,it,qi,€5(A); Ij)

b) (pi, i, 4 €j (A); Ij)
En el caso a’) sustituimos f;;(A) por fij(A)+ex(A). En el caso b’) sustituimos
fis(X) por f;:(A)—ex(X). Se pasa al nodo ¢ y se le aplica el mismo procedimiento,

hasta llegar al nodo h. Una vez alcanzado el nodo h se vuelve al procedimiento
general.

Si la etiqueta asignada al nodo k fue (1,77, ¢;,ex(A); It), sustituimos fi;(A)
por frj(A) — €x(A). Se selecciona el nodo j y se repite el proceso anterior.

4. CA’RACTERIZACIC')N DE UN FLUJO PARAMETRICO
MAXIMO

En lo que sigue consideraremos como intervalo de variacién del parametro
aquel intervalo [A, A2], no vacio, para el que el problema planteado tenga so-
lucién factible.

Definicién 4.1

Un m—corte es un conjunto de m cortes que separan 1y n, (X1, X1),. -,
(Xm,Xm), cada uno de los cuales tiene asociado un conjunto de valores del
pardmetro, Iy, ..., Iy, que forman una particién del intervalo [Aq, As].

El m—corte se denotara por X = ((Xl,Yl), ciey (Xm,j(—m); L,..., Im) .

Denotando 1 4(e) la funcién indicador del conjunto A, se define la capacidad
del m—corte como la funcidn lineal a trozos:

Ch = i(c(xr,Y,;A)—z(“X,,X,;,\))1,,(,\):

I
NE

Z C,‘j(/\) - Z Iji(’\) ]I-Ir(’\)

T \Gj)e(x-X,) (3,0)e(X+X:)

,}
i

155



Lema

Para cualquier m—corte X, de capacidad C(A), y cualquier flujo paramétrico
factible de 1 a n, f, de valor v(}) se verifica:

v(A) < C(A), VXe[r, ]

Demostracién

Sea A* € [A1, Ag] cualquiera, pero fijo. Sea r el indice tal que A* € I.. Como
(Xr, X,) es un corte que separa 1 y n, puede escribirse:

v(A) = f(Xn, Ko ) X)) = f(Xr, Xes X7) <
< X, X M) = I(X 1, X X5) = C (W)

Luego
v(’\) < C(’\)) Vie [’\l>)‘2]'

Teorema 4.1: Teorema del flujo paramétrico mdzimo — minimo m— corte.

El flujo paramétrico f, de valor v(A), es un flujo paramétrico maximo si y
sélo si existen m y un m—corte asociado, de capacidad C(}), tal que

(4.1) v(A) =C()), VA€,

Demostracién

Para demostrar la suficiencia, basta considerar que si v(A) = C(}), VA €
[A1, A2], por el lema anterior este flujo paramétrico alcanza el maximo valor
posible, luego serd un flujo paramétrico maximo.

Sea ahora un flujo paramétrico maximo f de valor v(A). Construimos ite-
rativamente un m—corte siguiendo el algoritmo cuya descripcién de alto nivel
se da en la tabla 1. En él, se subdivide iterativamente el intervalo [A;, A2] en
subconjuntos I, para los que se toma X, como el conjunto de los nodos a los que
se puede llegar desde el nodo 1 por trayectorias que incluyen arcos (¢, j) para los
que fij(/\) < Cij(/\) 6 fij(/\) > l,'j(/\),/\ €l..

Comprobemos que efectivamente es un m—corte. La construccién por divisi-
ones sucesivas garantiza que {I,, » = 1,...,m} es una particién. Ademas, cada

156



par (X,, X, ) es un corte que separa 1 y n. En efecto, por construccién, 1 € X, ;
supongamos que n ¢ X,. Existiria entonces una trayectoria de 1 a n, con todos
sus nodos en X,, tal que sobre los arcos hacia adelante, (i, j), de la trayectoria
se cumple f;;(A) < ¢;;(A) y sobre los arcos hacia atras, (7, 1), fji(A) > {;;(A) para
cada A € I,.

Se calculan entonces, para A € I, las siguientes funciones:

€1(A) = min (e;;{A) — fi;(A)) sobre los arcos hacia adelante de la trayectoria

€2(A) = min(f;;(A) — I;;(A)) sobre los arcos hacia atras de la trayectoria

_ [ min{e1(A),e2(N)} A€l
Sea €(A) = { 0 A€ [A, A\

Construimos un nuevo flujo paramétrico f* que coincide con f en los arcos
no incluidos en la trayectoria, que toma valor f;;(A) + €(A) en los arcos hacia
adelante de la trayectoria y valor f;;(A)} —e(A) en los arcos hacia atras.

Puede comprobarse sin dificultad que f* verifica las condiciones (2.4) y (2.5},
y el valor del flujo es v*(A) = v(A) + €(A). Ademas, para A € I, e(A) > 0, por
tanto v*(A) > v(A), en contra de la hipétesis de que f era un flujo paramétrico
maximo. En consecuencia, n € X,, paratodor, y X = ((X1,X1),...,(Xm,
Xm);Ti,...,I;m) es un m—corte.

Notemos que, una vez construido el m—corte:
f(Xr)—Xr; )‘) = C(Xr,7r§ )‘) y f(YmXﬁ /\) = 1(71'; Xr; /\)a A€,
r=1,...,m.

En efecto, supongamos que f(X,, X,; ) < ¢(X,, Xr; A) para algiin r y para
todo A € I’ con I' C I,. Entonces existe al menos un arco (7, j) tal que i €
Xrj € Xr y fij(A) < ¢i5(X),A € I'. Por construccién de X, dicha situacién
daria lugar a que j perteneciera a X, o a la formacién de un nuevo X; tal que
Xs =X, U{jh,I, =TI y I, = ,\I', y el algoritmo iteraria de nuevo, en contra
de la hipdtesis de que el algoritmo ha terminado.

De manera andloga se prueba que f(X,, Xr;A) = (X, X/;0), A € I, r =
1,...,m. En consecuencia,

v(A) = f(Xr)Yr;’\) - f(yr,Xr;)‘) = C(X"’Yr;)‘) - I(YﬁX";)‘)v rel,

r=1,...,m
y por tanto para el m—corte construido v(\) = C(X),VA € [A1, A2].
n
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Tabla 1
Rutina de construccién del m—corte minimo.

m= 1X1 = {1} Il = [)\1,/\2]7": 1
MIENTRAS (r < m)
PRINCIPIO
MIENTRAS (i € X,. AND. j ¢ X,. AND. (i,j) € A)
PRINCIPIO
I'= {X € [A1, A]: £ij(A) < eij(A)}
SI(I' #0)
PRINCIPIO
I'=1rnl,
SI (I' C I)/+ C Indica contenido estricto %/
PRINCIPIO
m=m+1X,, =X, U{j}
IL.=T I, = IL\In,
FIN
SI (I, =I')
PRINCIPIO
X, = X, U{j}
FIN
FIN
FIN /+ Fmientras /
MIENTRAS (i € X,. AND. j ¢ X,. AND. (j,i) € A)

PRINCIPIO
I' = {X € [A1, A2]: fii(A) > Li(M)}
SI(I' #£0)
PRINCIPIO
r=rnl
SI (I’ C I.)/* C Indica contenido estricto */
PRINCIPIO
m=m+1X, =X, U{j}
I.=1T1 I, = L\I,
FIN
SI (I, = I')
PRINCIPIO
Xr=X,U {J}
FIN
FIN
FIN /+ Fmientras */
r=r+1

FIN /* Fmientras */

158




5. CONSTRUCCION DE UN FLUJO PARAMETRICO MAXIMO

El algoritmo que se propone esta basado en una técnica de etiquetado se-
mejante a la presentada en la seccién 3. El procedimiento empieza con un flujo
paramétrico factible f.

Etapa de etiquetado

El nodo 1 se etiqueta siempre como (1, e, e,00;[A1, Az]); en este momento el
nodo 1 estd etiquetado y sin examinar, el resto de los nodos esta no etiquetado.

Sea 7 un nodo cualquiera etiquetado y con alguna etiqueta sin examinar.
Sea ésta (pi, 9T, qq,€:(1); I;). Se aplican a este nodo las reglas de etiquetado
desarrolladas en la seccién 3. Se repite el proceso hasta que se etiqueta el nodo
n o hasta que no se pueden asignar mas etiquetas y el nodo n no esta etiquetado.

Si se consigue etiquetar el nodo n se detiene la rutina de etiquetado y se pasa
a la etapa de cambio de flujo. Si no se puede etiquetar el nodo n, el algoritmo
ha finalizado y el flujo paramétrico actual sera un flujo paramétrico maximo.

En efecto, basta considerar el m-corte cuyos conjuntos Iy, ..., I, son los que
aparecen en la definicién del flujo paramétrico actual. Fijado I, el conjunto X,
es el conjunto de nodos etiquetados cuya etiqueta tiene como quinto parametro
un conjunto que contiene a I.. Este m—corte verifica la condicién (4.1) luego el
flujo es Sptimo.

Etapa de cambio de flujo

En esta etapa, el nodo n estard etiquetado. Definimos €,(A) = 0 para A €

[A1, A2\ L.

Si la etiqueta es de la forma (1,j7%,gj,€,()); I,), sustituimos f;,()) por
fin(X) +€n(A). Sea el nodo j, seleccionamos la etiqueta cuyo indice p; coincide
con el valor ¢; de la etiqueta del nodo n. Esta podra ser de la forma:

a) (pj,i%,qi,6;(A); Ij)

b) (pj,i7, i, €5(A); Ij)
En el caso a) sustituimos f;;(A) por fij(A)+e€n(A). En el caso b) sustituimos
fii(A) por fj;(A)—en(A). Se pasa al nodo ¢ y se le aplica el mismo procedimiento,

hasta llegar al nodo 1. En este momento se borran las etiquetas y se repite el
proceso de etiquetado.
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Si la etiqueta asignada al nodo n fue (1,57, ¢;,en(A); In), sustituimos f,,;(A)
por fnj(A) —en(A). Se selecciona el nodo j y se repite el proceso anterior.

Observacién 5.1

El flujo paramétrico factible con el que comenzar este procedimiento puede
obtenerse aplicando el algoritmo de la seccién 3 a la red ampliada G* = [N, A*]
en la que se han afiadido los arcos (1,n) y (n,1) con cotas inferior y superior 0
e 00, respectivamente.

Observacién 5.2

Una vez finalizado el algoritmo, el m—corte asociado al flujo paramétrico
maximo se calcula de manera inmediata. El numero de conjuntos I; que forman
la particién del intervalo en el que existe solucién es m. A cada uno de estos I;
se le asocia el conjunto X; formado por los nodos en alguna de cuyas etiquetas
figure un conjunto que contenga a I;.

Complejidad computacional

El algoritmo de etiquetado propuesto esta basado en la bisqueda de trayec-
torias que aumentan el flujo. Considerando que los sucesivos etiquetados se
realizan siguiendo la regla “examinar las etiquetas de los nodos en el orden en
el que se asignaron”, puede realizarse un razonamiento semejante al presentado
por Edmonds y Karp (1973), identificando junto con los arcos embotellados el
conjunto de valores de A para el que se produce el embotellamiento. Asi, el
nimero de trayectorias de aumento de flujo queda acotado, en el peor caso, por
O(rmn), siendo 7 el nimero de puntos de ruptura, m el nimero de arcos y n
el nimero de nodos.

La complejidad para la fase de etiquetado tiene orden O(72n?), en el caso
mas desfavorable, con tal que se garantice que el mimero de etiquetas de cada
nodo no es mayor que 7. Esto puede conseguirse sin mas que asignar las etiquetas
de un nodo cualquiera de forma que los sucesivos conjuntos I; sean disjuntos.
Para ello basta tomar como conjunto I; de la ultima etiqueta que se asigna la
diferencia entre el conjunto que se asignaria y la unién de los conjuntos I; de las
etiquetas previamente asignadas.

En conjunto, la complejidad global es, por tanto, de orden O(r3mn3).
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6. CASO ILUSTRATIVO

En este apartado se obtiene el fluyjo paramétrico maximo para el problema
mostrado en el figura 2. Las expresiones sobre los arcos indican las capacidades
inferior y superior, respectivamente.

El intervalo inicial de variacién del parametro es [2/3,00). Para el célculo
de un flujo paramétrico inicial aplicamos el algoritmo desarrollado en la seccién
3. Se introducen los arcos (1,4) y (4,1) con cotas cero e infinito, y comenzamos
con flujo cero sobre todos los arcos. En la tabla 2 se muestran los etiquetados
de las distintas etapas del algoritmo, asi como el flujo sobre los arcos resultantes
de dichas etapas. En la iteracién 4 se observa que sdlo puede etiquetarse el nodo
3, por tanto en el intervalo [2/3,5/6) el problema no tiene solucién factible, por
lo que se elimina del estudio. Para dicho intervalo el conjunto X = {3} no
verifica la condicién (2.6). La figura 3 muestra el flujo factible inicial con el que
comenzamos el algoritmo desarrollado en la seccién 5. La tabla 3 muestra los
sucesivos etiquetados y flujos. Puesto que en la iteracién 3 no puede etiquetarse
el nodo 4, el flujo maximo es el flujo obtenido en la iteracién 2, que se muestra
en la figura 4. El 2—corte paramétrico sera X = ((X1,71), (Xa, X2); I, Iz) ,

donde
X, ={1,2,3} L =1[5/6,1)

X, ={1,3} I, =[1,00)
(2, 30)
m‘
(5, 1+61)
Figura 2.

Cotas inferiores y superiores.
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S I
@ 2 [5/6,00) @

m@%

Figura 3.

Flujo inicial.

6L [56, 1)

2461 [5/6, 1) @
@ 2 [5/6,e0) @

Figura 4.

Flujo paramétrico mdximo.
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Tabla 2

Construccién de un flujo paramétrico factible.

Arco Etiqueta Flujo resultanie
seleccionado
1,2) 1: (1,4+, 1, &; [2/3, =) (1, 2): A; 1273, %)
2: (1, 1+, « A; [2/3, o)) (1,3): 0 [2/3, )
3:Q, 2+ 1, ;'0 g(/)?;o;()) L1273, o2)) (1,4): 0; [2/3, )
4: (1,24, 1, A; [2/3, ) (2,3): 0; [2/3, o)
2,4): A, [2/3, e0)
(3,4): 0; [2/3, o)
@, 1) A; [2/3,00)
(,3) I (1, 4%, L4, [273. =) (1,2):%; [2/3, )
3:(0, 1%, -, 4, (2/3, ) (1, 3): 4; [2/3, =)
4: (1, 3+ 1, 4; [2/3, o)) (1,4): 0; [2/3, »)
(2,3):0; (23, =)
(2,4): ; [2/3, %)
(3,4): 4. [2/3, o)
(4, 1): 4+A; [2/3, =)
23 , 6A-3 (273, 5/6) “TA-3 1213, 5/6)
B4 1977 [sp)  + 123D (120 24X [5/6)
) 6X-3 (273, 5/6) .34, 128, =
2.0,14,1.53 2239 o, )
3: (1,24, -, 2, [2/3, =) (1, 4): 0; [2/3, =)
. 6A-3 (273, 5/6) ~6%-3 213, 5/6)
4030197 (sige) (23, 23277 [5/600)
(2,4): A; [2/3, )
_6A+1 [2]3, 5/6)
GoMg (5/6:0)
“Tae1 273, 5/6)
G164 [5/600)
2.3 3. (1, 2+, + 5-6h, [273, 5/6)) (1, 2): 24X, [5/6, =)
(1, 3): 4; [5/6, =)
(1,4): 0; [5/6, =)
(2, 3): 2; [5/6, «)
(2,4): A; [5/6, =)
(3, 4): 6; [5/6, =)
4, 1): 6+X; [5/6, =)
2.9) L (1, 4%, I, & [5/6. =) (1. 2): 202X, [5/6, =)

2: (1, 1+ 1, A [56, %))

(1, 3): 4; [5/6, )

3,41 A [5/6,1)

' [1‘.,) » [5/6, =)}

(1, 4): 0; [5/6, =)

4: (1, 2%, = ; [5/6, =)

(2, 3): 2; [5/6, =)

(2, 4): 2A; [5/6, o)

(3,4): 6; [5/6, =)

4, 1): 6424, [5/6, =)
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Tabla 3
Construccién de un flujo paramétrico maximo.

Etapa Euqueta Flujo resultanie
1 1: (1, o, v, 00; [5/6, o)) 1,2): 2+6) [5/6, 1)
(L2) 4442 [1,00)
2: (1, 1+, 1, 242X [5/6, =) (1, 3): 4; [5/6, =) 1
3: (1, 1+, 1,-2+8), [5/6, =)) (2, 3): 2; [5/6, =)
. 4% [5/6,1) . . 6A  [5/6,1)
AL 0 [1ee) ¢ 362D @ 4): 2,42 [1,00)
(3, 4): 6; [5/6, =)
2 L (1, 2, 2, o0 [5/6, ) 1, 2): 2+6\ {5/6, 1)
* ) 4440 [1,00)
2: (1, 1+, 1, 2-24; [5/6, 1)) (1, 3): -146A; [5/6, )
3: (1, 1%, 1, -2+8X; [5/6, =) (2, 3): 2; [5/6, =)
4: (1, 3+, 1, -5+64; [5/6, e 6L [5/6,1)
( ) 2.4 24an [1,00)
(3, 4): 146\ [5/6, =)
3 1: (1, ¢, », 00; [5/6, =0))
2: (1, 1%, 1, 2-2A: [5/6, 1) i |
3: (1, 1, 1, 342 [5/6, o)) |

7. CONCLUSIONES

Se han obtenido condiciones necesarias y suficientes para la caracterizacién
de circulaciones factibles y de flujo maximo cuando en la red las cotas inferiores
y superiores sobre los arcos son funciones lineales de un parametro.

Se han propuesto algoritmos de etiquetado para la construccién de dichas
circulaciones factibles y flujo maximo.

Tales algoritmos tienen una complejidad de orden O(r*mn?). El algoritmo
basico puede modificarse con objeto de mejorar su complejidad. En este sen-
tido, se estan considerando modificaciones en la fase de etiquetado que permitan
asignar una tnica etiqueta por nodo, rebajando asi la complejidad asociada a la
fase de etiquetado a un orden O(r2mn3).
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ENGLISH SUMMARY:

CIRCULATIONS AND MAXIMUM FLOW WITH PARAMETRIC
BOUNDS

H.I. Calvete and P. Mateo

1. INTRODUCTION

In parametric programming the behavior of the objective function and op-
timal solutions in dependence of modifications in the problem data are investi-
gated. Being the problem Max Z = ¢Tz subject to {Ax = b(A),z > 0, €
[0,A]}, from parametric linear programming, it is well known that Zy.x(A) is
a plecewise linear continucus and concave function. Moreover, given two bre-
akpoints Ay < Ar41 and an optimal solution &* for A*, A < A* < Apqq,2* is
optimal over the whole closed interval [Ag, Ag41] (see Gal (1979)).

Ruhe (1985) and Hamacher and Foulds (1989) apply two different approaches
to the parametric maximum flow problem, usually called horizontal and vertical
approach, respectively. These approaches are illustrated in Figure 1. The thick
line shows the function Z(A), which approximates Zmax(}), after two iterations.
The arrow points out the direction in the algorithm progression.
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In this paper, we study the problem of getting circulations and maximum flow
on networks with lower and upper bounds when these bounds are parametric
linear functions. The existence of parametric circulations and feasible parametric
flows are characterized. Necessary and sufficient conditions for the optimality of
parametric flows are provided. Finally, algorithms based on labeling techniques
for their computation are proposed. These algorithms follow the approach of
Hamacher and Foulds.

2. PROBLEM FORMULATION AND FEASIBILITY THEOREMS

Let G = [N, A] be a directed network, consisting of a collection of nodes
N ={1,...,n} together with a set of arcs A = {(7,4):1,j € N}. Suppose that
each arc (7, 7) has associated with it a lower parametric bound l;; () = a;; + Ab;;
and an upper parametric bound ¢;;(A) = @;; + /\Zij. The range of A is given by
the interval [A1, A2] in which 0 < I;;(A) < ¢;5(A),Y(4,4) € A.

Definition 2.1

A parametric flow on arc (7, §) is a piecewise linear function f;;(A) defined
on [A1, Ag], such that l;;(A) < fij(A) < ¢ij(A), VA € [Ar, Ag].

Definition 2.2

A parametric circulation in the network G is a function f: A x [A1, Ap] — R*
mapping ((,7),A) into f;;(A), that verifies for each A € [A1, Ay,

(2.1) Z fi;(A) = Z fiitA)=0 VieN
(i,1)EA (,i)EA
(2.2) 0(X) < Lij(A) < fij(A) < eij(A) V(i,j)e A

where 0(A) = 0,V € [Aq, Ag].

Theorem 2.1

A necessary and sufficient condition for a parametric circulation on [A1, A]
to exist i1s that

(2.3) (X, X;20) 2 (X, X; )
hold ¥X C NV and VA € [Ar, As].
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Definition 2.3

Let 1 and n be two distinguished nodes of N. A parametric flow from 1 to n
in G is a function f: A x [A;, Ag] = RT satisfying, VA € [A1, As),

v(A) i=1
(2.4) Do EN) - ) fi(h) = { 0 i#1,n

(1.4)eA (,5)eA —-v(d) i=n
(25) 0()\) <\ M < f,]()\) < Cij(/\) v(i,j) € A

The piecewise linear function v(}) is the value function of parametric flow f.

The maximum parametric flow problem is to find a parametric flow with
value v*(A) such that v*(A) > v(A),VA € [M, A2] and Vu()) value function of a

parametric flow.

Theorem 2.2

A necessary and sufficient condition for a feasible parametric flow from 1 to
n on [A1, Ag] to exist is that

(2.6) (X, X;0) > U(X, X;\)

hold VX C N such that either {1,n} C X or {1,n} C X, and VA € [\, Ag).

3. CONSTRUCTION OF A FEASIBLE CIRCULATION

The algorithm consists of two stages: a labeling process and a flow change.
The computation progresses by a sequence of such stages until it terminates
either constructing a feasible circulation or proving that there is no feasible
circulation.

~ The algorithm may be started with any f that satisfies the equations (2.1),
say f = 0. We proceed to assign labels to nodes j of the network, a label having
one of the two forms (p;, %, ¢;,¢;(A); I;) or (pj, 17, ¢i,€(A); I;), where p; is an
index which numbers the successive labels of node j; 7 is the labeled node from
7 is labeled; the sign “+” indicates that the arc (7, 5) is used to label j, and the
sign “—” indicates that the arc used is (j,1); ¢; is the number of node ¢ label
used to evaluate the function ¢;(A); and, finally, €;(A) is a function not null
over a set [; C [A1, Az], to be defined later.
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During the algorithm a node is considered to be in one of the three sta-
tes: labeled and completely scanned, labeled and not completely scanned, and
unlabeled.

Let be (k, k) an arc for which one of the bound conditions (2.2) is violated.
Then, there are values of the parameter A such that, either

a) lgp(A) > fen(A) or
b) fkh()\) > ckh(/\).

Case a): Let I* = {A € [A1, A2): lkn(A) > fen(A)}. Start a labeling process
assigning to node h the label (1,k%, e, ¢4()); I5) where

en(A) = Ln(A) — fen(R), Iy=1TI*

Then, search for a path from h to k using the labeling rules. If node k is
labeled, stop the labeling process, set ex(A) = 0 for A € [A1, A2]\ I, and go to
the flow change rules.

Having finished the flow change process, namely, when h has been reached,
add £ ()) to the flow on the arc (k, h).

Case b): Let I* = {A € [A1, Az): fen(A) > cen(A)}. Start a labeling process
assigning to node k the label (1,h~, e, e;(A); I) where

ex(A) = fien(A) — crn(A), =TI

Then, search for a path from k to h using the labeling rules. If node h is
labeled, stop the labeling process, set e,(A) = 0 for A € [A1, A2]\[s, and go the
flow change rules interchanging k and h.

Having finished the flow change process, namely, when k has been reached,
subtract €5(A) to the flow on the arc (k, h).

The general step is repeated for the arc (k, h), discarding the old labels each
time, until it verifies the conditions (2.2). The process is repeated until every
arc in the network verifies such conditions.

In the above process, if we find a set I such that YA € I there is no possibility
to reach k from A (or h from k) then there is not a feasible circulation VA € I.
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Labeling rules

Select any labeled node i with some unscanned label. Suppose it is (p;, g%, dq,
€i(A); I;), then

(1) If (4, 5) is an arc with f;;(A) < ¢;;(A)VA € I’ and I'N I; # B, assign j the
label (p;, %, ¢i,€;(A); I; = I'NI;), where p; will be 1 if this is the first label
of this node, otherwise the index of the latest one will be increased by 1;
¢; is the p; index of the label that is being scanned and whose £;(A) is used
to evaluate the function £;(A); and ¢;(A) = min{e;(A), ¢i;(A) — fi;(A)}
evaluate for A € I' N I;.

(2) If (4,7) is an arc with f;;(A) > [;;(A)VA € I’ and I' N I; # 0, assign j the
label (pj,i7,4:i,¢j(A); I; = I' N I;), where p; and g¢; are defined as in (1),
and ¢;(A) = min{e;(A), fj:(A) — l;;(A)} evaluate for A € I' N I;.

If in the process of labeling node j, I; is included in the fifth coordinate of
any label of the same node, then this labeling will not be executed.

This step is repeated for every unscanned label of node ¢. After this, node 7
will be labeled and completely scanned. If eventually node 7 receives a new label
their status will change to labeled and not completely scanned.

Select a new node not completely scanned and repeat the previous step.

Flow change rules

At this time, the node k has been labeled. If k is labeled (1, 5, ¢;, ex(A); Ik ),
replace fir(A) by fix(A) + ex(A); if k is labeled (1,757,¢;,€x(A); Ix), re-
place fkj(/\) by fkj(/\) - 5k(/\)~

In either case, next turn attention to node j. Select the label whose p;
index agrees with the ¢; index of node k label. In general, if j is labeled
(pj,i%, qi,€j(A); I;), replace fi;(A) by fij(A) + ex(A), and if labeled (p;,i™, ¢,
€j(A); I;) replace f;i(A) by fji(A) —ex(X), and go on to node i. Stop the flow
change when node h is reached, and go back to general procedure.

4. CHARACTERIZATION OF A MAXIMUM PARAMETRIC FLOW

It will be assumed that a feasible parametric flow from 1 to n exists on the
not empty interval [A1, Ao].
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Definition 4.1

A m—cut X = ((Xl,_)—(—l),...,(Xm,Ym);Il,...,Im) is a set of m cuts se-
parating 1 and n, (X1, X1),---,(Xm, Xm), each of them associated to a set of
parameters values I1,..., I,,, which are a partition of [A1, Ag].

Let lA(o) be the indicator function of A. The capacity of X is the following
piecewise linear function

C(/\)=Z( DDRERSTOVENE DR HCV) | SXCY

r=1 (i,j)E(X,-,jY’,-) (j,l’)E(”X:r,Xr)

Lemma

Let f be a feasible parametric flow from 1 to n of value v()) and let X be a
m~—cut of capacity C(}), then

v(A) < C(N), VYA €[,

Theorem 4.1: Theorem of mazimum parametric flow — minimum m— cul.

The parametric flow f of value v(A) is a maximum parametric flow if and
only if there exist m and a m—cut of capacity C(A) such that

(41) U(/\) = C()\), VA € [, /\2}

Proof

The sufficiency is a consequence of lemma. In order to prove the necessity,
taking a maximum parametric flow f of value v(}), a m—cut is constructed
following the algorithm described in table 1. In short, [A1, A7] is subdivided
in sets I, which are associated to X,, the set of reachable nodes from node 1
by a path that includes arcs (i, j) such that either fi;(A) < ¢;;(A) or fi;(A) >
I,'j(/\), Ael,.
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5. CONSTRUCTION OF A MAXIMUM PARAMETRIC FLOW

The following algorithm is based in labeling and changing flow as the one
proposed in section 3. To start the computation an initial feasible parametric
flow f is needed.

Labeling routine

The node 1 receives the label (1, e,8,00;[A1, A2]); the node 1 is now labeled
and unscanned, all other nodes are unlabeled.

Select any labeled node i with any unscanned label. Suppose this is (p;, g%, qg,
£i(A); I;). Apply the labeling rules developed in section 3 to this node.

Repeat the process until either the node n is labeled, or until no more labels
can be assigned and 7 is unlabeled. If node n is labeled, stop the labeling routine
and go to flow change routine; otherwise, the algorithm has terminated, and the
current parametric flow is a maximum parametric flow.

Flow change routine
The node n has been labeled. Sea e, (X) = 0 for A € [A1, Ag]\In.

If n is labeled (1,57, ¢j,en(A); In), replace fin(A) by fin(X) +en(R); if n is
labeled (1,77, ¢;,en(A); 1), teplace fni(A) by fnj(A) — €n(A).

In either case, next turn attention to node j. Select the label whose p;
index agrees with the ¢; index of node n label. In general, if j is labeled
(pi,it,qi,¢5(A); 1;), replace fij(A) by fij(A) + en(A), and if labeled (p;,i™, ¢,
€j(A); I;) replace fj;(A) by fji(A) — €n(A), and go on to node i. Stop the flow
change when node 1 is reached, discard the old labels, and go to labeling routine.

Remark 5.1

In order to start the algorithm, an initial feasible parametric flow can be
constructed by applying the algorithm of section 3 to the extended network
G* = [N, A*], obtained from G by adding the arcs (1,n) and (n,1) with lower
and upper bounds 0 and oo, respectively.

Computational complexity

In the worst case, the number of flow augmenting paths is bounded by
O(rmn), where 7 is the number of breakpoints, m is the number of arcs and n

171



is the number of nodes. The complexity of labeling routine has order O(r2n?).
As a whole, the order of complexity is O(r®mn3).

6. ILLUSTRATIVE CASE

A maximum parametric flow is computed for the network of figure 2, where
lower and upper bounds are shown on arcs.

An initial parametric flow is computed by applying the algorithm of section
3. In table 2 the successive labelings are shown together with flows on different
iterations.

In table 3 the labelings and flows obtained from applying the algorithm of
section 5 are shown. The maximum parametric flow is shown in figure 4.

172



SECCIO DOCENT I PROBLEMES

La introduccié de la nova “SECCIO DOCENT I PROBLEMES” a la revista
QUESTIIO es fa amb l'objectiu d’incloure una seccié on es publiquen articles de
caire docent, dificilment publicables-en revistes de recerca. Alhora es continua
amb la antiga seccié de problemes. A cada nimero de QUESTIIO s’incloura
d’un a tres problemes i les solucions es donaran en el nimero segiient.

Els lectors poden, si ho volen, proposar problemes amb les solucions per-
tinents 1 enviar-los a QUESTIIO, que farad una seleccié i1 en publicara els més
adequats, fent la corresponent referéncia a ’autor.

També seran ben rebudes solucions alternatives a les propostes fetes per
I’autor dels problemes; I’editorial es reservara, pero, el dret a publicar-les.






PROBLEMES PROPOSATS

PROBLEMA N° 44

Dado el modelo lineal

con las observaciones

se sabe que la matriz de varianzas-covarianzas de las perturbaciones es

1 0.6 0.2
a2 = o2 0.6 0.8 0.6
02 06 09

(a) Si e1,es y es son las componentes del vector de errores, json estocastica-
mente independientes?

(b) Estimar los pardmetros o y 8 por MCO (minimos cuadrados ordinarios).

(¢) Estimar el pardmetro 0% y la matriz de varianzas-covarianzas de fyco =
(o, 8) bajo las hipétesis del modelo lineal bésico.

(d) Obtener una estimacién insesgada de o2 utilizando los residuos MCO.

(e) Obtener una estimacién insesgada de la matriz de varianzas-covarianzas
de los estimadores obtenidos en el apartado (b).

(f) Estimar a y 8 por MCG (minimos cuadrados generalizados).

(g9) Estimar ¢? y la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores obte-
nidos en el apartado (f) utilizando los resultados de dicho apartado.

Pedro Sanchez

Universitat de Barcelona
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PROBLEMA N° 45

Considerar el siguiente esquema de muestreo llamado “muestreo sistematico
circular”:

a) Se selecciona una unidad “¢” de la poblacién U = {1,2,...,4,..., N} con
probabilidad comiin 1/N.

b) La muestra consta de las unidades (i + jk) mod(N) para 7 =0,1,2,...,
n—1.
Usualmente k es [N/n] 6 [N/n]+1, pero tomemos k = 1. Comprobar que
la varianza de este esquema puede ser menor que la del muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento con la media muestral como estimador comin
a ambos disefios, reordenando las unidades en la poblacién /.

M. Ruiz Espejo

Universidad Complutense de Madrid

PROBLEMA N° 46

Es bien sabido que con muestreo sistemdtico ordinario no se puede esti-
mar insesgadamente la varianza del estimador media muestral. Gautschi (1857,
Ann. Math. Statist.) fue quien generalizé el muestreo sistematico a muestreo
sistematico de multiple arranque; en el muestreo de doble arranque

a) Se seleccionan dos unidades de arranque por muestreo aleatorio simple
sin reemplazamiento entre las primeras 2k unidades de la poblacién U =
{1,2,...,N}. Sean estas unidades de arranque “i” y “5”, 1 <i < j < 2k,
siendo N = nk.

b) La muestra sistematica de doble arranque s;; esta compuesta por las uni-
dades 7,i+ 2k, i+ 4k,... y 5,7+ 2k,j+ 4k,... hasta N en ambos casos,
y por tanto su tamaiio muestral efectivo es n.

Proponer un estimador insesgado de la varianza de la media muestral y;; que
es insesgada para la media poblacional § (como caso particular de muestreo por
conglomerados).

M. Ruiz Espejo

Universidad Complutense de Madrid
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A MATHEMATICAL MODEL FOR THE
LOTTERY

M. S. NIKULIN~

(Italian lotteria, from Hlot — meaning lot or destiny)

According to the Great Soviet Encyclopaedia (I edition, a2 60¢ years)

“A lottery 1s a financial transaction which consists of the issue, with
the permission of the corresponding state department, free sale of
the lottery’s winning tickets, followed by the drawing and delivery
of the winnings (in money or in valuable items) to the holders of
the winning lickets. In the USSR, the arrangement of lolieries by
social institutions is permatied only if authorized by The Council of
Ministers of USSR.

In capitalistic couniries lotleries are organized by privale persons or
private organizations and serve as a source of financial gain for adroit
business-men —organizers of the lotleries, appropriating a bigger
share of the received funds by various machinaiions and abuses”.

According to the American Encyclopaedia:

“Lotteries are generally schemes for distribuling prizes by lot or chance.
In their stmplest form loiteries consist of the sale of lickets bearing
different numbers, duplicate numbers being placed in a receptacle,
such as a hat or a drum, from which numbers are drawn o establish
the prize winners, being those holding the tickels with those corres-
ponding numbers.”

From “Educated Guessing” Samuel Kotz (1983, Marcel Dekker):

“A lottery is a game of chance with low stakes and potentially high
winnings, which account for the widespread appeal of this type of
gambling. In its simplests form, a player bets on a number and wins
if the state also selects that number. While we usually view a lollery
as a game, many applications exist in the real world. For example,
insurance is a lottery with the premium of a policy playing the role
of the value of a loitery tickel”.

*Pr. Mikhail Nikulin. Université Bordeaux 2. Mathématiques Stochastiques. BP26. F-33076
Bordeaux Cedex.
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Gambling in the form of lotteries, dates from the earliest times. The Roman
emperors, Nero and Augustus, used them to distribute the slaves. In Europe, one
of the first lotteries was apparently in Florence in 1530, although little historical
information remains. One of the most famous lotteries is one in Genoa which
has continued since its inception at the beginning of the 17th Century, if not
somewhat earlier.

The heyday of Genoa was in the 11th Century —the epoch of the Crusades.
During the 11th and 12th Centuries Genoa was a powerful seafaring city-state.
The power in Genoa of the 13th Century rested with the great merchants and
the land owners, involved in international commerce.

But in the early 14th Century Venice already dominated the trade of the
Adriatic and possessed many colonies throughout the Near East. Genoa, being
at that time at the height of her power, challenged the position of Venice in
eastern trade. Between 1378 and 1381 the War of Chioggia was fought bet-
ween Venice and Genoa. Genoa was defeated and never regained a dominant
trading position.

In the latter 15¢th Century Genoa was a bone of contention between France
and Milan. Genoa, itself, had colonies in the Crimea (Feodossia, Sudak, Ba-
laclava) from which it extracted its due. However, Genoa’s “right” to govern
Feodossia was received from Mangu Khan, one of the chiefs of the Golden
Horde. There were other colonies Genoa conquered solely by itself. Since
Genoa was dependent it had been obliged to take part in the battle of Russia
against the Tatars (the Battle of Kulikovo) on the side of the Tatars. Russia had
been under the sovereignty of the Tatars for a long time when Dmitri Donskoi,
who reigned in Moscow, began the conflict with the Tatars. On September §,
1380, Dmitri defeated the Tatar armies. This victory was in no sense decisive,
but Kulikovo broke the prestige of the Tatar armies and thus it marked the tur-
ning point. Genoa was in contact with Byzantium which guaranteed it access
to the straits of the Black Sea. This was very important for Genoa. In 1453
Byzantium (the Eastern Empire) fell as a consequence of the siege and cap-
ture of Constantinople by Mohammed the Conqueror: this ended a thousand
year rule by the Byzantine Empire. The colonies of Genoa on the Black Sea
were usurped and smashed. Genoa never recovered its previous position as a
scafaring city-state after this, although the Genoese merchants tried to transfer
their trade to the Atlantic Ocean. The decline of sea trade had as a consequence
the decline of shipbuilding. Genoa began to develop the production of a silk,
but soon resorted to another type of business activity; that of banking transac-
tions. Somewhere between the fifteenth and sixteenth centuries Genoa became
an international financial center.
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In 1528, however, the great Genoese admiral, Andrea Doria, re-established
the republic, with a pronounced aristocratic constitution. The republic was
governed by The Great Council. The five members of the Council were to be
elected each year from 90 candidates. Naturally, the people of Genoa were
interested in the results of this election. They forecasted and bet. It is possible
to suppose that the financiers of Genoa saw in this interest a source of possible
gain and received with the help of their banks the varied stakes from all who
were willing, in exchange for a promise to pay the fortunate forecaster a very
large sum of money. Of course, an unfortunate forecaster did not receive his
money back. However, the financiers soon understood that it wasn’t convenient
to link together their new source of funds solely to the election in the Great
Council. Profits were limited as the elections were held but once a year and the
well informed populace could accurately predict the results. Prediction could
be accurate because the forecasters were closely connected with the voters and
therefore might act assuredly, knowing beforehand all, or certain of the names,
of the future members of the Great Council.

The financiers did not need the election itself, but only the model of the
election, which might then be repeated often enough (for example, monthly) to
guarantee a defense for the banks against the excessively well informed forecas-
ters. It is precisely this model that was used to establish the famous Genoese
Lottery, which was expanded, little by little, in many countries of Europe and
existed in Austria and Italy until 1914.

The returns from the lotteries were so large, that the governments were inter-
ested and began to take them under their control (a form of “nationalization”).
The Genoese Republic itself took control of the Lottery as early as 1620.

The passionate desire for wealth associated with the Genoese lottery was a
constant source of misfortune, ruin and crime. In the beginning of 19th century
Laplace spoke out against the organization of the lotteries. He underlined the
immoral side of Genoese lotteries as the means of robbing the poorest stratum
of society, those not able through lack of education and absence of probability
intuition, to understand that adroit business-men used this gambling for the
robbery of poor men. Because the stake being lost by a poor man is equal in
form only to the stake being lost by a rich man! These protests were supported
in several countries and so in the 19¢h Century the organization of Genoese
lotteries were prohibited in England and in France.

How was the Genoese lottery organized? First at all, it is necessary to
underline that it was the model of the election in the Great Council, which was
mentioned earlier. Instead of 90 candidates for five vacant places there were 90
numbers from 1 to 90. Each drawing imitated the election of the five members
of the Great Council. Namely, from 90 numbers were extracted at random
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(without replacement) five numbers. According to the rules of the Lottery one
can bet a stake on any one of the numbers from 1 to 90, or on any set of two,
three, four of five numbers. In each of these five possible cases a player has a gain
if and only if all beforehand called numbers belong to the set of five numbers
which were extracted at random under the corresponding drawing. For example,
if you bet on two numbers 1 and 90, you win only if 1 and 90 belong to the set
of five numbers extracted by chance. Otherwise you lose and the stake passes
to the organizers of the lottery. A winning player receives a lot more than his
stake. In addition the gain increases abruptly with the number of numbers on
which on bets.

The table below shows how the gains depend on quantity of numbers on
which stakes were made.

quantity of numbers | gain obtained by player
on which player in case of winning
bets (stake is taken equal to 1)
1 15
2 270
3 5 500
4 75 000
5 1 000 000

The reasoning about the possible issues for players in The Genoese lottery
and the rules of constructions of this reasoning were of interest to many people.
The majority wanted “a gambling system to win for sure”. For example, the
Soviet newspaper “Soviet Sport” in February 1974 published a report with ex-
tracts from letters of the contemporary “exploiters of the system” in the Soviet
“Sport-lottery” game (the Russian version of the famous Lotto 6/49). The re-
port quotes the management of “Sport-Lottery” as confirming that this system
exists and apparently consists of three points:

1) the regular purchase of lotlery tickets;
2) careful filling out of the licket;
3) to have enough patience to wail for your winnings.

It 1s clear that the organizers of the Genoese lottery wanted their system to ma-
ximize profits. Thus, there was “the requirements of the practice” which com-
prised not only the needs of the lottery but generally all mass games of chance.
It was necessary to construct a mathematical model describing the rules and
situations arising in the game and permitting planning through calculation of
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returns; losses etc. The search for this model continued up to 18th century. At
the beginning much effort was expended on the search for deterministic models.
The failures of this approach stimulated a revision of all mathematical models
used in the financial transactions and business of organizing lotteries. The most
promising approach was connected with “calculating the possible chances”. In
the contemporary language of probability we could call this approach the mo-
deling of the game in terms of the probability space of equally likely elementary
events.

Thus, for the satisfaction of requirements of the gaming practice, it was
necesary to have a new mathematical mechanism. The search for this model
resulted in the creation of the theory of probability in 17th and 18th centuries.

A probability model of the Genoese lottery can be expressed in terms of
drawing balls from an urn. Here is one Model.

An urn contains n balls (n = 90), of which m are white (m = 5) and n —m
are black (n — m = 85). From the urn k balls (k < m) are drawn “at random”
(k is the quantity of numbers on which one bets, £ = 1, 2, 3, 4, 5). If all £ drawn
balls are white, then a gambler is a winner, otherwise he loses. It is assumed that

each individual ball is equally likely to be drawn, and hence there are ( ;:

different ways to choose k balls from the urn. The term “to draw at random”
means that all possible ways to draw k balls from the urn are equally likely; it
means that the probability that k specified balls will be chosen is

(1) _L_
(%)

It is evident that the number of favorable cases is ( 7]: ) . Thus the required

probability of winning when one bets on & white balls will be

L smpepaentay v

(2) Py=

If n = 90, m = 5 we obtain the probability distribution:

E1 1] 2 3 4 5
(3) b L2 1 4 1
“| 18 | 801 | 11748 | 511038 | 43949268
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(see, for example, Faddeev, Nikulin, Sckolovsky, 1989).

Let X} be a random varable such that

@ Xy = { éj

if a player wins (all & drawn balls are white),
if a player loses.

Taking the basic bet per trial as the unit and denoting by gp the gain of the
player received in the case of his winning, the “returns” of the player is the
random variable Y;:

—1, in the case of losing,

(%) V=g Xp —1= { g — 1, 1n the case of winning.

It is evident that the expectation and the variance of K} are
(6) EXk:P{Xk: 1}:Pk and Vaer:Pk(l~Pk),

and hence the expectation and the variance of the returns are

(M) mp =EY, = gx P — 1
and
(8) vy =VarYy = g2 P (1= P), k=1,2,...,m.

In particular, if n = 90 and m = 5, then m; and v; have the values given in the
table:

k 1 2 3 4 5
. 1 29 1562 72673 10737317
my | —= —— — - —
(9) k 6 89 2937 85173 10987317

425 | 1438200
36 7921

Vg

It is interesting to note that all my are negative!

Suppose that Ny players take part in the lottery independently of each other,
and they bet same stake (equal to 1) on k balls; let Xj; be the random variable,

(10)  Xu = 1, if i — th player wins (all & drawn balls are white),
¥ =1 0, ifi— th player loses, 1 <i < Ng.

Let Yj; be the random variable representing the return of the i—the player. Then
the statistic

(11) Ge=Yoi +Yeo+ -+ Yan,
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represents the total return of all Ny players in one trial, bet on £ balls. It is
evident that

(12) Gr = gepir — Ni,
where the statistic
(13) pr = Xp1+ Xpa + -+ X,

has the Binomial distribution B (N, P;) with the parameters N and Pj. Hence,
if N — oo then according to the Theorem of Bernouilli about the law of large
numbers, the mean return

Gr _ grke
14 — = -1
(14) N, =N,
converges in probability to
(15) my = g Py — 1 < 0.

Moreover, since the event {Gx < z} can occur if and only if the event

(16) (i s 221

Ik

occurs, then if N, — oo, from the de Moivre-Laplace theorem, 1t follows that
r + Ny
T+ Ny Ny P,

(17) P{Gr<a)=0| L | +0(1),

VNP1 = Py)

i.e., if we choose z such that (z + Ni)/gr is an integer, we obtain one approxi-
mation according to which (with the correction on the continuity)

z+ %k- — Npmy,

18 P{Gi<ae}=d|—2 |,
() {k_w} \/‘m

where my and vy are given by (8). In particular, if # = 0 and Nj/up is an
integer, then (18) implies that

gr — 2Npmy

), k=1,2,...,m.

For example,

(20) P{C#1§0}5®(45+N1).

5VITN,
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From (19) if follows immediately, that the organizers of the lottery will have “a
guaranteed return” only if there are many players!

Let us consider now the question of a possible “gambling system to win”
with certainty. Let us suppose that one player at times t = 1,2,..., where ¢
is a number of trial of the lottery, bets per trial with the number k the stake
Sk,: on k balls and he wants to win the sum & and to cover his expenses E} ,
accumulated to the ¢—th trial. It is clear that he will achieve his goal, if in the
t—th trial he bets a stake St ¢, which satisfies the equation

(21) 9kSkt = Skt + Exe + b,
i if

- Ekt—f—h
22 S = ——
(22) Skt 1

and if the player wins (!) in this trial. If he loses then it is natural to put

(23) { Ey 41 = Er i+ Sk,

Ek,l == 0,

and to determine the value of the new stake Si ;11 in the next trial by

) E /
(24) Sppqy = LT 2 rh
gr — 1
It 1s easily to verify that
=1
< 9
25 Spe=h——+
(25) kit =n (g6 — 1)

and

t—1
9k
26 Er,=h , t=1,2,...
(26) b [(gk—l) }

For example, if & = 1, then from (25) and (26) it follows that

ho(15\""! 15\
(27) Sl,t: i% (—171-) y El,t:h [(ﬁ) y t:1,2,...,

and one can remark that the variables 5; ; and E ; increase very quickly. Under
these tactics the player will receive his return 2 in the trial with the number
T =t(T is a random variable) with the probability

(28) P{T=t}=P(1-P)", t=1,2,...

where Py is the probability of winning in an individual trial.
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Hence, as t — oo, then

29 PIT> 1) = ORI Bt = (1= ) —0,

i=t

from which it follows that
(30) P{T < 00} =1,

i.e., with the probability 1 the player will achieve his goal for the finite number
of trials (1), moreover

(31) ET = Pik < 0o,

since P > 0, and I_p

(32) VarT = Pz E

In particular, if we put £ = 1, n = 90 and m = 5, then 1n this case we obtain
1 1)}

(33) P, = P =13 P{T >t} = (1—1—8—) ,

(34) ET = 18 and VarT = 306.

We give a table (35) of some values of the probability P {T" > ¢} and the function
E1;(E1; is the accumulated loss of the player to the trial with the number ¢,
see (23), (26) and (27)).

¢ 10 20 30 40 50 60

P(T >1¢)}]0.598]0.337{0.191 [ 0.107 | 0.061 | 0.034

Ey 4

W 0.9 2.7 6.4 13.8 | 284 | 57.6

Let us change the rules of the game a little. We suppose that
(36) Sl,l = 1, El,l = 0, h =0.

On the one hand it is clear that if A = 0, it is not interesting to play. But we
consider the situation when a player was talked into buying a ticket, and let

2, ...

9151, =5S1:+E1:, t=1
(37) { t=12,..."

Eiip1r = E1i+4 S,
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i.e., we consider the tactics when the player wish to recover his expenses. In this
case 12 =1 and

(38) Eyi 41 :El,t—g—l—, t=2,3,...
g1—1
Therefore s
(39) Elt: It s t:2,3,..., (Ellzo),
’ g1—1
and
9i7?
(40) Si = W, t=2,3,... (S11=1).

Now we consider the lottery Lotto 6/49. There are n = 49 numbers, m =6
and £ =0,1,2,3,4,5,6. In this case

6 43
k 6~ k
k=0,1,2345,6.

(41) Pr = ( 469 ) :

One can verify that

p3 = 0.0176904039; ps = 0.0009686197; ps = 0.0000184499; ps = 0.0000000715,
and hence the probability of wining is equal to

(42) P =p3+ ps+ ps + ps = 0.018637545

and the probability of losing is

(43) Q=1-P=00981,

From (42) and (43) it follows that

1 1000
(44) ET = 5~ =5 ~5,
= g2 t—1
45 Sp = P P(l-P)-1=
(45) E St ;(g_l)t_l (1-P)
_ 1- P [g(1—P)?
46 = Pl1
(46) (er—l;[g—l]

This series is divergent, since its general term is greater than 1, as it was in
the case of the Genoese lottery }Zi: > 1, i.e., the mathematical expectation of
expenses is infinite, i.e., the “duration of the game” is finite, but one needs to

have infinite capital to win. This 1s the paradox.

186



ACKNOWLEDGEMENT

The author would like to thank J. Coleman, R. Erdahl, T. Smith, C. Blyth,
W. Woodside, M. Maes and K. Oskolkov for helpful discussions and encoura-
gement during the writing this paper, and Queen’s STATLAB (Terry Smith,
Director) for financial support over the winter 1991-1992.

REFERENCES

[1] Becker, R.A., J.M. Chambers, and A.R. Wilks (1983). “The New
S Language”. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software.
Computer Science Series.

[2] Faddeev, D.K., Nikulin, M.S. and Sokolovsky, I.F. (1989). “The
elements of higher mathematics for high-school”. Mir, Moscow (transla-
tion from Russian).

[3] Kotz S. and Strout, D.F. (1983). “Educated Guessing”. Marcel Dek-
ker, N.Y.

[4] Savage, LR. (1968). “Statistics = Uncertainty and Behavior”. Hougton
Mifflin, Boston.

NOTE

This is a version of lecture given by L. Bol’shev, in 1974, in Moscow and by
me in the former Leningrad, in 1974-1976. This text was prepared by me in
Russian in 1978 to the memory of L. N. Bolshev, who died in september of 1978.
The translation in English was done in Kingston in 1991.
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SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 15. N° 3

PROBLEMA N° 42

Sea X,, una variable aleatoria con distribucion de Poisson de parametro

A = na. Entonces
[na]

_ §gmna(ne)t
P(X, <[na]) = Ze x
k=0 )

que es también igual a

Como X,, se puede entender como la suma de n variables Poisson de pardmetro
a independientes, por el Teorema Central del Limite, se cumple la convergencia

en ley

— L
y, = Xn—na N(0, 1)
no

es decir, Y, esta asintoticamente distribuida segiin la normal tipificada.

Es obvio que

[na] — na| <1
luego

. [ra] —na

lim — =

o

Asi pues
: . -—na[na](na)k
nler(}oP(Xn < [na])= nlgg)e E B P(Y<0)=1/2

k=0

donde Y es la distribucién N(0, 1), que deja probabilidad 1/2 a la izquierda del
cero.

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona
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PROBLEMA N° 43

1) El cociente de las densidades es

Im(@) _ < 2 )”2 P(n/2) Tlm+1)/2] [1+22/(m—2)] "0
fn(z) -2 I(m/2) T[(n+1)/2] 1+ 22/(n — 2)]—(n+1)/2

cuyo minimo es también el minimo de la funcién

9(@) = (m+ Dlog[1 +2%/(m —2)] — (n+ Dlog[1 +2%/(n  2)]

(1)

Igualando la derivada a cero
2e/(m — 2)
L+ 22/(m—2)

se anula para el valor # = 0, que corresponde a un maximo. Suponiendo
z # 0, ehminando el término 2z y operando

2z/(n — 2) —0
1+ 22/(n—2)

g(z)=(m+1) —(n+1)

m+1 _ on+1 1

m—21+12/( -2y  n-21+2%/(n-2)

m+1 n+1 z?

m—2 < (71—2)) - (71—2) (1+(m—2))
(m+1)(n—2) + (m—1)z? _ (n+ 1)(m—2) 4 (n+ 1)2?
(m—-2)(n—-2) (m-— 2)(71 -2) n—=2)(m—=2)  (n—2)(m-—2)

(m—-1)2?—(n—1z? = (n+1)(m-2)—(m+ (n-2)
(m—n)z? = 3(m-—n)

x::}:\/g

que corresponde a un minimo. Finalmente, como z? = 3 y

3 m+1 3 n+1
fee 1 =
1+(m—‘2) m—2 +n—2 n—2

sustituyendo en (1) obtenemos el minimo de fo,(2)/fa(z), es decir,

(n =2\ T (/2T [(m 4 1)/2] [m— 2\
plm,m) = (m—2> T(m/2)T (7 +1)/2] (nz+1) ‘

n+ 1 (n+1)/2
n—2
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2) Si Fy, es la funcién de distribucién de X y Fl, es la de Y, entonces

(2)

()

U=Fu(X) V=Fy(Y)

siguen la distribucién uniforme en (0,1). Luego podemos establecer la

igualdad
Fu(X) = F,(Y)

es decir
Y = F;H(Fn(X))

donde F,! es la funcién inversa. Sea H*(z,y) la distribucién conjunta
de (X, Y) ligados funcionalmente a través de (2). Como X,Y tienen media
0 y varianza 1, la correlacién es

pXY) = [yt ()
pero al verificarse (2), podemos poner y como funcién de
P Y) = 2B (Fola)) dFn(a)
pues ademds dH*(z,y) = dF,(z). Estableciendo el cambio
u= Fy(z) du = dF,,(z) = F; (u)
obtenemos
o) = p(X,Y) = [ R W (u) d

que por lo tanto se puede interpretar como un coeficiente de correlacién
entre X e Y, estando ambas variables ligadas por la relacién funcional (2).

Sea H*(z,y) la funcién de distribucién bivariante de X,V sujetos a la
relacién funcional (2). Entonces

HY(z,y) = P(X <2, Y <y) =P (X <z, F (Fa(X)) <y) =

= P(X <z, X <F Y (F.(v))

z) = Fp(z) siz < Fp'(Fa(y)

= Fo(y) siz > Fo Y (Fa(y))



es decir, encontramos que la distribucion es
H*(z,y) = min{Fn(z), Fa(y)}
Como para dos sucesos cualquiera se verifica
P(AN B) < min{P(A), P(B)}

deducimos que cualquier otra posible funcién de distribucién bivariante
H(z,y) para X,Y verifica

H(z,y) < HY(z,y)

Luego, como resultado ya demostrado por W. Hoeffding, se puede ver que

/wde(w,y) < pt(m,n) = /wde+(w,y)

es decir, (3) es la expresidn del méaximo coeficiente de correlacién posible

entre X e Y.

Consideremos ahora la siguiente funcién de distribucién definida por la
mixtura

H,(,9) = pFy (min{a, y}) + (1 = ) Fo(y) - G(2)
siendo 0 < p < 1, y suponiendo ademas que
Fn(2) = pFa(®)
l—p

es una funcién de distribucion univariante.

G(z) =

En otras palabras, H, es F;, (min{z,y}) con probabilidad p 6 F,(y)-G(x)
con probabilidad (1 — p).

Se cumple que

Hy(co,y) = plFa(y)+ Fu(y) - (1 —p)=Fu(y)
Hy(z,00) = pFa(z)+ Fu(e) = pFa(x) = Fn(z)

Iuego las distribuciones marginales son Fy, v F,,. Ademas
P(Y <z,Y <y) = F, (min{z,y})

es decir, Fp (min{z,y}) es la funcién de distribucién de (Y,Y). Por lo
tanto el coeficiente de correlacién es
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ple,y) = /wy dHy(z,y) =p -1+ (1- P)/den(y)/de(w)
y como E(Y) = /den(y) = 0 obtenemos la correlacién
p(X,Y)=p < pt(m,n)
pues pt(m, n) es la maxima correlacién posible (ver (4)).

Busquemos el maximo valor para p. Deberd cumplirse que G(z) (ver (6))
sea una funcién de distribucién, es decir,

_ fm(w) - an(l')

G'() =, >0 Y&
fm(l’)_an(l‘)>0 V(I?
——];::((::)) >p Vo
Luego p debe cumplir
p(m,n) = inf { ];7:((;))} >p>0

y como p es una correlacién, tenemos que su maximo valor p(m,n) verifi-
cara
p(m,n) < p*(m,n)
Finalmente, si m = n la relacién (2) es X =Y, luego
(o) = ¥ (m,m) = 1
p(m,n) = p7(m,n) = 1.

Pero si m < n, como p(m,n) # p(n,m) y sin embargo p*(m,n) =
pT(n,m) deducimos que

p(m,n) < pt(m,n) < L.

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona
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NOVETATS DE SOFTWARE

La introduccié de la nova seccié de “NOVETATS DE SOFTWARE” a la
revista QUESTIIO es fa amb la finalitat de promoure P’intercanvi d’informacié
relacionada amb programes d’ordinador. disponibles, destinats a l'implementacié
de metodologia estadistica, d’informatica o d’investigacié operativa.

A causa de I'important creixement que ha experimentat darrerament la uti-
litzacid dels ordinadors a totes les arees cientifiques 1 técniques i, a les esmentades
més amunt, en particular, hi ha un bon nombre d’investigadors que han desen-
volupat un software propi, Pexisténcia del qual és desconeguda, de vegades, per
a molts lectors que el podrien aprofitar. Per aix0, creiem que és convenient i ttil
fer-lo conéixer mitjancant aquesta revista, amb el benentés que només actuaria
com a mitja de difusid.

Per tal d’uniformitzar la descripcié del software, adjuntern una butlleta que
ha de ser omplenada i tramesa a ’editorial de QUESTIIO.

Amb tota certesa, la vostra col.laboracié serad d’utilitat per a molts lectors
als qui facilitara el treball 1 que, alhora, podran ajudar els autors del programes
suggerint-los possibles millores.






Nom del programa:
Area/arees d’aplicacié (Estadistica, Sistemes, etc.):
Descripcié del software:
e Llenguatge:
e Ordinador/s:
e Sisterna operatiu:
Esta disponible en els suports segiients:
Floppy disk/diskette. Assenyaleu:
Mida: Densitat: una dues cares
Cinta magnética. Assenyaleu:
Mida Densitat Codi
Distribuit per:

Configuracié minima de hardware requerida:

Requereix ’ensinistrament de 1’'usuari:
Documentacié
Llistat, font disponible:
Grau de desenvolupament:
Es fa servir aquest software normalment?
En cas afirmatin

des de quan?

a quants llocs?

L’autor d’aquest software estad disponible per atendre les preguntes
dels usuaris?
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Descripcié del que fa I’esmentat software: (200 paraules aproximadament).

Possibles usuaris:
Camps d’interes:
Nom de Pautor/s:
Institucid:
Adrecga:

Numero de telefon:
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RESUMS EN ANGLES

J.E. MARTINEZ FALERO, E. AYUGA TELLEZ, C. GONZALEZ
GARcCIA

A comparative study of different kernel functions according to data
type.

This article contributes to the selection of the kernel function and the smoothing
parameter which best adapt to the sample characteristics in small samples (n =
25). For this purpose 200 samples were taken from 5 continuous distributions,
practically all with support [0,1], and grouped according to sample characteris-
tics. In each group density functions were adjusted to 8 different kernels with
smoothing parameters varying in width between 0’2 and 4’8; subsequently an
optimum average window width was compared with the optimum window width
for each sample obtained by minimizing the integrated, mean, squared error and
by cross validation. The bias and efficiency of the statistical “window width
corresponding to the optimum average error per group minus the optimum win-
dow width for each sample” and the analysis of the best fit for the estimated
functions to the starting distributions allow us to determine the kernel function
and window width best adapt to the sample characteristics.

ELADIO BARRIO, CELIA BUADES and ANDRES MOYA

Statistical geometry in distance and sequence spaces: two applica-
tions.

“Statistical geometry is a new approach that complements existing mthods for
comparing alternative phylogenies and for assesing the significance of the topo-
logical location of the branching points in a phylogeny, allowing to select the
appropiate topology (i.e., tree, bundle or net).

In the present paper we show that, although statistical geometry helps to
choose between phylogenetic topologies, it cannot decide between specific topo-
logical types. Two examples are examined: the mitochondrial DNA restriction
analysis of the Obscura group of Drosophila as an example of tree-like topology,
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and the evidence of horizontal gene transfer of the gene coding for isopenicillin
N synthetase from Streptomyces to some fungi as an example of net”.

ANTONIO MINARRO and JOSEP M. OLLER

Some remarks on the individuals-score distance and its applications
to statistical inference.

This paper is concerned with the study of some properties of the distance between
statistical individuals based on representations on the dual tangent space of a
parametric manifold representation of a statistical model. Explicit expressions
for distances are obtained for well-known families of distributions. We have
also considered applications of the distance to parameter estimation, testing
statistical hypotheses and discriminant analysis.

MIGUEL ANGEL LERMA USERO

Extension to the space of an application of complex integration for
solving a topic on graphic computation.

The residue theorem of Cauchy is useful as a basis for an algorithm which allows
us to set the position of a point with respect to a simple closed curve. Extension
of this method to the space encounters the difficulty that we cannot work with
n—dimensional complex fields for n > 2. In this paper this difficulty is overcome
by presenting the procedure in terms of differential geometry.

S. LOZANO, J. LARRANETA and L. ONIEVA

Complementary heuristic to dual approaches to the capacitated lot-
sizing problem.

This paper reports on a primal heuristic to be appended to dual approaches
to the Single Level Capacitated Lot-Sizing Problem (CLSP). Such approaches
(subgradient, primal-dual, etc.) climb the Lagrangean function obtained through
the relaxation of the capacity constraints. The aim of the proposed heuristic is to
adjust those solutions in order to obtain feasibility with minor cost increments.
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MORALES, D., PARDO, L., SALICRU, M. and MENENDEZ, M.L.

Test of hypotheses on the (r, s)—divergence: applications to multino-
mial and multivariate normal distributions.

In this work, asymptotic distributions of (r, s)-divergence statistics {Sharma and
Mittal, 1975) between to probability density functions fy, and fs, are obtained,
either when 05 is fixed and #; unknown or when both parameters are unknown.
The unknown parameters are estimated according with the maximum likeli-
hood principle. As a particular case the asymptotic distributions in multinomial
populations are obtained. To finish, these results are used to test statistical
hypotheses in multivariate normal populations.

PLAZA DELGADO, M. and MONTES SUAY, F.
A Test in Germ-Grain Models.

A Montecarlo test based on the area, in a fixed interval, between the dilation
and erosion curves is presented in this paper. As an application, the test is used
to compare the Boolean model against its natural alternatives with hard-core or
Poisson cluster as germ processes.

M. PEPIO and C. POLO
Quantile Plots in the Analysis of Heteroscedastic Models.

Recent developments in quality engineering methods have led to considerable
interest in the analysis of variance, building a dispersion model, identifying im-
portant effects from replicated experiments and checking for significance by me-
ans of a half-normal plot. A methodology based on a chi-squared quantile plot is
presented here for checking first the presence of heteroscedasticity, outliers and
other data peculiarities, and after the estimation stage a new stepwise procedure
tests for significant effects.
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H.I. CALVETE and P. MATEO
Circulations and maximum flow with parametric bounds.

In this paper, we study the problem of obtaining circulations and maximum flow
on networks with lower and upper bounds when these bounds are parametric
linear functions. The existence of parametric circulations and feasible parametric
flows are characterized.

We also provide necessary and sufficient conditions for the optimality of pa-
rametric flow. Finally, algorithms for their computation are proposed.
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