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QUESTIIO, Vol 17, 1 pp. 3-32, 1993
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Sea X(t) un proceso estacionario en tiempo continuo con funcidn de
densidad marginal univeriante f(z). A partir de un conjunto de n
observaciones; X (1), X(72),...,X{(7n) recogidas en instantes mues-
trales, T;, espaciados irreqgularmente o aleatorios, se estudia la esti-
macidn no paraméirica de f(z), utilizando un estimador recursivo
tipo nicleo.

Asumiendo condiciones débiles de dependencia (a—mizing) se ob-
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1. INTRODUCCION. DEFINICIONES

En los estudios relativos a la estimacién de curvas notables (densidad, dis-
tribucién, regresidn. ..) asociadas a un proceso estacionario real en tiempo con-
tinuo, X (t), a partir de una muestra X(71), X(72),...,X(7,), generalmente se
supone que los instantes muestrales se-han tomado-equiespaciados. En muchos
casos, este planteamiento no es-correcto, ya que por distintas causas: instrumen-
tos de medicion sujetos a un margen de error, imposibilidad fisica de muestreo
periddico, disefio del experimento, etc., los instantes de observacién son alea-
torios, lo que va a influir en los resultados de la estimacidén, pues éstos se ven
afectados por la posible dependencia de los elementos muestrales que, en general,
es funcién de la distancia temporal que hay entre ellos.

En este trabajo se estudian propiedades asintéticas de la estimacién no pa-
ramétrica, recursiva, tipo nicleo de la funcién de densidad asociada a un proceso
estacionario X (t) en tiempo continuo a partir de un conjunto de observaciones
tomadas en instantes aleatorios. Indicando la influencia de la aleatoriedad de
las observaciones en el error cuadritico medio de la estimacién. Se conside-
raran dos estructuras aleatorias concretas de recogida de datos que se exponen
a continuacién:

1.1. El Modelo
Sea el modelo estocastico (continuo-discreto) definido por el par (X,T),
donde,

* La primera componente X = {X(¢):¢ € R} es un proceso estocastico
real en tiempo continuo, verificando:

1. Es estrictamente estacionario, con funcién de densidad f(2) continua y
acotada.

2. Verifica la condicién de dependencia “fuertemente mixing”, (o—mixing),
esto es, si denotamos por F? la o—algebra generada por {X(¢):a < t < b},
con —oo < a < b < 400, se verifica para t > 0,

Sup {|P(AB)— P(A)P(B): A€ F°, BE F™} =a(t) | 0

-~ Esta condicién de dependencia fue introducida por Rosenblatt y es de las
mas débiles, verificindose en multiples situaciones.



* La segunda componente T = {r: k € N} es una sucesidn real, estricta-
mente creciente de instantes aleatorios, a la que dotaremos de dos posibles
estructuras:

ESTRUCTURA OI (Observaciones Irregulares): el proceso T = {13: k €
N} es de laforma r, = k/B8+Zk, con k=10,1,2,..., B> 0, siendo Zj, variables
aleatorias independientes e igualmente distribuidas, con funcién de densidad g(z)
simétrica y con soporte [—1/23, 1/23].

La estructura OI es la combinacién de un factor determinista (k/8) y un
factor aleatorio (Z}), siendo ésta la que lo diferencia del muestreo periédico.

ESTRUCTURA PR (Procesos de Renovacién): el proceso T = {rs: k €
k

N} es de la forma , = Zti’ conk=1,23,... y 7o = 0, siendo la sucesién de
i=1

tiempos intermedios, ¢;, variables aleatorias i.i.d., con distribucién G(t) absolu-
tamente continua definida en [0,00) y densidad g(¢), verificando que E(t;) =
L « c0. Se denotard N; al “nimero de observaciones realizadas en el intervalo
(0,1]?, siendo la “funcién de renovacién” (renewal function): H(t) = E(Ny), y
la “densidad de renovacién” (renewal density): h(t) = dH(t)/ dt. Una interpre-
tacion de este modelo se basa en considerar que [ representa “a largo plazo” el
mimero medio de observaciones realizadas en la unidad de tiempo. De particu-
lar interés es el caso en que G(t) es exponencial, entonces PR es un proceso de
Poisson de media 3.

Estas estructuras OI y PR son bastante usuales y marcan una progresiva
aleatorizacion en la recogida de los datos. Han sido utilizadas, entre otros, por
Masry (1983) aunque autores como Stoyanov-Robinson (1991) y Blum-Boyles
(1981) han utilizado otros modelos.

Ademais en este trabajo se supone que el proceso en tiempo continuo, X (¢),
y el proceso en tiempo discreto, T, son independientes.

1.2. Definicidn del estimador

La estimacién no paramétrica de la densidad ha sido ampliamente estudiada
en los dltimos afios, tanto en un contexto de datos independientes (Silverman,
1986) como de dependencia (Gyorfi y otros, 1989), por ser un conjunto de
técnicas intuitivas y de fécil cdlculo que permiten obtener buenos resultados bajo
condiciones muy generales. Siendo el estimador mas estudiado y utilizado el tipo



nucleo, introducido por Rosenblatt-Parzen y cuya definicién es la siguiente:
(1) fulz) = lzn:K (@ —Xi), con Kn(u) = oK [
nx—ni_l nlZ i)s n _hn k.

con K(u) la funcién nucleo (generalmente una funcién de densidad) y h, el
parametro ventana que indica el nivel de suavizacidon que se introduce en la
estimacion.

Este estimador ha sido estudiado por Masry (1983) con muestreo aleatorio,
aunque bajo este supuesto consideramos de interés la utilizacién de estimadores
recursivos, ya que al ir obteniendo secuencialmente nuevos datos, las estimacio-
nes son mas faciles de actualizar ganando en tiempo de computacién y ahorro de
memoria. Por ello, en este trabajo, se estudia el siguiente estimador recursivo,
tipo nucleo:

(2) fn(w) = (Zhg>

1 n
Zh;?Kj (2 —X(m))|, neRr
j=1

que verifica la siguiente relacién de recursividad:

F1(2) = Hby (@) [Ha fa(@) 4+ By s Kngs (2 = X(7a11)] , con Hy = (Zh?)
(3) =1

El estimador definido, aunque muy general, es un caso particular del intro-
ducido por Deheuvels (1974) y estudiado por Wolverton-Wagner (1969) para
n = 0 en el supuesto de independencia y por Masry (1986) para observaciones
regulares dependientes. El pardametro n influye, de forma inversa, en el sesgo
y la varianza del estimador y normalmente se elige en el intervalo [0,1] que es
donde se obtienen los mejores resultados (Wertz, 1985).

En el apartado 2, de este trabajo, se obtienen las expresiones del sesgo y
varianza del estimador de la densidad definido en (2) obtenido a partir de una
muestra X (), X(m),..., X(m,), teniendo los instantes muestrales una estruc-
tura Ol o PR, e indicando la influencia de la aleatoriedad en la recogida muestral.
Como consecuencia se obtiene la Media del Error Cuadratico Integrado, MECI,
del estimador y su consistencia en media cuadratica. En el apartado 3 se dan
las condiciones para obtener la normalidad asintética del estimador. Las demos-
traciones de los resultados obtenidos pueden verse en el Apéndice final.



2. SESGO Y VARIANZA

En el resto del trabajo se supone que se verifican las siguientes hipdtesis:

H.1. La funcién nicleo, K(u), estd acotada, tiene soporte compacto y es
de orden s de forma que:

K(uu' =C;=0paraj=1,...,s—1; | K(u)=Co =1, K(u)u'® =Cs <
J

H.2. La sucesién de parametros h, verifica:

i) hy — 0y nh, —> oo cuando n — o

o ISy i+ . .
i) hm——z . =0j4p <ocoparaj<s+1, jeNynel01]

n—oon
i=1 n

Estas hipdtesis son poco restrictivas, siendo usual utilizar funciones niicleo
de orden dos o superior. La primera parte de la hipdtesis H1 es clésica en los
estudios de estimacién no paramétrica, siendo la segunda parte de tipo técnico,
verificdndose para la eleccién usual de h, = Cn™%, « € (0,1), ya que entonces
0; = (1 —aj)7!, para0 < aj < 1.

Bajo estas hipdtesis se verifica el siguiente Lema que serd 1itil en la demos-
tracion de los resultados obtenidos. Su demostracién puede verse en Masry

(1986).

Lema 1

Sea g(z) una funcién de L, entonces:

400
i) / Kn(z — u)g(u) du = g(z)

+o0
it)  lim / ho Kn(x — u)Kn(y — u)g(u) du = 8 yg(2) Dy,

— 00

con Dy = /Kz(u) du

para todo z punto de continuidad de g.

A continuacién se obtiene la expresién del sesgo del estimador definido en (1).



Teorema 1
Se verifican las hipétesis H1-H2 y ademas:

H.3. La funcidén f(z) es (s + 1) veces continuamente diferenciable con de-
rivadas acotadas.

Entonces:

. )z
) Sesgo (fo(@)) = L2 CLBO) (=) +0 (7)

siendo H(n) = Op4s /0.

Comentarios:

El sesgo del estimador fn no depende del tipo de instantes muestrales ni
del mayor o menor grado de dependencia de los datos. Y si depende de la
funcién de densidad a estimar, f(z), por medio de sus derivadas, de la funcién
nicleo por la constante C;, del pardmetro 5 € [0,1], a través de la funcién
H(n), que para la eleccién del pardmetro de suavizacién h, = Cn~?, se obtiene
que H(n) es una funcién estrictamente creciente y, por tanto, el menor sesgo se
obtiene para 7 = 0. Y, finalmente, el sesgo depende del parametro de suvizacién,
cuanto menor sea, menor es €l sesgo pero mayor sera la varianza como se verd a
continuacidén.

Comparando el estimador recursivo f, con el no recursivo f, (dado en (1)) se
obtiene que Sesgo (fn(:c)) = H(n) Sesgo (fn(z)), siendo la funcién H(n) aco-
tada inferiormente por 1, por tanto, el sesgo del estimador recursivo es siempre

mayor que el del no recursivo (en la mayoria de las situaciones H(n) estd entre
3 y 4) aunque son del mismo orden (h2 bajo las hipdtesis del teorema).

A continuacidn se estudia la covarianza del estimador fn(:c) que si depende de
la estructura de los instantes aleatorios en que se obtienen los datos muestrales
y de la dependencia entre éstos.

En primer lugar se considera la estructura de OBSERVACIONES IRREGU-
LARES (OI), obteniéndose:
Teorema 2

Sea el modelo estocastico (X, T = OI) definido en el apartado 1, se verifican
las hipétesis H1-H2' (H2' es igual que H2, con j = 0y n € [-1,1] C R) y
ademds la sucesién de coeficientes mixing «a(t) es tal que:



H.4. /(a(t))q < oo, paraalgin0<g<1
0
Entonces

[cov (4@, 12)| < 208 (17 ) G @)'E KOV 7 (aft))” dt+

(5) + (#) 80,y V() f(2) Dk + 0 (n,lln)

siendo K, = /K(u)Z/(l"q) du, V(n) =03,-1/02, Dy = /1{2(u) du
Si H4 se verificase para algin 0 < ¢ < 1/2 y ademas,

H.5. La densidad conjunta f(z,y,t) asociada al vector aleatorio (X(7),
X(r+1)) existe y estd acotada sobre el plano XY uniformemente
cuando |t| > 1/8.

Entonces:

Cov (fn(l')7 fn(y))' <Vi(n) (f(m)&x’y + [f(:c)f(y)]l/Z) Dy

(6) lim nh,

(Esta expresidén es vilida para toda densidad g(z) asociada a Zy).

Finalmente, si ademas se tiene:
B

H.6. p(z,y) = /7(t ~ B Y f(z,y,t) &t < M < oo, siendo y(t) la funcién
0
de densidad asociada a la variable (Z; — Z;).

Entonces:

Cov (fn(z'), fn(y)) ‘ = V(n)f(%)bz,y Dx

(7) lim nh,
=+ 00



Comentarios:

1. En la cota para la covarianza del estimador f, (expresién (5)) puede verse
la influencia del muestreo aleatorio, ya que ésta es directamete proporcional
a 3. Como 1/ representa el promedio de tiempo transcurrido entre dos
instantes muestrales consecutivos 7; y 7,41, para grandes valores 8 habra
una fuerte dependencia entre X(71;) y X(7i4+1), por lo que serd mayor la
covarianza del estimador.

2. El orden de la cota de la covarianza es (nhl*9)~! mayor que en el su-
puesto de independencia que es (nhy,)~!. Se puede conseguir que la cota
sea de este orden exigiendo hipétesis mas severas, como se indica en las
expresiones (6) y (7), o bien, bajo condiciones de dependencia mds restric-
tivas, como la de ser uniformemente mixing (¢—mixing) con coeficientes,

+o0
¢(t), verificando / <,p(t)1/2 dt < oo.

0

3. De las expresiones (5), (6) y (7) se deduce de forma directa una cota y
expresiones asintéticas de la Varianza de f,(2), en distintos supuestos con
sélo hacer z = y.

4. Bajo la hipdtesis H5 se anula la influencia del valor de § y de los coefi-
cientes mixing, ello es debido a que esta hipdtesis es rigurosa para grandes
valores de B puesto que f(z,y,t) es divergente cuando ¢ — 0. Pero, atin
en este supuesto, By, (z,y) = V(n)[f(2)f(v)]*/? Dr(nh,)~!, que aparece en
(6), recoge la influencia del muestreo aleatorio a través ahora de la densi-
dad g(z), obteniendo la misma expresién en el término principal (de orden
(nh,)~') que en el caso de independencia de las observaciones. De esta
forma, si « = y, la cota para la varianza del estimador f, (z) duplica en
términos absolutos a la del mismo estimador cuando la distancia entre los
tiempos de muestreo no estan sujetos a ningun tipo de irregularidad aleato-
ria. Recogiéndose la influencia de la dependencia en términos secundarios
de menor orden.

5. La hipétesis H6 finalmente consigue eliminar toda la influencia de la den-
sidad g(z) y permite igualar la cota alcanzada por este mismo estimador
en el supuesto de independencia y observaciones periddicas.

6. La diferencia en las expresiones 5-6-7 entre utilizar el estimador recursivo,
fn(2), o el no recursivo, f,(z), viene dada por el factor V (1), que en el
iltimo caso vale 1.

La funcién V() = 92,,_1/9_,2,, con n € [0,1], para la eleccién cldsica del

. . . s — : _——-—1 — 2 2 2
parametro de suavizacién h,, = Cn~%, tiene laforma: v(n) = T n2a +_:_7 -
—-2na+ o

10



que es una funcién decreciente y acotada superiormente por 1. Por tanto,
cuanto mayor es 7, mayor es el sesgo pero menor la varianza del estima-
dor recursivo, siendo para todo 7 € [0, 1] menor la varianza del estimador
recursivo que la del no recursivo.

Es conocido que una de las medidas de bondad de ajuste mas utilizadas
en la estimacidén no paramétrica de curvas de probabilidad es el Error
Cuadratico Medio Integrado (MECI) (Hardle-Marron, 1986) que para la
funcién de densidad viene definido como sigue:

MECI (f) = E{/ (fn(x) - f(ac))ZW(:c) dx} -
E{ / [Sesgo (]En(x))]ZW(x) d:c} +
+E { / Vatianza (fu(z)) W(z) dx}

siendo W (z) una funcién peso.
De esta expresion y de los teoremas 1y 2 se sigue de forma inmediata
el siguiente resultado:

Corolario 1

“Bajo las hipdtesis H1-H5 se obtiene que:

A 25 (2 2
MECI (f.) = Q_Cfi/ 7O (z) Z)W(;,;) dz +

1
23 »
—7] Ky V( 7))/ f@)W(z) dz+o (h 1hn>

—+

(®)

De la expresién (8) se deduce que el elemento de mayor influencia en el MECI
es el parametro de suavizacion, que actiia de balanza entre el sesgo y la varianza.
Un efecto andlogo tiene el parametro 7, pero con mucho menor peso, y como
puede verse en Wertz (1985) el valor 7 = 0 minimiza el MECI, lo que hace que
sea el mas utilizado. En este caso el MECI del estimador recursivo es mayor que
el del no recursivo, aunque no en mucha proporcidn, por lo que es recomendable
la utilizacién del estimador recursivo en la situacién en estudio.

11



Para la eleccién h,, = Cn™% se obtiene que el o que minimiza el MECI es

a = 1/(1 + 2s), siendo el MECI = O (n=22/(1+22)) | resultado igual al obtenido
para el caso de datos independientes (Silverman, 1986).

Sobre la covarianza del estimador fn(z) cuando se considera la estructura de
PROCESOS DE RENOVACION (PR), se ha obtenido:

Teorema 3

Sea el modelo estocéstico (X, T = PR) definido en el apartado 1, donde se
ha llamado h(t) a la “densidad renewal” que se supone acotada en [0, c0). Si se
verifican las hipdtesis H1-H2' y H4, se obtiene:

|Cov (Fu(2), fu(w) | <20 (—IT) (@) K;-qvw/w(a(t))q h(t) di

(9 +(~,1-) 620 V() f(2)Kz + 0 (,i)

Si ademds se verifica:

oQ
H.7. /(1 +t) (a(t))? < oo, para algin 0 < ¢ < 1 (més estricta que H4)
0

H.8. p(u,v,s):= /f(u, v,t+ 8)g(t) dt < D < o0, para u,v €R; 5> 0
0

Entonces
(10) im nhy [Cov (fa(®), £a(0)) | = V() £(2)62,4 D
Comentarios:

1. Se observa que en la cota de la covarianza obtenida en (9) influye el mues-
treo aleatorio por la densidad h(t), asociada al modelo PR, y la dependen-

cia de las observaciones (o—mixing) por el factor [ «(t)?h(t) dt. Ademas

en el supuesto de un proceso de Poisson se obtiene que h(t) = B, para
todo ¢, y, por tanto, la cota dada en (9) es igual a la obtenida en (5) bajo
la hipétesis de observaciones irregulares.

12



2. Nuevamente se ha obtenido una cota de la covarianza de orden (nh1*?) -
aunque bajo hipétesis adicionales H7—-H8 se obtiene que la expresién de la
covarianza tiene el mismo término principal que en el caso de indepen-
dencia, que es del orden (nhn)_l. Influyendo el tipo de muestreo y la
dependencia en términos secundarios de menor orden.

3. Al igual que en el teorema 2, la diferencia -entre utilizar el estimador re-
cursivo f,(z) y el no recursivo f,(z) viene dada por el factor V(n), siendo
validos los comentarios alli realizados.

4. Haciendo ¢ = y de las expresiones (9) y (10) se deduce la cota y forma
de la varianza de f,(z) cuando el muestreo es del tipo PR, lo que permite
deducir el siguiente corolario:

Corolario 2

“Bajo las hipétesis de los Teoremas 1 y 3 se sigue que el MECI de £, es el
dado en (8)”.

3. NORMALIDAD ASINTOTICA

En este apartado se estudia el problema de encontrar sucesiones de niimeros
reales {an}, con a, T oo cuando n 1 oo, tales que {a(fn(2) — f(2))} tenga
distribucién asintdtica, que en nuestro caso sera gaussiana. Esto, intuitivamente,
parece posible tras haber comprobado que bajo hipdtesis relativamente suaves se
obtiene la convergencia en media cuadratica de f,(z) a f(x). Ademas, este tipo
de resultados son interesantes ya que permiten calcular intervalos de confianza
asintéticos en torno a f(x) utilizando solamente la informacién que proporciona
la muestra. El resultado que se ha obtenido es el siguiente:

Teorema 4

“Si se verifican las hipdtesis del Teorema 2 o del Teorema 3 y las hipdtesis
adicionales:

H.9. Para algin 7,0 < vy < 1,7lhg_27+4” oo

H.10. Existe una sucesién de enteros {g,} T oo tal que:

) qgn=o0 (nhﬁ‘z“’*“‘l")l/2

13



i) (,i)/ S (alk/B)' T — 0

k=qn,k€Z

Entonces:
(11) (nha)'* { fu(2) = Efu(2)} 5 N(0, )

siendo a? = V() f(z) Dy, (expresién obtenida en (7) y (10) para z =
y).”

Teniendo en cuenta que (nhn)ll2 {fn (z) — f(w)} se puede descomponer como

la suma de: (nhn)l/2 {fn(w) — Efn(:c)} + (nhn)l/2 {Efn(w) — f(z')} , ¥, por

tanto de los teoremas 1 y 4 se deduce de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 3

“Si se verifican las hipétesis de los teoremas 1 y 4. Y la hipédtesis:

H.11. nh,lﬁzs 10
Entonces:

(12) () * { Fa(@) = £(2)} L N(0, )

Comentarios:

1. En la demostracion del Teorema 4 se utiliza el denominado “método Berns-
tein” (ver Peligrad M., 1985) que consiste en descomponer la suma de las
variables aleatorias que definen el estimador en sumas de grandes bloques
separados por bloques mds pequefios, probdndose a continuacién que la
aportacién de los bloques pequefios es asintéticamente nula, mientras que
los grandes bloques tienden a ser independientes lo que permite aplicar el
Teorema Central del Limite de Lindenberg-Feller para variables aleatorias
independientes. Este procedimiento ha sido ampliamente utilizado entre
otros autores por Rosenblatt (1970), Robinson (1983) 6 Masry (1986).

2. Las hipdtesis H9 y H10 se pueden debilitar a costa de exigir condiciones de
dependencia mads restrictivas (imponiendo velocidades de convergencia de
tipo exponencial a los coeficientes a—mixing), lo que ademds permite de-
mostrar de forma mas sencilla el teorema 4, utilizando un teorema central
de Bradley (1981) para disposiciones triangulares de variables aleatorias
fuertemente mixing.

14



APENDICE. (Demostracién de los Teoremas)

Demostracién del TEOREMA 1

-+00
. n 1 -
Basta tener en cuenta que E (fn(:c)) = H,IIZh}’ / h_'K (w u) flu)du
j=1 A

/lj

haciendo el cambio de variable v =  — vh; y un desarrollo de Taylor de orden
s en f(u) se obtiene que:

B (fu@) = 12’" [Zf D nyy

De la aplicacidén del Lema de Toeplitz, el lema 1 y las hipétesis del teorema
se sigue la conclusiéon de éste.

+ 0 (h]s-"'l)

Las demostraciones de los Teoremas 2, 3 y 4 se han desarrollado siguiendo
razonamientos analogos a los realizados por Masry (1986), quién, para datos
muestrales observados de forma regular y en un contexto de dependencia, estudia
el propio estimador fn (z) para 7 = 0 y otro estimador dado por:

- 1 - i
fa(®) = —75 > bR (2 - X;)
nhy'” 1531

Acerca de éste iiltimo nétese que el estimador definido en (2), fo(z), con 5 = i
es asintéticamente equivalente a una versién reescalada de fn(z) En efecto,
por el apartado (ii) de la hipétesis H2 relativa a la sucesién de parametros de
suavizacién h,,, haciendo 7= 1/2y j = 0, se tiene la existencia de:

1 n Iy /2
lim — = =4
n}»n;on;(hn> 1/2<OO
Por tanto y en virtud del Lema de Toeplitz:
Fa() = 67/, fu(2)

En consecuencia la varianza asintética de f,(z) es del orden de 0%/2 por
la varianza asintdtica de fn(x), con n = 1/2, y, en este sentido, el estimador
definido en (2), fo(z), generaliza también el estudiado por Masry (fn(z)) .
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A continuacién se exponen, de forma esquematica, las citadas demostracio-
nes, en las que sera 1til el siguiente resultado:

Lema 2 (Doe, 1973)

“Sea {X(t):t € R} un proceso fuertemente mixing y sean £ y 1 dos variables
aleatorias medibles respecto a las o—algebras F° _ y F;*®, respectivamente, con
t > 0 arbitrario. Si para algin u > 0 se verifica: E|¢[*t* < 0o y E |n|*#* < oo,
entonces:

[Cov (&, m)| < 10 (a())M P+ (B ¢[*+4 B pl>+#) 1+

Demostracién del TEOREMA 2

(13) Cov (Fa(@), ful®)) = Tno(,) + Ra(2,9)
siendo »
(14) Ra(2,9) = 3 (Ts () + T —i(2,0)

~2n-|j|

Tni(z,y) = (Z’ﬂ) D ki kY Cov { Koy (@ — X (1)) Ki (y — X(0)) }
k=1 i=1

en virtud de la estacionariedad de X(¢).
De la hipétesis H2’ y el Lema 1 se sigue que:

1 1
(15) Tno(2,y) = mV(n)f(w)%ka + -

Dadoque T =0OI, ; = %—}—zj-, con {z;} v. a. independientes e idénticamente

} . Por tanto,

distribuidas segin la densidad comiin g de soporte en [—%, %

parai> j, T, —T; = l—;l + (zi - zj) = la densidad asociada a 7; — 7;, para
i>jesy<t—l_] , siendo:
B
1/B
7(t) = (9 *9)(t) = / g(t —v)g(v) dv
-1/p

16



Nétese que las condiciones impuestas a g conducen a que 7 sea simétrica y
tenga soporte [ -1/8, l/ﬁ}

Entonces aproximando T, j(,y), para j # 0, por su valor esperado respecto
ala v. a. 7; se obtiene que:

1/p .
Tni(z,y) = (th) Zhw ¥ 1//[3 {KH]- <w—X <t+ ]ﬁ))
(16) Ki (y — X(0))}~(¢) dt
Sean & = Ky ; (z’—X <t+ %)) yn=Ki(y—-X(0) yp= IQqu
Se tiene que:
1 1
BIEP™ = = aias(a) ¥ EIEP = o)
siendo
| _ 2+p
(17) qi(z) = /E K (%ﬁ) fluydu —— f(z)/ C(u)* T du

en virtud del lema 1 y de la hipdtesis de continuidad establecida sobre f.

Por aplicacién del Lema de Doe en {16):

AN [< 1fg
T, (2, )] < 10 (a (t+ E)) (;h?) Zh,ﬂ 7 (higihi)™
(i (@)a) T < .
(18) < 10 (a (t + ]E))q (gh;) izz;hfﬂ—lhi-q (i(@)ai(y) =
Supliendo (18) en (14) se tiene, en virtud del Lema de Toeplitz y de (17)

(19)  [Ra(z, y)|<20V(7]) 1+q (@) f(y) = K,~ qZ( < ))

Llevando ahora las cotas obtenidas en (15) y (19) a (13) obtendremos por
H4 la cota de Cov (fn(x), fn(y)> dada en (5).

17



Para obtener las expresiones asintéticas de la covarianza de f,(z) dadas en (6)
y (7), se considera una sucesién de enteros positivos ¢, tal que ¢, T oo, hpe, | 0
y h2%¢, 1 oo para algiin 0 < ¢ < 1/2. Se considera entonces la descomposicién
del término R, (z,y) :

[ n—1
(20) Ra(e,y) = (T +T-0)+D (T +Ti)+ Y (Th+T-j) = S1+82+8s
ji=2 j=cnp+1

Se desarrolla cada uno de estos tres sumandos y se obtiene:

n —2p-1 1p
1
Ti(z,y) = (Zh;) > Rl B / E {Km (:: -X (t+ B)) :
i=1 ji=1 ~1/p

n =2n1
- K (y - X(0)} »(®) dt - (Z’l?) Y ] hjE {K; (y - X(0))}
ji=1

i=1

o [ {1 (e (12 1)) Vot = 1, 43,
s

Del Lema 1 y el Lema de Toeplitz se sigue que B, = O(1/n). Y de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz y la hipétesis H5 se sigue:

1/p

n =2p-1
1 1
i=1 ji=1 4 (¥

Y+l
1/2
{/szﬂ(z —u)f(u)hj41 du/[x"jz(y —v)}f(v)h; dv} =

1 1 .
A, < —]——V(n) (f(:c)f(y))l/2 §Dk, y por simetria se obtiene:
nhy,

(22 S < V) () (1) " Dy

— nh

A continuacién se prueba que los sumandos Sy y S3 tienen cotas de orden
inferior a (nhy)~1.

Cn n -2 Cn N7
S =2) Tj=2 (Z’l?> SNl bl
i=2 i=1

j=2i=1

18



/ U/I"“("’"“ Kily ‘”)( (“ v,t+ ) - f(u)f(v)) du d”] () dt

Utilizando H5 y el hecho de ser f acotada se obtiene que:

n chn T 1/
8 < Cte. (Zhg) Sy [ =
i=1 j=1li=1 —i/p
n -2 5
= Cte. ¢, (Zh;’) Eh?" =
i=1 i=1
6 -
(23) = Cte.cp iznc—n = O(cn/n) = o(nhn) !
62 n
o 4q
Para acotar el sumando Sz se utiliza el Lema 2 (Doe), con g = =2

V) (@) 1) F fx;-zqi (a (%))5

T nhy,

< V) ) T K7 L [ (a(0) i <
0

1 1 1 1
24) < _ | = R
@) <0 (7lcnlz}l+2q> 0 <7lhn h,zlqcn) Onhn

La iltima desigualdad se obtiene utilizando H4. Ahora sustituyendo (22),
1
(23) y (24) en (20) se sigue que: R,(z,y) < m;——V(n) (f(:l:)f(y))l/2 Dy, de esto
y la expresién (15) se obtiene el resultado (6) del Teorema.

Si se utiliza la hipdtesis H6 para acotar el término A,, se sigue de manera

inmediata que A4, = 0 de donde se obtiene la expresién (7).
nhy,
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La prueba del Teorema 3 sigue la misma linea que la del Teorema 2. La unica
modificacién importante se debe a la nueva estructura de 7' (que es ahora la de
un proceso de renovacidn) y afecta a la distribucién de probabilidad de la variable
7; — 7j, 1 > j. En este caso y debido a que la sucesién de tiempos intermedios
{t;} es independiente e idénticamente distribuida segin una distribucién G(¢)
sobre [0, 00); la distribucién de

i+j

Ti+j - T = Z tl —-th

£=i41

es la j—ésima convolucién de G consigo mismo. Si se denota a ésta por G;(t), al
aproximar T}, ;(z,y) por su valor esperado respecto a 7;, con j > 0, tal y como
se hizo en (16), se obtiene:

-2, S

Tai(x,y) = (Zh;’) > hlhy / Cov {Kis; (x — X(t), Ki (y — X(0))} dG(t)
k=1 i=1 0
Demostracion del TEOREMA 4

Se supone que el modelo estocastico (X, T') tiene una estructura OI, siendo
andloga la demostracién para el supuesto de que la estructura fuese PR.
Se desea probar que:

(25) \/nhn'—fﬂ————EM — N(0,1), con oy = V(n)f(z)Dy

oy
Sean
(26) Y; = h] (K; (x — X(73)) — EKj (2 — X(73)))
(27) R = Y=Y bl (K; (z— X(13)) = EK; (2 — X(1;)))
= =

Entonces, en virtud de la definicién de f, en (2) se tiene que:

(28) Zh" (fn(m E fn(z)> con E[S.]=0

y dado que el teorema actual verifica las hipdtesis del teorema 2 se tiene por

(10):
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(29) lim nh, Var (fn(:c)) =0y
De (27) y (28) se deduce que probar (25) es equivalente a probar:

Sn
o(Sp)
Pero de (26), (29) y la hipdtesis H2, ii) se tiene también que:

(30) -, N(0,1),

2
nh " h A
ZIZU 2(8 ) ( 7‘,’?‘) (nhn Var (f(q;))) N 92 o?
Por tanto bastara demostrar que:

(31) (h2=1)" P s L N(0,0,07)

Para ello se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: DESCOMPOSICION EN BLOQUES DE S,

Por las hipdtesis H9 y H10 existe una sucesién {rp} C N, {r,} T oo tal que

(32) PnQn = O (nh3 2”Y'M")I/Z

y

(33) n (nhy Z [k/B]"~

k=qn
A partir de {r,} se define una nueva sucesién {p,} C N en la forma:
nhy,)1/?
(39 = |22

donde [a] denota la funcién parte entera de a.
De HY, H10, (32), (33) y (34) se deducen las siguientes relaciones

qn dnTn In In
35 o~ —0 = 2 —0 L 0
09 g g (S )
Dn (nhy)'/? hn ( Pn
36 ~ = —0 (=B o)
(36) k2L T 2 r (nhg—2v+4n) 1/2 n
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1 1= _ -1 1/2 = i 1= hy
h2n 7+12 ﬂ - (n n ) Za E (nhi—27+4n)1/2 —0

@ ) - ]
e (5)sme () =) e(5) —o
(38)

A continuacidn sea, para cada n € N, la particién de &, en 2k, + 1 subcon-
juntos donde &k, = [n/(pn + qn)] realizada en la siguiente forma:

k-1
(39) Sp=8,+Si+ 85 = Zﬂ] + Ew] + 0y
con
P Pty
(40) Bi = Zymg'+i> T = E Yimj+i, Ok = Z Y
i=1 i=p+1 i=myg+1

siendo m; = j(p+4q), j = 0,...,k; de tal forma que cada 3; constituye un
bloque “grande” sumando p, variables, cada m; uno “pequefio” sumando ¢y
variables y 83 un bloque residual.

Paso 2: CUANDO n — 00 SE PRUEBA QUE:

1 2
nhin E(s3)" —0 y WE(ISSI) —0

Primeramente ndtese que por ser K acotado y verificar H1 también / |K(:1:)|2M

dz < oo para 0 <y < 1, y por el Lema 1, apdo. i:

E {Jiute - X7} =070 [ i ( =)

= h; (2/‘7)+1 ®;(z)

con

(a1) Bi(z) o f(z) / K@) du
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De forma andloga
(42) VarY; < h}"E K2(z — X(73)) = hJ" ' Ai()

siendo A;(z) := h; E K?(z — X(7:)), que en virtud del apartado ii del Lema 1
converge a f(z)Dy cuando 7 tiende a oo dado que f es, por hipdtesis, continua.

Entonces:
k— k-1 k-1
(43) E (|S2 Z arm; + 2 Z Z|Cov {mi,=j}|=A+ B
j=0 i= 0175?7 =0
donde
p+q r+e pt+g
(44)  Varm = Z Var Y, i + Z Z ICOV {ij+r,ij+g}]
i=14p r:p+1<£l:p+1
r

Si2np— 1> 0, entonces por (42) y el cardcter decreciente de h, se tiene:

p+q pt+q Iy n—1 g
n

(45) % - Y VarYip < Y ( ) Amy4i(2) < g Ctes(2)
hn®" 2 14p i=l+4p n

N\ 27-1
5127 — 1< 0, entonces (#) < 1, y la cota seria ¢, Cte.g (z).

in
En virtud del Lema de Doe, si v es el del enunciado y denotando por ||Y;]| a
IYill = (E {|Yi|2/7})7/2, se tiene:

p+g ptg

Z Z ,COV mJ+r, m1+l}l

“p+1 l—p+1

p+e  ptg

—]271 1 Z Z ”Ym1+r“ ”Ym1+l“ —“T[)]l v

r=p+li=p+1
r<d
Pero por (41) y ser h, decreciente:

Vil <RI 202 (2) < RIRIH20Y2 () =
Max. {||Y;]|; 1<i<n}<h;/2Ctes(x)
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Asi pues:

p+qg  ptg

Z Z 'COV mJ+r; mJ+l}|<

—P+1£ p+1

r+g p+q

< Cteg(z)hy =12 Z Z [o (s — 7)) 7

r=p+1f=p+1
r<d

g-1

< Ctea(@)hy 12" (gn — 1) [a (r; 1)] a <

r=1
o0 r 1—v
< Cte4(z)h:’l_1_2"qnz [a (E)]
r=1

donde se ha de notar que el ultimo factor es necesariamente finito por (38).
Tasladando esta cota y la obtenida en (45) a (44):

k-1
1 1 "q" In
(46) nh,zﬂ_lB = T EOVarﬂ'J < Ctel(m) — + Ctes(:c)_Q.Z_T_l.
i=

Y la convergencia de (46) a cero se sigue de (35) y (36).
De forma similar se procede a acotar %B. En efecto:

nhr,

k-1 k=1 p+g ptg

B < Z Z Z Z |C°V {Yonits, m,+t}|

i=0 j=0s=p+lt=p+1
1>]

Como i > j, los indices (m; +5) y (m; +1) difieren cuando menos en p unidades,

por tanto, volviendo a aplicar el Lema de Doe y dado que n _, 0:
n

(47) 2,, 1B<4Z Z |Cov {Y;, Yi}| < Cteg(z)h] ™~ 2"2 ( )M

s=1t=s++p

Y (47) converge a cero por (37), lo que unido a la convergencia a cero de (46)

. 1
y sustituido en (43) prueba que: T E (|52|)2 — 0.
nhy
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Finalmente:

n n 7
B8] s | 3 Va2 3OS Cov{Yeu)

nhy nhy, el o ls e 1
£<s

Idénticos argumentos a los establecidos para acotar A y B permiten obtener:

1 . Cte7(.z') |A3 |
WE(%I) {|Akn,+‘,;?ﬁ1—-—y
siendo
|A%n| =n-—- kn(pn +Qn) -n-—- [Pn :qn] (pn + Qn) <
=n- (pnj’Qn —1) (e +4n) = (P + 4n)
por tanto:

t
E (|s3])’ = m) {l /l2n+1—’Y) (Pn+gn) =0 cuandon — oo
n

en virtud de (36).

Paso 3: CUANDO n — o0 SE TIENE QUE:

(48) B (&) - ﬂ Eef)| — 0

Para demostrar (48), y equivalentemente la independencia asintdtica de los
bloques grandes, se utiliza el siguiente resultado, que es una extensién del Teore-
ma de Volkonskii-Rozanov (1959): “Sea V; = Fj(Bjs) j=1,...,N, y |Fj(z)] <
1. Y sea H la o—algebra generada por el proceso de los instantes de muestreo
{mr:k=1,2,...}. Y sea X un proceso fuertemente mixing con coeficientes a(t),

entonces se verifica:
i) e o))
25
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Haciendo Fj(z) = e™''® en el Lema anterior se obtiene:

iu T zu] qn ~ n q_n ~
( 5) 1;[ Ee g <4(kn+l)a(,—8—)_4pn+qna(ﬂ)_

n qTL
~4—q
Pn ( B )
Y ahora (38) permite probar (48).

Paso 4: SE PRUEBA:

k-1
1
(50) o= 12Eﬂ2_’920f

nhy,

Procediendo como en (44) para la Var 7; se demuestra que el segundo su-
mando de:

E g = ZVaerJ+,+2 Z Z]Cov {Yon;4is Yo, 42 } |

i=1 £=1
1<e

Por (26), (29) y el Lema 1 (ii):

1

—TE ISII _‘*93‘7?

nh;,

de ambos hechos y del paso 2 de la demostracién se deduce (50).

PAso 5: S! VERIFICA LA HIPOTESIS CLASICA DE LINDEBERG-FELLER

Segin (48) y (50), los sumandos B; en S} son asintéticamente independientes
y tales que la suma normalizada de sus varianzas es 0,2, 0'?. Por ello la condicién
de Lindeberg-Feller para la normalidad asintdtica de S} toma la forma: para
e>0,

k-1

1 2 .
gn(€) = MZ <ﬁ (18,12 c016,(n hiv-l)m}) —0sin—oo
17 j=0
(51)

Por el Lema 1, E (K;(z — X(7;)) es convergente y dado que h] decrece a cero
y K es acotado por hipdtesis:
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|Y;| < Cte. (k 7T 4+ 1)) < Cte h; ™7 < Cte. hL™" Vi<n=
(52) = Méx {[6], 0<j<kn—1} < Cte.puh,™”

Por tanto en (51) se tiene:

kn 2]12’7 2

—0 1 max
nhZn—1 292 0<j<kn—1

Pn -1)1/2
gn(€) =Cte - k (W) 0<jrg%§_1P{lﬂj| > eyl (nh3'"?) }

Ahora bien, de (52)

() = P{16;1 2 cogt, (b)) =

o<jnée}cx—1 1651 Ce pohd™t pn 1

< Cte. —Prn (e, =1L
070, (nhi~ 1)1/2 (nhZ" 1)1/2 (nha)'?

— 0

. _1\1/2 .
Y, en consecuencia, el o Thax 1P{Iﬂj| > eos0, (nh27-1) / } = ( a partir
<j<ka—

de un n suficientemente grande, deduciéndose entonces (51).

Resumiendo:
Por (50) y (51), (nh21=1)"/) g1 — N (0,6,04)
y por el paso 2, (nhZ1=1)7 1/2) (8% + S2) — 0 en probabilidad

(nh2n-1)~ 2 s 4 N(0,8,0,)
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ENGLISH SUMMARY::

ESTIMATION OF THE PROBABILITY DENSITY FROM
RANDOM SAMPLING

José A. Vilar and Juan M. Vilar

1. INTRODUCTION. DEFINITIONS

Data are not always collected at equally spaced time intervals and there
are various causes by which data may be irregularly recorded over time: small
random deviations, the own random experimental design. ..

In this paper we study the asymptotic behaviour of a recursive nonparame-
tric estimate of the probability density function associated with a stationary
continuous-time process X, where the sampling instants are assumed to be ran-
dom.

1.1. The model
Let the continuous-discrete stochastic model be defined as the pair (X, T
where:

1. The first component X = {X(¢); ¢t € R} is a continuous time process,
which is assumed to be strictly stationary asn strongly mixing («—mixing),
with marginal density function f(z) continuous and bounded.

2. The second component, T' = {7; k € N}, consists of a strictly increasing
sequence of random times that we confine to two specific structures:

e “I0” STRUCTURE (Irregularly Observations) where:

k
Tk:B+2k k=0,£1,... >0

being z;s i.i.d. random variables with a symmetric density function g(t)

supported on ['2'—5, ﬁ]
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¢ “RP STRUCTURE (Renewal Process) where:
k
Tk:Z k=1,2,... and 7 =0
i=1

where {¢;}7%° is a sequence of i.i.d. random variables with a common
absolutely continuous distribution G(¢) on [0, c0), satisfying: E[t;] = g~1.

Both structures turn to a progressive randomness of the sampling data: the
IO structure is the mixture of a periodic sampling and a random deviation, and
the RP structure is completely random.

Throughout this paper we also suppose that X and T are independent.

1.2. Definition of the estimate

The nonparametric estimation of an unknown probability density function
f(z) has received much attention in recent years (see Silverman (1986) for inde-
pendent observations and Gyorfy e.a. (1989) for dependent observations).

Masry (1983) has studied this same stochastic model for the nonrecursive
type kernel estimator of the density function defined by (1):

hy, h,

falz) = %éh’n (z—X;), Kp(u)= 1y (i)

being K(u) the Kernel function and h, a bandwidth sequence.

But the recursive estimator has a clear advantage over nonrecursive estimator
as they can be updated with each additional observation. Thus we will consider
the recursive type Kernel estimate defined by (2):

fale) = H? ZK]- (2 — X(13)), withpeR and H, = Zh]".
j=1 =1

This estimator, which one was introduced by Deheuvels (1974), can be computed
recursively by (3). From equally spaced data, Wolverton-Wagner (1969) have
used (2) with 5 = 0 for independent observations, and this same estimator has
been considered by Masry (1986) under the assumption of mixing conditions.
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2. BIAS AND VARIANCE

Under weak regularity conditions on K and {h,}, the theorem 1 related to
bias of f, was established.

We remark that the asymptotic bias expression (4) obtained in theorem 1
depends on Kernel function K, on the underlying probability density f and
their derivatives, and on parameter 7. Specifically, large values of 7 result in
estimations with a large bias. But the bias of the estimation does not depend
neither on the particular sampling scheme used nor on the dependence structure

type.

Finally, comparing this expression to that in nonrecursive case it is seen that
the recursive estimate has a larger bias than a nonrecursive one.

_ In theorems 2 and 3 we establish bounds for the asymptotic covariance of
fn(z) when T =10 and T'= RP respectively.

If T'= 10, expression (5) is obtained under a weak constraint on the mixing
coefficients {c;} (see (H4), and it is interesting to remark some observations
about this result:

o The sampling scheme (according to IO structure) contributes to an increa-
sing of the covariance, which is proportional to 3.

e The convergence rate of the bound is O(nh}f‘q)_1 compared to O(nhn)_1
for regular observations.

o But, under the considerably more restrictive assumptions H4 with 0 < ¢ <
3, and H5, the new bound for the asymptotic covariance (see(6)) is inde-
pendent of 8 and the corresponding rate of convergence is now O(nhn)_l.

e Finally, under condition H6, the contribution of the sampling scheme is
asymptotically negligible.

e These results are extensions to the recursive case of results by Masry (1983)
for nonrecursive case. In this sense, it is interesting to note that nonre-
cursive estimate has a larger variance than a recursive one (see remark

6).

The performance of the estimate f,,(z) when T'= RP is very similar such as
it 1s shown in teorem 3. In this case the influence of random sampling is present
through the renewal density function A(t), which is supposed to be bounded (see
(9)). Analogous conclusions to those in theorem 2 are now made for theorem 3.
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Combining the results of theorem 1 on the bias of the estimator f,(2) and of
theorem 2 (for 10 structure) or theorem 3 (for RP structure) on the variance, the

quadratic-mean consistency and the corresponding rate of fn () is immediately
obtained in corollaries 1 and 2 respectively.

3. ASYMPTOTIC NORMALITY

In this section, asymptotic normality of the recursive estimate defined by (2)
1s established.

In first place we write:
1
2

(nhn) ¥ (Ju(2) = £2)) = (1) * (£u(0) = Efu(@)) +(nha) * (B ful@) - £(2)

Following Pelligrad (1985) (Bernstein method) the asymptotic normality of
fa(z) centered at E f, (&) is stated in theorem 4 under H9 and H10.

Finally the sketch of the proofs is given in the last section of the paper.
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A SIMPLE STATISTIC TO TEST

GENERALIZED PALINDROMIC

SYMMETRY MODEL IN A 4 x 4
CONTINGENCY TABLE

SADAO TOMIZAWA*
Science University of Tokyo

For a 4 x4 contingency table, this note gives a simple statistic to test
the goodness-of-fit of the generalized palindromic symetry (GPS) mo-
del considered by McCullagh (1978). Also an asymptotic confidence
interval for a parameter of interest in the GPS model is given. Two
sets of unaided vision dala are used as example.

Key words: Confidence interval; Cumulative odds ratio; Delta
method; z—statistic.

1. INTRODUCTION

For the R x R square contingency table, let p;; denote the probability that
an observation will fall in the cell in row ¢ and column j(i = 1,...,R;j =
1,..., R). The generalized palindromic symmetry (GPS) model defined in Mec-
Cullagh (1978) is given by
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g

Fij  =exp{Ai/2}-

$i; (1<i<j<R),
Ct’j_l

Q51

Gji =exp{-A;/2}-

% (1Si<j<R),

pii = i (1<i<R),

where ¢;; = ¢;;, a1 = 1 and where

i R R i
Fi; :ZZpst and GjiZZZpst-

s=1t=j s=jt=1

Note that the GPS model is defined when R > 4. A special case of the GPS
model obtained by putting Ay = A = ... = Ag_; is the original palindromic
symmetry model considered in McCullagh (1978). And a further special case
of the GPS model obtained by putting a1 = a3 = -+ = agp-; and A; =
Ay = .= Apg_ is the conditional symmetry model (see McCullagh 1978 and
Tomizawa 1989b).

Tomizawa (1989a, b) pointed out that the GPS model can be expressed as

(1.1) O =0L; (1<i<j<s<t<R),
where 6% = Fi;Fj:/(FjsFit) and @sLm-j = G;iGy;/(Gs;Gy;), being the odds

ratios based on the {Fj;;} and {Gj;}. From (1.1), the GPS model states that
for 1 <i< j < s <t <R, if the odds that an observation is in row j or
below rather than in row ¢ or below is 8 times higher when the observation is in
column ¢ or above rather than when it is in column s or above, then the odds
that the observation is in column j or below rather than in column 7 or below is
identically # times higher when the observation is in row ¢ or above rather than
when it is in row s or above.

By the way, for testing the goodness-of-fit of the GPS model, the values
of likelihood ratio chi-squared statistics G? and Pearson’s chi-squared statistics
x? could not be calculated easily (even when R = 4) though the calculation
would be possible, because (i) the model is not a multiplicative form, and (1)
the maximum likelihood estimates (MLEs) of expected frequencies cannot be
written as a closed-form expression of the observations (see McCullagh 1978).

The purpose of this note is to give a simple statistic to test the goodness-of-fit
of the GPS mode! when R = 4.
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2. A SIMPLE TEST STATISTIC

Consider a 4x4 contingency table (i.e;; R = 4).- Then, from (1.1), the GPS
model can be simply expressed as

=0 (or ¥ = 1),
where '

% = log ©7; 34 — log ©F, 1,.

Let n;; denote the observed frequency in the cell (¢,j) of the 4x4 table
(:1=1,2,3,4; j = 1,2,3,4). Assuming that the {n;;} result from full multinomial
sampling, we shall give a simple statistic to test the GPS model (i.e., ¥ = 0),
using the delta method of which descriptions are given by Bishop et al. (1975,
Sec. 14.6) and Agresti (1984, p. 185, Appendix C). The sample version of

¥, ie., ¥, is given by v with {pij} replaced by {p:;}, where p;; = n;;/n and
n = X¥n;;. Using the delta method, \/5(1/;—¢) has asymptotically (as n — oo)
a normal distribution with mean zero and variance
9 1 1 1 1 + 2F14
Fig Fia Foz  Fay  Fi3F

1 1 1 1 2G4
Gy Gsi Giz Gap G31Gaz

Let 6% denote o2 with {p;;} replaced by {p;;}. When the GPS model holds true,
z = \/np/é has asymptotically (as n — co) the standard normal distribution;
thus 22 has asymptotically (as n — oo) a chi-squared distribution with one
degree of freedom (df). In addition, the term 6/4/n is an estimated approximate
standard error for ¥, and ¢ + zp/26/+/n is an approximate 100(1 — p) percent
confidence interval of 1, where 2,5 is the percentage point from the standard
normal distribution corresponding to a two-tail probability equal to p.

3. EXAMPLES

Ezample 1: Table 1 is constructed from the data on unaided distance vision of
7477 women aged 30-39 employed in Royal Ordnance factories in Britain from
1943 to 1946. These data have been analyzed by many statisticians using various
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statistical models and methods; see, for example, Stuart (1955), Bishop et al.
(1975, p. 284), McCullagh (1978), Goodman (1979), Tomizawa (1989a, b).

When the GPS model is applied to the data in Table 1, the value of 22 (given
in Section 2) is 5.71 (P < 0.025) with 1 df. Therefore this value is significant
at 5% level. By the way, by calculating the MLEs of expected frequencies using
the G? = 6.18 (from Tomizawa 1989a) and x? = 6.15 with 1 df. We can see
now that the values of these three statistics are close.

Table 1

Unaided distance vision of British women; from Stuart (1955).

Right eye Left eye grade

grade Highest Second Third Lowest Total
Highest 1520 266 124 66 1976
Second 234 1512 432 78 2256
Third 117 362 1772 205 2456
Lowest 36 82 179 492 789
Total 1907 2222 2507 841 7477

Next, for these data, the estimated value of 9 is 1& = —0.350. The estimated
approximate standard error of P is 0.146, and an approximate 95% confidence
interval for ¢ is (—0.636,~0.063). [The corresponding confidence interval for
e = 0, 3,/0% 1, is (e70536,e70-06%) or (0.529,0.939).] Since this interval
for 1 does not contain the value zero, this would indicate that 6[{2,34 is not
equal (rather than equal) to @3L4’12.

Ezample 2: Table 2 is constructed from the data on unaided distance vision of
4746 students aged 18 to about 25 including women of about 10% in Faculty of
Science and Technology, Science University of Tokyo in Japan examined in April
1982. These data have been analyzed earlier by Tomizawa (1984, 1989a).

When the GPS model is applied to the data in Table 2, the value of 22 is
1.45 (P > 0.2) with 1 d.f. Also the values of G? and x? are both 1.47 (G? value
is taken directly from Tomizawa 1989a). Therefore the values of three statistics
are quite close. (See Tomizawa 1989a for the interpretation obtained under the
GPS model).
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Table 2

Unaided distance vision of students in Japan; from Tomizawa (1984).

Right eye Left eye grade

grade Highest Second Third Lowest Total
Highest 1291 " 130 40 22 1483
Second 149 221 114 23 507
Third 64 124 660 185 1033
Lowest 20 25 249 1429 1723
Total 1524 500 1063 1659 4746

Next, for these data, the estimated value of 1 is 1/; = —0.241. The estimated
approximate standard error of P is 0.200, and an approximate 95% confidence
interval for 9 is (—0.633,0.151). [The corresponding confidence interval for ¥
is (70633 ¢0151) o1 (0.531,1.163).] Since this interval for 9 contains the value
" zero, this would indicate that G)IUL,‘34 is equal to ©%, |5, or even if @?2,34 is not
equal to (9%4,12, the degree of non-equality between two odds ratios is slight.

4. REMARK

As seen in Sections 2 and 3, the z2—statistic (or z—statistic) has the advan-
tage such that it can be easily calculated without the use of computer. Therefore,
if one wants to check whether the GPS model fits well or poorly for a 4x4 table
data, we recommend using the z?—statistic (or z—statistic) given in this note.
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APLICACION DE LAS DISTANCIAS EN
ESTADISTICA

C.M. CUADRAS y J. FORTIANA

Universitat de Barcelona

Este articulo ofrece una panordmica aclualizada de la relevancia en
Estadistica de ideas geoméiricas basadas en el concepto de distancia.
Sus aplicaciones se agrupan segin cuairo dreas: Estimacion Puntual,
Contrastes de Hipdtesis, Representacion de Conjuntos y Prediccién
basada en Distancias.

Applying distances in Statistics.

Key words: Mahalanobis Distance, Rao Distance, Principal Co-
ordinate Analysis, Geometric Representation of Fi-
nite Sets, Distance-based Prediction.

1. INTRODUCCION

Desde su principio, la Estadistica moderna ha dependido de la Teoria de la
Probabilidad, del Analisis, la Teoria de la Medida y del Algebra. La metodologia
estadistica no podria avanzar sin los recursos que proporcionan estas dreas de la
Matematica.

También desde los principios, la Geometria, y especialmente las propiedades
topoldgicas derivadas del concepto de distancia, han desempefiado un papel im-

C.M. Cuadras y J. Fortiana. Departament d’Estadistica. Facultat de Biologia. Avgda. Dia-
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portante en Estadistica, aunque su incorporacién como elemento de trabajo es
mas reciente.

Sus primeros usos estan latentes en el test Ji-cuadrado de K. Pearson y en el
test ¢t de Student, donde las discrepancias entre observado y esperado se miden
mediante un estadistico que en el fondo es una distancia. Tales ejemplos, y
muchos otros, son casos particulares de la distancia debida a Mahalanobis [52]

-1
1 -y -2 -(z-y),
donde z,y e R?, y Y es una matriz de covarianzas adecuada.

La distancia (1) interviene en la propia definicién de la distribucién normal
multivariante, en Analisis Discriminante, en la T2 de Hotelling, en la deteccién
de oultliers, etc., e incluso, como se ve en la seccién , interviene en cualquier
contraste de hipdtesis.

Nos parece oportuno citar los trabajos de Hotelling [41] y Weyl [75], pioneros
en la aplicacién de la Geometria Diferencial al contraste de hipdtesis: Dado el
modelo de regresién no lineal

yz:ﬂfz(e)—f'eh (i:]-a"')n)y

donde las f;(#) son funciones conocidas que dependen de un pardmetro ¢ y los
errores ei, ..., e, son variables aleatorias independientes igualmente distribuidas
(iid), con distribucién N(0, 0?), consideremos la hipdtesis nula Hy : 8 = 0. El
estadistico A de razén de verosimilitud equivale a

~ max (i £:(0) w)?
W= AN H (DI

Sin embargo, puesto que # no es identificable cuando § = 0, no es factible aplicar
la teoria asintética sobre la distribucién de A, ni los estadisticos equivalentes de
Wald y de Rao, asintéticamente distribuidos como Ji-cuadrado. Véase Rao [68,
pag. 417] y la seccién 3.1.

Empleando las notaciones: f(0) = (f1(9),..., fn(9)), v(8) = F£(0)/||F(O)Il,
¥ = (Y, --.,¥a), (-,-) para el producto escalar, y U = y/||y||, la regién de
rechazo toma la forma {maxg (v(6),U) > W?}, y puede ser descrita utilizando
términos estrictamente geométricos, como el de distancia geodésica, relativos a
la esfera unidad en el espacio R™. Véase Knowles y Siegmund [49].

Este ejemplo, nada trivial, es sélo una muestra de los innumerables cam-
pos de la Estadistica y el Analisis de Datos en los que es crucial el concepto
de distancia. En este trabajo presentamos, junto a aplicaciones recientes de
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dicho concepto, una revisidon de ciertos aspectos de otros mas cldsicos, como
continuacién de [16, 25], por lo que algunos temas reaparecen por razones de
coherencia. Qrganizaremos la exposicién considerando los siguientes apartados:

e Estimacién puntual
e Contraste de hipdtesis
e Representacion de conjuntos

o Modelos de prediccién

2. ESTIMACION PUNTUAL

2.1. En modelos lineales

La utilizacién mds clara y elegante del concepto de distancia se consigue en el
estudio del modelo lineal

y= X /8 =+ €,
donde la estimacién del vector paramétrico B es aquel 3 tal que § = X 3 verifica
que Ro? = ||y — §||? es minimo. Ademds, si e ~ N(0,021,), entonces se verifica

que Ro?/c? ~ x%,_,, siendo r = rang (X), resultado basico del Anélisis de la
Varianza.

Sea W = P-f=(1,...,%) un vector de funciones paramétricas estimables,
es decir, F(P) C F(X), donde la notacién F(-) indica el subespacio generado
por las filas de una matriz. La hipétesis Hy : ¥ = ¥y se decide mediante

e (W =) - (P (X' X)™ - P~ (T - W) nor
- Ry? q

b

siendo ¥ = P E la estimacién Gauss-Markov de . Nétese que el numerador
de F es una distancia tipo Mahalanobis entre ¥ y Wy,

2.2. Divergencia de Kullback—Leibler

La divergencia de Kullback—Leibler entre dos funciones de densidad p, ¢ con
respecto a una medida p,

(2) K(p,q) = /p log (p/q) dp,
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juega un importante papel en el llamado problema de la especificacién en infe-
rencia estadistica. Supongamos, para concretar, que p es la medida de Lebesgue,
yseal = {p(z,0), 8 € ©} un modelo estadistico. La verdadera funcién de den-
sidad es p (=, 8o), donde 8y es el verdadero valor del pardmetro. La divergencia

entre p(z,0) y p(z,8) es

K (p(z,00), p(z,0)) :/p(zr,ﬁo)logp(x,%)dz’ —/p(.z‘,t?o)logp(:l:,ﬁ) dzx.

El valor de 8 que minimiza esta divergencia proporciona la densidad que mads se
acerca a la verdadera y corresponde al maximo de la integral

3) / p(,00)logp (2, 6) dz,

es decir, al maximo del valor esperado de logp (z, 8).

Dada una muestra aleatoria simple zq,...,&, de una v.a. con densidad
p(#,6;), una estima de (3) se obtiene mediante

1 n
— i 0)-
T2 tes p(e1)

El valor § que maximiza este promedio es la estimacién méaximo verosimil (ML)
de . Quizas sea menos conocida la siguiente propiedad: Supongamos que la
verdadera densidad es q, pero ¢ ¢ T'. ;Qué significar{a entonces la estimacién
ML de 67 La divergencia entre ¢ y p(z,8) es ahora

/q(m) log ¢(z)dz — /q(:z:) logp(z,0)dz,

y el verdadero valor 8y del parametro ¢ se puede definir como aquel 6y tal que
p(z,80) €T es la densidad mds préxima a ¢ de acuerdo con la divergencia (2).
# es entonces solucién de

(4) E, [Dlogp (z,0)/30) = 0,

y se dice que ¢ es consistente con fy. Veamos ahora qué ocurre con el estimador
ML 6 obtenido considerando el modelo I'. Suponiendo las usuales condiciones
de regularidad, sea

Z(z,0) = OJlogp(=,0)/08,
(4) JO) = EB(2-2"),
H) = —-E,(0Z2/00).
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En un entorno de 8o, Z(z,0) = Z(x,00)+(0—00) (0Z/00)g, +- -,y siz1,..., 2,

son 1id como ¢, entonces

% 3 Z(2i,6) = % 3" Z(wi,00) + (6 — 60) % > (02/06 (2:,6)),,

Haciendo tender n — oo, teniendo en cuenta (4) y (5), obtenemos la identidad
asintética '

%ZZ(::;Z-,Q) =0 — (0 — 8o) H(6o),

que prueba que 5, el estimador ML que anula }_ Z(x;,8) = 0, converge a 8y en
probabilidad. Ademds, por el teorema del valor medio podemos escribir

S 22,00 = Z(xi,0) = Y (0Z(21,0)/30),. (6 — ),

donde @* es un punto entre # y 9. Puesto que ZZ(mi,g) — 0, 0 — Oo, y
(1/n)>.0Z(x;,0)/00 — H(f), tenemos de nuevo la identidad asintética

(1/n) 3 Z(xi,0) = (0 — 00) H(60), es decir,
(1/v/m) > Z(xi,00) = V(6 — 60) H(09)-

Por el teorema central del limite, (1/1/n) Y Z(z;, 60) es asintéticamente nor-
mal de media E, (Z(z,60)) = 0, que es la condicién (4), y matriz de covarianzas
J(6p). Finalmente tenemos que

VR (8 —80) 2 N (0, H™ (6) - J(60) - H™*(6o)) .

Es decir, el estimador ML 0 es asintSticamente normal y estimador consistente de
g, el valor del pardmetro mas préximo a q respecto la divergencia de Kullback-
Leibler.

Ventajas y aplicaciones de la estimacién ML del verdadero valor 8y pueden
verse en [48], para el estudio de la robustez del test de razén de verosimilitud
tomando densidades alternativas, en [71], para la obtencién de intervalos de
confianza robustos, en [42], para estimar pardmetros en modelos bivariantes
de supervivencia, y en [19], para el problema de la estimacién de pardmetros
relativos a densidades multivariantes cuando sélo se conocen las marginales.

2.3. El método de la minima distancia

Es un método de estimacién promovido por J. Wolfowitz en una serie de
articulos que culminaron en [76]. Supongamos que la funcién de distribucién de
un vector aleatorio es G € I' = {Fy, § € O}. Sean z1,..., &, iid como G, y sea
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G, la funcién de distribucién empirica. St § (G, F) es una medida de distancia
entre G, y G = Fy, el método de la minima distancia (MD) consiste en tomar
como estimacién de 6 el valor

0 tal que 6 (Gn, F2) = inf & (Gn, Fo).
6 0€0

MD es 1til como método alternativo de estimacién cuando otros métodos no
son aplicables. Como distancia se suele tomar la de Kolmogorov

6K(Gn;F9): Sllp<oo|Gn(1»')*F0(z),,

—oo LT

o la de Cramér-von Mises
+o00
86(Gr, Fy) = / (G (2) = Fo? we(x) dFo().

MD proporciona estimadores que convergen en probabilidad a ¢ y tienen
propiedades de robustez en el caso de desviaciones locales del modelo. Incluso,
si G ¢ T, tomando 8¢ con wy(z) = 1/ fs(x), el estimador MD proporciona una
estimacién 8 tal que F 5 es una proyeccién £ de Gy, en T (Véase [64]).

MD es especialmente 1til en la estimacién no paramétrica de funciones (de
densidad, de distribucién, de regresién, etc.). Supongamos, por ejemplo, que
f(z) es la funcidn de densidad. Un resultado cldsico es que no existe estimador
“razonable” de f(z), en el sentido de que el estimador ﬁl(l) verifique la igualdad
E (ﬁl(z)) = f(z) Ve, (cfr. [65]). Asi, la teoria clasica de la estimacidn no es

aplicable, existiendo razones para considerar estimadores tipo nicleo

~ 1 < T —x;
nlT) = K s
In(2) n hy ; ' ( hn )
donde h,, — 0 para n — o0, y K es una densidad de probabilidad, por ejemplo

K(z):{ 1/2 silz]| <1,

0 st |e] > 1.

Bajo ciertas condiciones se prueba que ﬁl(z) converge uniformemente a f(z).
Un criterio de proximidad en la estimacién de f(z) se basa en la distancia £!,
§(fn,f) = _+O°O° [fa(z) — f(x)| dz, pues empleando esta distancia y el estirnador

tipo nicleo, se verifica que 6(]/‘;1,]‘) 22, 0 para toda f (Devroye and Gyrfi [27]).
Finalmente, el método MD es también 1til para estimar & en el modelo de
regresién lineal y = A(z) -6+ e donde y es un vector aleatorio y A(z) es un fun-
cional arbitrario, (por ejemplo, A(z) = (1,z,...,2"*)" en regresién polinémica),
tomando la distancia de Cramér-von Mises. Véase Gonzalez Manteiga [34].
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3. CONTRASTE DE HIPOTESIS

El concepto de distancia subyace en la mayor parte de contrastes de hipotesis,
Jjugando la distancia de Mahalanobis un papel muy destacado.

3.1. Distancia de Mahalanobis

El gjemplo paradigmatico es el contraste Hy: pu = po para una distribucién
normal p—variante N,(y, X), con X desconocido. Tanto la razén de verosimilitud
como el principio de unidn-interseccién (véase [53]) nos llevan a considerar el
estadistico T2 de Hotelling

T? =n(Z—po) - S~ - (T — po),

donde Z, S son la media y covarianza de una muestra de tamaifio n. Asi, el
test T2 estd basado en la distancia de Mahalanobis entre Z y yo y por tanto es
equivalente al test F' ([53, 58]). Para una perspectiva bayesiana de este test, en
el caso Hy: =0, con & = 02 ], véase [32).

Analogamente, supongamos que &1,...,Zn son iid segin Np(ui, %), que
Yi,- .-, Yn son iid segin Np(u2,X), y consideremos el contraste Ho : g1 = po.
También los criterios clasicos nos llevan al estadistico

nm
T? = z-7) S (-7,
el Gl ) -9

donde T, ¥, S son los estimadores usuales de pq, po, X ([63, 58]), es decir, a la
T? de Hotelling, que es también proporcional a la estimacién de la distancia de
Mahalanobis entre gy y ps.

Mas generalmente, consideremos el modelo lineal Y = X - B+ E donde Y es
nxp, X es nxm, la matriz de pardmetros Bes mxpy E es nXp. Se supone que
las filas de E son iid N, (0, X), con r = rang(X). Sea ¥/ = (¢1,...,%,) = P'-B

una funcién paramétrica estimable multivariante, ¥ el estimador Gauss—Markov
V=P .B=P (X'X)"-X'Y,

yE=(n- )Y - Xl§)’ (Y - Xﬁ) la estimacién centrada de ¥. Entonces,
el contraste de hipétesis Hy : W = ¥y, donde ¥q es conocido, se puede decidir
mediante el estadistico

(¥~ Wo)' - E71 - (F = W),
que es una distancia tipo Mahalanobis y cuya distribucién bajo Hy es también

proporcional a una F' (cfr. [14, 15]).
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En un contexto parecido, la distancia entre dos modelos lineales V; = X -
B, + E;, (i = 1, 2), se puede definir como

(6) L?2=tr {71 (B — By) - X'-X - (B1 — Ba)},

que puede justificarse como una distancia de Mahalanobis entre dos distribu-
ciones normales Np,(I, ® X - B;, 2 ® I,), (i = 1, 2). Como L? = 0siy sélo si
X - B1 = X - By, la distancia (6) puede servirnos para contrastar la hipdtesis
Hy: X - By = X - By. Para mas detalles y generalizaciones, véase [69].

Finalmente, supongamos que la densidad de probabilidad de un vector alea-
torio X es p(z, 0}, parametrizado por # € ©, y que se cumplen las condiciones de
regularidad ordinarias. Consideremos la hipdtesis compuesta Hyp : 6§ € Op C O.
Dada una muestra zq,...,Z,, el procedimiento clasico iniciado por Neyman y
Pearson [59] para decidir acerca de Hy utiliza la razén de verosimilitud

A = sup ,C/sup/v',
8€ 0 9€0

siendo £ = [];_, p(zs,0) la funcién de verosimilitud. Para n grande, el criterio
se basa en el estadistico U = —2 log A que, bajo Hy, sigue asintdticamente una
distribucién ji-cuadrado x%,—,, siendo ¢ = dim(0), y r = dim(6y).

Un criterio alternativo se debe a Rao [67]. (Véase, por ejemplo, [68]). Se
basa en los efficient scores

5]
Zi(0) = 5 log p(x;,9),

y en el comportamiento de Vg = (1/y/n) Y i, Zi(0). Se verifica que E(Vj) = 0
y, ademas, si @ es el estimador maximo verosimil de § € O, entonces Vo =0

Obsérvese que Fy = E(Z;(0) - Z;'(#)) es la matriz de informacién de Fisher
y también la matriz de covarianzas de Z;(#). Puede entonces probarse que la
distribucién asintética de Vy' - Fy - Vy, para cada valor de 6 = (6y,...,0,), es x?,.

Rao propone el estadistico S = Vg - Fge ™1 - Vps, siendo 6* la estimacién
maximo verosimil de § dentro de Oy.

Podemos poner Ve = /n(1/n) 321, Z;(6%) = /n - Zg«, y como bajo H,
Fo« puede considerarse una estimacién de Fy,, donde 6, representa el verdadero
valor del parametro, tenemos que la proximidad de Vg« a Vg, = 0 favorece
la hipétesis nula. Podemos medir esta proximidad mediante la distancia de
Mahalanobis entre Zg« y la media esperada 0,

(79* — O)’ ~f9*_1 . (79* — 0) =n S.
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Ahora bien, segiin se muestra en [68], se cumple la igualdad asintética
U= —2logA = Vy" - Fos™1 - Vs,

de modo que la razén de verosimilitud, el estadistico mas utilizado en contrastes
de hipédtesis, resulta ser asintéticamente equivalente a una distancia de Mahala-
nobis, por ser Fyg+ la estimacién de una matriz de covarianzas.

Como ilustracién, consideremos la hipétesis nula Hy : 6 = 0 para una v.a.
con densidad exponencial p(z,0) = 0~ texp(~0~1z), >0, ©=R;. La
razén de verosimilitud es

= (3 (- 2]

Por otra parte, el estadistico de Rao es

_ Vi - z — 6o)’
S= Vo, Fo, V90—02( z = 00) 0o 2( 00):71( 9020)’

donde T es la media muestral en muestras de tamano n. Claramente la distri-
bucién asintética de S es x?; y mds simple que

—2logA = —2n [log (9 ) + <l — 55)]
0 0

La equivalencia asintética se deduce facilmente de que, para n grande, podemos
suponer —1 < (T — y)/6p < 1, asi que vale el desarrollo de Taylor

T\ T _(T—0) (T —0)*
log(%)“log(H(eo 1))‘ o 2007

y de aqui resulta —2logA = S.

3.2. Distancia de Matusita

Sean Fi, Fy funciones de distribucién, y sean f;, f2 las funciones de densidad
respecto una cierta medida p, que supondremos es la medida de Lebesgue. La
distancia de Matusita se define como

(1) 8%, (Fy, ) /{\/f1 - VR de=2(1-p),
donde p = [\/fi(z) fo(x) dz es la llamada afinidad entre Fy y Fs.

47



La distancia (7), introducida por Matusita [54], aunque es también cono-
cida como distancia de Hellinger, ha sido aplicada en problemas de estimacion,
decisién y analisis discriminante. Por ejemplo, la hipétesis Hy : F; = Fy es
equivalente a Hy : 612‘,1(F1,F2) = 0. Se acepta Hy si 6]2‘,1(F1,F2) < 7¢, donde
ne > 0 depende del nivel de significacidn € y de los tamafios muestrales m, n.
La decisién se toma empleando la distancia §3,(S;,S2) entre las funciones de
distribucién empiricas. ’

Matusita [55] discute extensamente la utilizacién de la distancia (7) en el
caso normal N(g,X). Consideremos algunos ejemplos:

1) La hipdtesis Hyo : g = po se decide a través de 62,(F,S,), donde F es
N(po,X),y Sn es N(Z,S5), siendo T y S la media y covarianza muestrales.

2) La hipdtesis Hy : X = X; se decide calculando la distancia, o lo que es lo
mismmo, la afinidad entre N(u,X) y N(g, Xo),

p=me ot 12 (R0 + 2 TVE

3) La hipétesis de que X = (z1,...,zp), con distribucién N(u,X), verifica que
los vectores aleatorios @i,..., %, son estocasticamente independientes, es decir,
que ¥ = diag (Z11,...,Xpp), se decide calculando el supremo

— E—l‘sv—l 1/4 1/2 2_1 S_l -1/2 ’
p=suw | | 1y2 (5714 577

siendo My la clase de matrices con cajas en la diagonal y cero en el resto.

Sin embargo, tanto la distancia de Matusita como otras de formulacién pa-
recida, en el caso de normalidad multivariante, vienen a ser funciones crecientes
de la distancia de Mahalanobis. Una ventaja de la distancia de Matusita es que
puede ser aplicada a variables discretas [30], y a variables mixtas [50]. De todos
modos, sus aplicaciones se centran mas bien en el drea del Analisis Discriminante

(véase [51]).

3.3. Distancia de Rao

Aunque introducida por Rao [66] hace bastante tiempo, ha sido estudiada
mas recientemente por Atkinson y Mitchell [2], Burbea y Rao [6], Oller y Cuadras
[61],[62], Burbea y Oller [7], y otros.

Un modelo estadistico {p(z,@),0 € ©}, con estructura de variedad diferen-
ciable procedente de la inclusién de © en algin R”, se dota de la estructura
riemanniana cuya métrica en el punto p(z,8) se expresa por la matriz de in-
formacién de Fisher Fy. La distancia de Rao §p(F,G) entre dos distribuciones
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F'y G pertenecientes a una misma familia paramétrica, es la distancia geodé-
sica entre los correspondientes puntos de la variedad. Se conoce para bastantes
distribuciones [16], aunque el caso normal multivariante ha sido sélo en parte
resuelto [9].

La distancia de Rao puede ser utilizada, como la de Matusita, en el contraste
de Hy : F = G, en suformaequivalente Hy : §g(F, G) = 0. Bajo condiciones de

regularidad generales se demuestra (cfr. [8]) que V = ny ny 6%(F, G)/(n1 + n3)

. . sy . 4 . 2

sigue asintéticamente una x?,, siendo p el mimero de pardmetros y 8% una
. ., . .o )

estimacién maximo verosimil de §5.

Como ejemplo de aplicacidén, consideremos el modelo lineal normal ¥ ~
N(X - B,0%1,), con § = (B,0) € R™ x Ry. Dada una matriz H de hipétesis
demostrable, una regién critica para decidir sobre Ho : H -8 = 0, es de la forma
W ={z €R"” :8r(7,H) > 1}, siendo ¥ = (B, 7) la estimacién ML de (8,0), y
6r(¥, H) = inf {6r(7,7) : ¥ € On} la distancia de Rao entre ¥ y la subvariedad
Ou = {y = (8,0) : HB = 0}. Puede probarse que este test equivale al F' cldsico.

Un estudio mas general de este test mediante la distancia de Rao sobre la
familia de densidades elipticas

p(z,8,0) = D(n/2) 7=/ [Zo|"/* 6™ F (¢ (y = X BY X5 (y = X B)) ,

donde F' es una funcién no negativa sobre ]R+ satisfaciendo la condicién de
normalizacién, g y X son matrices fijas, se debe a Burbea y Oller [7]. Véase
también [63].

Aunque este planteamiento y el de Matusita son muy parecidos, conviene
observar que si F'y G pertenecen a una misma familia paramétrica, se cumple
que Sy (F,G) < 6r(F, (), es decir, la distancia de Rao tiene mayor poder de
separacion que la de Matusita, que en cambio es aplicable en un contexto no
paramétrico.

Esto se debe a que la distancia de Rao aprovecha el conocimiento de una
parametrizacién: Consideremos la variedad diferenciable de dimensién infinita

E={f:f=+/p, pes densidad de probabilidad },

esfera unidad (o espacio proyectivo) del espacio £? de las funciones de cuadrado
integrable, dotado de la estructura diferenciable inducida por la estructura natu-
ral de espacio de Hilbert con producto escalar (f,g) = [ f g dz. Entonces §g es
la longitud de una curva contenida en la subvariedad de dimensién finita © C &,
mientras que &y es la longitud de la linea recta entre dos puntos de £.
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No obstante, justo es anadir que las distancias de Matusita, Rao, y otras
medidas de divergencia, coinciden localmente [6]. Véase [567] para el problema
de la estimacién de la distancia de Rao.

4. REPRESENTACION DE CONJUNTOS

La representacién de un conjunto finito U de objetos, individuos o estimulos
constituye una de las mas interesantes aplicaciones de la Estadistica basada en
la topologia asociada a una distancia. Las aplicaciones abarcan muchos campos:
Arqueologia, Ecologia, Genética, Psicologia, Sociopolitica, etc. Dedicamos esta,
seccidn a las representaciones mas usuales de un conjunto finito de elementos, a
saber:

—

. Representacion Euclidea,

2. Representacién Ultramétrica (en forma de dendrograma),
3. Representacién Cuadripolar (en forma de arbol aditivo),

4. Representacién de Robinson (en forma de drbol piramidal).

Haremos especial énfasis en el punto (1), puesto que proporciona una forma
general de prediccién. En lo sucesivo designaremos convencionalmente U =

{1,2,...,n}.

Definiciéon 1 Una matriz de disimilaridades A = (8;;) es una malriz real
stmétrica n X n cuyos elementos 8;; satisfacen §;; = 8;; > 6;; =0, Vi,j€U.

Se conocen muchos métodos para construir disimilaridades. Aqui partimos de
una A obtenida aplicando uno de dichos métodos, y nos centraremos mds en sus
propiedades y en el tipo de representaciéon de U que permiten.

Definicién 2

1. A es Euclidea si existe una configuracion de punios en un espacio euclideo
RP cuyas interdistancias coincidan con las conlenidas en A, es decir, si existen
zy,...,2, € RP tales que 6;;% = (x; — z;) - (% —;), Vi, jE€U.

2. A es ultramétrica si n > 3 y para todas las ternas ¢, j, k € U se verifica que
6,‘j < max{6ik, 5]' k}'

3. A es cuadripolar si n > 4, y para todas las cuaiernas i, j, k,l € U se
vertfica la llamada desigualdad aditiva o azioma de los cuairo puntos: 6+l-]- <
max{6%;r, 8%}, siendo 675 = 8; 54651, 6T = 8ix 4851y 6Tk = 6;1+641.
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4. A es de Robinson st n > 3, y para todas las ternas i, j, k€U coni < j<k
se verifica que max{8;;,8;} < 8;;.

Pasamos ahora a justificar cada una de estas definiciones en el campo de las
aplicaciones.

4.1. Representacién Euclidea

Existen numerosisimas aplicaciones de este tipo de representacién, y son
clasicas en Andlisis Multivariante. El siguiente teorema es fundamental para
todo lo que sigue. La demostracién puede encontrarse en [15, 53, 73].

TEOREMA 4.1 Sea A = (8;;) una matriz n x n de disimilaridades sobre un
conjunio finito U. Consideremos la matriz A = (a;;), siendo a;; = —% 6:;% y
B=H-A-H, donde H=1, — %ln -1/, es la matriz centradora de datos, con
1, representando el vector n x 1 cuyos elementos son todos iguales a 1. || - ||
wmdica la norma euclidea usual.

A es euclidea si, y sélo st B es semidefinida posiliva.

En caso afirmativo, U puede ser represeniado por zy, ..., z, € RP, siendo
p =rang(B), de modo que §;;° = ||z; — z;||?, Vi, j €U

La solucién habitual del Analisis de Coordenadas Principales (Torgerson [74],
Gower [35]) parte de la descomposiciéon B = V - A - V', donde A es la matriz
diagonal de valores propios de B y V es ortogonal.

La matriz X, consistente en las p columnas no nulas de V - A/2 verifica que
X - X' = B, por lo que sus filas constituyen la configuracién euclidea deseada,
representando el elemento i—ésimo de U por el punto z'; = (z;1,...,zip) € RP.
Las columnas de X (ejes principales) se interpretan como variables, de modo
que la propia X puede pensarse como una matriz de “datos” para los puntos
que representan U en R?. Estas columnas son vectores propios de B, asi que
podemos escribir la configuracidn:

A Ao A
1 Tyl Tz o Eip z'y
¢ 1
U 2 T2l 22 Ctc Tz T2 A 2r2-22,>0)
n Tp1 ZTna c Tpp z',

Esta representacion euclidea de U en dimensién reducida goza de excelentes
propiedades ([53, pp. 399-400 y 406-407]):
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a) Como X' -1 = 0, los datos de X son centrados, es decir, se anulan las medias de
las columnas. Laigualdad X’-X = A equivale a que la varianza de cada columna
de X es proporcional al correspondiente valor propio, y columnas distintas son
incorrelacionadas.

b) Optimalidad: La resolucién en cada dimensién £ < p es méxima entre todas
las representaciones euclideas de U en R¥ ) es decir, si 21(k), ..., z,(k) son las
k primeras coordenadas principales, y y1(k),...,y.(k) son las coordenadas de
otra representacién euclidea de U en dimensién k, entonces

Z Iy (k) — g (k)] < Z llzi(k) — @ (k)[1> = 2n (A1 + - + Ae).

Dando el nombre de variabilidad geométrica de U a tr B = - Z?,j:l 6,-2j, me-

dida natural de la dispersidén de este conjunto, vemos que la proporcién de va-
riabilidad explicada por las k primeras coordenadas principales es

k 4

Pk:<2)\i Z/\i)xloo.
i=1 =1

Cuando B no es semidefinida positiva, el comportamiento de A se refleja en el

siguiente resultado. Véase una demostracién en [15, pag. 380].

TEOREMA 4.2 Supongamos que B {tene p > 0 valores propios positivos y
q > 0 valores propios negalivos. Entonces existen zy,...,z, € RF @2 RY, con
i = /=1, es decir, z; = (zj,3y;), conz; € R? yy; € R!, (j = 1,...,n),
verificando que

2 _ 2 2 A
6]k"||w.7_xl~” _”y]—yk” ’ VJ,k'—l,...,Tl.
Los puntos z1,...,2, cuyas distancias reproducen A pueden representarse en

forma de una matriz de datos, con una parte real X y una parte imaginaria Y:

A Ao o X 0w opr o pg
1 z11 ziz - Zip Loy ome2 o0 Yig z1
U
1 zi1 Xz - Ty Loowmr w2 o Uip i
n Tnl Zn2 - ZTnpp 1 Yn1 Yn 2 ot Ynp Zn

siendo Ay > Ag > -2 A > 0>py > pg > - -+ > pty. Véase una ilustracién de
este caso en Oliva et al. [60].
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4.2. Representacién Ultramétrica

Las ultramétricas tienen un papel fundamental en el estudio de las clasifi-
caciones jerarquicas, iniciado por C. Linneo en su famoso Sistema Natural y
continuado, bajo una perspectiva matemaéatica, por Benzécri [3], Jardine et al.
(43, 44], Johnson [46], Hartigan [38], Sokal, Rohlf, Sneath y otros, creadores de
la Taxonomia Numérica de las especies vegetales y animales. ’

Esta relacidn se debe a que una ultramétrica A define una jerarquia indezada
(C,a) en U, es decir, C C P(U), verificando que

1.UeC,y{ileC Viel.

2. Vey,co € C,obien ¢ Nco es @, o bien uno de los dos conjuntos ¢1, co estd
contenido en el otro.

3. Todo ¢ € C es reunion de los elementos de C' que contiene, o bien no
contiene ningun otro elemento de C.

4. Existe una aplicacién no negativa (¢ndice de la jerarquia), o : C — IR tal
que a({i}) =0,y alc) < alc)sicC .

Dada una matriz de disimilaridades A, para cada r € R, la relacién binaria
i~y J <= 6;; < 7esdeequivalenciasiy sélosi A es ultramétrica. El conjunto
de las clases de equivalencia correspondientes a todos los » € Ry, es una jerarquia
indexada. Obsérvese que se obtienen clases distintas solamente para aquellos 7
que aparecen como elementos de A. Reciprocamente, una jerarquia indexada
(C, o) sobre U define una A ultramétrica, siendo §;; = «(c;;), donde ¢;; es la
minima clase de C' que contiene {¢} y {j}.

La representacién geométrica de U se realiza mediante un grafo llamado
dendrograma. Por ejemplo, la matriz

0 1
0

(==
[T SO SN
O N R N
O O o o Ot O

sobre U = {a, b, ¢, d, e, f} es ultramétrica. U puede representarse mediante
el dendrograma de la figura 1, que visualiza la jerarquia C = {{a}o, ..., {f}o,
{a,b,c}h, {d, e}z, {a, b, ¢, d, e}s, Us}, donde se ha indicado el indice de la
jerarquia como subindice.
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[

a b ¢ d e f

Figura 1.
Dendrograma representando la matriz ultramétrica A.

La representacién de conjuntos, sea a través de coordenadas principales, sea
a través de dendrogramas, es muy frecuente en las aplicaciones (Un ejemplo
reciente en lingliistica puede verse en [60]). Esta dualidad de representacidn
impulsé a diversos especialistas a relacionarlas entre si. Gower [36] conjeturd
que toda distancia ultramétrica sobre U es euclidea, y propuso una medida del
grado de ajuste de unos datos a una representacién euclidea, que es la base
de la lamada representacién procrusieana. Tal conjetura fue demostrada por
Holman [40], y desde entonces se han obtenido diversos resultados en esta linea
que sintetizamos a continuacién:

Sea A = (6;;) una matriz ultramétrica sobre un conjunto finito U de n
elementos.

Proposicién 1 Supongamos que 8;; > 0 para i # j. Entonces A es euclidea
(n — 1)-dimensional.

Véase [40], [37], [22].

Proposicién 2 Sea hy = min{§;; : §;; > 0}. Entonces el minimo valor propio
de la matriz B definida en el teorema (4.1) es Ay = $hi.

Véase [15].
Proposicién 3 Eriste una particion U = Uy + Uy + - + U, tal que Uy estd
formado por elementos aislados, y cada U;, para j = 1,...,r, es un cluster

mazimal de elementos equidistanies con distancia comin h;.
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St pig es el mayor valor propio de B, entonces o > A2 = %hf > > A=
%h%, donde Ap > -+ > Ay son tambien valores propios de B.

Ademds, la matriz X descrita en el teorema (4.1) liene también una particion
segin estos valores propios: X = (Xo|X1]---|X,), vertficdndose que cada matriz
X; proporciona una representacion euclidea de Uj, para j =0,1,...,7.

Véase [24].

Proposicién 4 U puede representarse perfeclamente en dimensién 1. Es decir,
existe una transformacion mondtona d;; = f(8;;) de los elementos de A, y un
vectort = (t1,...,tn-1), conty >0, 1 <k <n—1, verificando que

-1
d,‘j = Ztk para i < j.
k=i

Véase [11].

El teorema de Holman (proposicién 1) viene a decir que la representacién
euclidea y la que utiliza un dendrograma son aparentemente opuestas, pues la
primera exige dimensién reducida, mientras que la segunda necesita nada menos
que dimensién n—1. La proposicién (3) sirve para clarificar la relacién entre am-
bos tipos de representaciones. La proposicién (4) afirma que una transformacién
mondtona de A permite una ordenacién euclidea unidimensional que puede ser
utilizada como medio de definir el espaciado del eje horizontal del dendrograma.

4.3. Representacion Cuadripolar

Si la motivacién de las ultramétricas proviene de la necesidad de clasificar
atendiendo a la similaridad actual de las especies, la motivacion para las matrices
cuadripolares tiene su origen en los llamados arboles evolutivos, que clarifican
la filogenia de las especies (en lugar de especies podriamos considerar cualquier
otro ejemplo).

Un grafo conexo sin ciclos, cuyos ejes tienen longitudes no negativas, y cuyos
extremos son los elementos de U, recibe el nombre de drbol editivo. Las lon-
gitudes de los caminos que unen los extremos de un arbol aditivo generan una
matriz de distancias de tipo cuadripolar. Reciprocamente, si A es cuadripolar,
entonces U se puede representar mediante un dnico arbol aditivo (Buneman, [5]).
En particular, la desigualdad aditiva equivale a que toda cuaterna i, 5, k, l € U
admite una representacién como indica la figura 2.
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Figura 2.
Grafo de cuatro puntos verificando la desigualdad aditiva.

Un dendrograma es un caso particular de arbol aditivo, con la diferencia esencial
de que un &arbol aditivo genérico no tiene un punto raiz equidistante de los
extremos, ni permite definir una jerarquia indexada. Puede citarse, sin embargo,
la siguiente propiedad: Si A = (8;;) es cuadripolar, existe entonces una matriz
ultramétrica D = (d;;), y una aplicacién 9 : U — R, tal que 8;; = d;; + (i) +
¥(j), (Sattah y Tversky [72]).

La siguiente matriz sobre U = {a,b,¢,d, ¢, f},

0.0 45 5.0 80 11.0 125
0.0 55 85 11.5 13.0
0.0 70 10.0 115

Ac = )
0.0 11.0 125
0.0 45
0.0

es cuadripolar, y el arbol aditivo que representa U viene en la figura 3. Si se
tratara de una arbol evolutivo, las especies a y b tendrian un ancestro comun,
representado por el nodo n, no perteneciente a U.

Las distancias cuadripolares no son euclideas en general. Se conoce la si-
guiente relacidn, (véase [4]):

Proposicién 5 Sea A una matriz cuadripolar sobre U. FEntonces A =
(6:;%) es euclidea, siendo o = (1/2)F, para todo entero k > 1. La dimensidn de
esta representacidn es en generaln — 1.
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Figura 3.
Arbol aditivo representando la matriz cuadripolar A..

4.4. Representacién de Robinson

La motivacién proviene de la necesidad de dar a un conjunto I/ un orden com-
patible con la disimilaridad A. Por ejemplo, en la seriacién (orden cronolégico)
de objetos arqueolégicos, la disimilaridad debe ser menor entre objetos cerca-
nos en el tiempo y mayor entre objetos alejados, es decir, existe una estructura
unidimensional de los datos que se manifiesta dando a U un orden adecuado.

La matriz A resultante de esta ordenacién verifica la definicidén (2)(4.) de
matriz de Robinson, equivalente a la propiedad de que sus elementos no decrecen
cuando nos apartamos de la diagonal principal a lo largo de cualquier fila o
columna. Este fue el planteamiento original de Robinson [70].

Estas matrices aparecen tambien en el estudio de las pirdmides, una genera-
lizacién de las jerarquias introducida por Diday [28] y Fichet [33].

Una pirdmide en U es una clase de conjuntos P C P(U) que verifica:
1.UeP,yVieU, {i}eP.

2. La interseccién de cualquier par p, p’ € P puede ser §, o bien pNp’ € P.
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3. Existe una ordenacién de U compatible con P.

La tltima propiedad significa que si p € P contiene i;,1i,, entonces todos los
elementos comprendidos entre i3 y 73 tambien pertenecen a p.

En una pirdmide los clusters pueden solaparse: es posible tener p C p' y
p C p" estrictamente, siendo p' # p”. Sin embargo, cada p € P tiene un
maximo de dos predecesores inmediatos, es decir, elementos de P que contienen
estrictamente a p sin que exista otro elemento de P comprendido entre los dos.
Esta propiedad permite dibujar un diagrama de una pirdmide andlogo a un
dendrograma. Por ejemplo, la siguiente matriz sobre U = {a, b, ¢, d}

01 2
0 1
Ag = 0

O = N W

es de Robinson, y define la piramide P = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a, 0}, {b, ¢},
{e,d}, {a,b,c}, {b,c,d}, U}. Su representacién viene dada en la figura 4.

Obsérvese que Ag no es ultramétrica.
d
a ¢

b

[N
[V

Figura 4.
Representacién piramidal correspondiente a la matriz de Robinson Ag. A la
derecha aparece una posible ordenacién cronolégica.

Una pirdmide indezada (P, «) es una pirdmide P, con un indice o tal que
a({i}) = 0, para todos los i € P, y a(p) < «(p’) si p C p’. Es indezada en
sentido amplio si para dos elementos p, p’ de P, la inclusién estricta p C p/,
junto con la igualdad a(p) = a(p’), implican la existencia de p; y po distintos
de p tales que p = p; N pa.
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El siguiente resultado generaliza la biyeccién entre ultramétricas y jerarquias
indexadas: Si A es de Robinson (salvo permutaciones), entonces U se puede
representar mediante una piramide indexada en sentido amplio y reciprocamente
(Diday [29]).

En general, las disimilaridades de Robinson no son cuadripolares ni euclideas.
La relacién con la propiedad cuadripolar requiere la siguiente definicién: Una
disimilaridad A = (§;;) es Robinson fuerte si es de Robinson y para todas las
cuaternas ordenadas i < j < k <! € U se verifica que

bi; = bix = bn; = bpp, st h<d
6]' = 8 = 6jm = Opm, st m>1

La figura 5 visualiza esta propiedad, que puede interpretarse diciendo que j y &
aparecen simultdneamente en el tiempo.

Figura 5.
Ordenacién cronolégica definida por una matriz Robinson fuerte.

El siguiente resultado describe las matrices de Robinson que pueden ser re-
presentadas mediante un arbol aditivo: Si A es de Robinson y cuadripolar,
entonces es Robinson fuerte (Critchley[12]).

Finalmente, la relacién entre las distintas clases de disimilaridades que per-
miten representar un conjunto finito U, es la siguiente:

Euclidea

T

Ultramétrica. —> Aditiva =—> Métrica

4

Robinson

entendiendo por disimilaridad mélrica aquella que cumple la desigualdad trian-
gular.
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5. PREDICCION BASADA EN DISTANCIAS

Sea Y una variable dependiente de un conjunto = de variables, posiblemente
de tipo mixto, es decir, conteniendo variables continuas, binarias, y cualitativas.
Supongamos que la observacién de = sobre un conjunto U de n individuos per~
mite obtener una matriz -de datos, a partir de la cual construimos una matriz
n X n de distancias A. El esquema de la prediccién basada en distancias es:

U = A — X
U ‘Y—) Yy yn+l - f(Xa y;fn+1)

{n+1} - €nt1
es decir, la prediccién y,4+1 de Y para un nuevo individuo {n+1} es funcién de

la matriz X de coordenadas principales (obtenida de A segin el teorema 4.1),

oy

del vector y de observaciones de Y sobre U, y de las observaciones &, de E
sobre {n+1}. La formulacién general de este problema ha sido presentada por
Cuadras [17].

La principal ventaja de estos métodos de prediccidn reside en que, al de-
pender solamente de distancias entre observaciones, no precisan hipdtesis sobre
distribuciones de probabilidad. Para variables mixtas, por ejemplo, resulta mas
natural construir una distancia que postular un modelo probabilistico apropiado.

Vamos a considerar tres tipos de problemas:

1. Predecir una variable continua Y como una funcién de regresién de un con-
junto = de variables de tipo mixto.

2. Predecir Y cuando la relacién con = es no lineal.

3. Predecir Y, discreta con g estados, como un problema de clasificacidn, siendo
= un conjunto mixto de variables.

5.1. Prediccién con variables mixtas

Utilizamos el modelo de regresién
(8) y:ﬂln'i'Xk’ﬁk‘i'ea

donde X es una matriz n x k, resultante de elegir £ < n—1 columnas de X segiin
un criterio conveniente, y O es un vector k£ x 1 de pardmetros. Este modelo ha
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sido estudiado por Cuadras y Arenas [21], probando que:

(9) B=7 B=M"1Xy, Gm=T+zd AT X -y

Ap es la matriz diagonal k x k con los k£ valores propios de B (ver teorema (4.1))
que corresponden a los vectores seleccionados en X}, y zx se obtiene como

1 .
Ty = —Ak_l - X' (b—- d),

2
donde b = (b11,...,b,n) es el vector columna cuyos elementos son los de la
diagonal de B, y d = (62,,...,682,) es el vector columna cuyos elementos son

los cuadrados de las n distancias del nuevo individuo {n+1} a los de U.

5.2. Prediccién no lineal

Supongamos que
Y=f(E1,...,5) +e,

es decir, Y es una funcién de regresion no lineal de un conjunto Z = (5,,...,Z))
de p variables, que suponemos continuas. Sean (&1,...,&p) ¥ (&1,---,&p)
observaciones sobre un par (i,j) de elementos de U. Cuadras [21] prueba que
adoptando la distancia &;; definida por

)
Z [&in —&inl,

1

=
1

y aplicando el modelo (8), se consigue una buena prediccién de Y sin necesidad
de conocer f. Una justificacién de esta propiedad predictiva del modelo ha sido
recientemente encontrada por Cuadras y Fortiana [23] en términos de polinomios
de Tchebychev.

5.3. Analisis discriminante

S1 Y tiene g estados que corresponden a las poblaciones my,...,7,, ¥y se
dispone de una muestra global U = U; UUz U.. .U U, de tamafo n, donde cada
Uy es un conjunto de ny individuos de 7, predecir Y para un individuo {n+1}
equivale a clasificarlo en una de las g subpoblaciones. Cuadras [17] estudia una
regla de clasificacién que parte de las ¢ funciones discriminantes

(10) Fell+ 1) = =3 820 = =7 35~ 65 (h),
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donde A(k) = (8;;(k)) es lamatriz de distancias de Uy, y 8;(k), (i=1,...,n)
las distancias de {n+1} a los n; individuos de esta submuestra. La regla de
clasificacién es:

[DB] Asignar {n+1} a m; st fi({n+1}) = min{fi ({n+1}), ..., fy({n+1})}.
Este método de discriminacién goza de buenas propiedades:

s Coincide con el discriminador lineal clasico cuando §;; es la distancia de
Mahalanobis.

e La estimacién de la probabilidad de clasificacidén errénea es facilmente cal-
culable.

e En caso de conocerse las probabilidades de asignacién a prior:, éstas se
pueden incorporar al modelo.

e Puede ser aplicado correctamente a discriminacién con variables mixtas.

Numerosos ejemplos de aplicacién de [DB], con datos reales y simulados,
han sido estudiados por Cuadras [20].

5.4. Prediccién en el caso poblacional

Las férmulas (9) y (10) se refieren a muestras finitas de una cierta variable y
a una o varias matrices de distancias. jPueden generalizarse al caso de variables
aleatorias cualesquiera?

La versién poblacional de (10) es simple. Si E es un vector aleatorio con den-
sidad de probabilidad py (£) respecto a una cierta medida A en la subpoblacién
Tk, la funcién discriminante ligada a una distancia 8(-,-) es

1
(11) fk(£0):Hk0—;2*Hk, k=1,...,9,

siendo & el individuo a clasificar, Hgo = [ 82 (€0, €) pr (€) dA(€) el valor esperado

de 62 (€o,€) en 7, y Hy = f62 (&, ) pr (&) pr (1) dA(E) dA(n) el valor esperado
de §° (€,n) en m; X mp, donde €, 7 se suponen independientes. La regla de
discriminacidn sigue siendo [DB].

Propiedades destacables de esta regla de discriminacién basada en (11) son
las siguientes:

1) SiZen m es N(u, ), y 62 es la distancia de Mahalanobis, entonces [DB] es
equivalente al discriminador lineal. Una sencilla modificacién de §° nos propor-
cionaria el discriminador cuadratico si las matrices de covarianzas son diferentes.
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2) En el caso de una variable discreta genérica con m estados y probabilidades
(pk1,-- -, Prm) pPara la poblacién 7, si adoptamos (cfr. [56]) la distancia

62 (51152) = (1 - 67‘3) (pI:rl +pl:sl))

cuando se han presentado los estados r y s para £ y &3, respectivamente, en-
tonces la regla se reduce a asignar & a-aquella 7 tal que la probabilidad pg, es
maxima.

3) Si E1 y Z; son vectores independientes con distancias asociadas 81, 62, y
tomamos para Z = (Z;, Z2) la distancia

8°() = 61(,-) + 83(-,),

entonces f(€) = fe(€1) + fr(E2).

4) Supongamos que se conocen las probabilidades a priori de observar 71, ..., 7,
es decir,
g
q = P(m), k=1,...,9, Z‘Ik =1
k=1

Entonces se puede probar que la funcién discriminante es

(12) fk(fﬂ):HkO_%Hk‘F(qk—l—l) k=1,...,9.

Obsérvese que una probabilidad alta q; para w; proporcionara un valor bajo en
(12), luego tenderemos a asignar &y a mg.

Como es bien sabido, la regla éptima de clasificacién es la regla de Bayes
basada en
Bii(&0) = Viu(&o) + log qx — log qu,

donde la funcién discriminante Vii(€o) = log px{€o) —log pi(€o) da lugar a laregla
de méxima verosimilitud (que coincide con la regla de Bayes si las probabilidades
a priori son iguales).

En general, laregla basada en (12) es distinta. Sin embargo, en los casos mul-
tinomial y normal multivariante, puede probarse que By, Vi1, y la regla basada
en distancias (12), proporcionan los mismos resultados, o resultados bastante
similares (véase Cuadras [18]).

Consideramos finalmente la extensién continua de (8) al caso de la regresidn
de una variable Y sobre un vector aleatorio X. La mejor solucién, s fuera
conocida la distribucién conjunta de (Y, X),-es la curva de regresién de la media
de Y sobre X. El modelo (8) requiere obtener las coordenadas principales a
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partir de una matriz B de orden n x n, luego parece que al pasar de una muestra
a la poblacién, (es decir, haciendo n — o00), nos vayamos a encontrar con un
problema insuperable. No obstante, una extensién continua es posible cuando
X es una variable uniforme (0, 1) y se utiliza la distancia

§(u,v) = Vu—v| u,ve(0,1).

Entonces, las coordenadas principales se asocian al sistema numerable de varia-
bles centradas e incorrelacionadas

(13) {~oaim esim}

j€

cumpliéndose formalmente las propiedades del Teorema 4.1. La generalizacién
del modelo de prediccidn equivale entonces a una regresién multiple sobre un
subconjunto finito de (13). Para mads detalles, véase Cuadras y Fortiana [23]. -

6. LECTURAS ADICIONALES

Con esta exposicién hemos tratado de proporcionar una visién general de
las aplicaciones a la Estadistica del concepto de distancia. La importancia que
este tema posee se demuestra por la reciente celebracion del congreso interna-
cional DISTANCIA’92, organizado por el “European Network of Mathematical
Structures for Dissimilarity Analysis” (Rennes, 22-26 Junio, 1992). Las actas
del congreso [47], son una extensa recopilacién de contribuciones en aspectos
tedricos, metodoldgicos y aplicados.

Monografias recientes de interés para el lector que desee ampliar informacién
son: [13], una visién general de las distancias en Estadistica, con una declaracién
de perspectivas futuras, [10], una amplia exposicién de la metodologia basada
en distancias aplicada a series temporales y a procesos estocdsticos, y el libro de
U. Jensen [45], dedicado en su totalidad al estudio de la distancia de Rao, con
aplicaciones a la Econometria.
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ENGLISH SUMMARY:

APPLYING DISTANCES IN STATISTICS

C.M. Cuadras and J. Fortiana

1. INTRODUCTION

Since its beginning, modern Statistics has depended on Probability Theory,
Analysis, Measure Theory and Algebra. But also Geometry, especially the study
of properties related to distances, has been of a great importance.

Early use can be traced back to K. Pearson’s Chi-square and Student’s ¢ tests,
where the measure of divergence between ezpecled and observed are variants of
-1
the Mahalanobis distance (z —y)’ - 23 - (¢ —y) where z,y € R”, and 2 is a

covariance matrix.

A non-trivial example, due to Hotelling [41] and Weyl [75], is commented,
showing a specific hypothesis on a nonlinear regression model in which a geodesic
distance should be used instead of the likelihood ratio.
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The present paper summarizes the application of distances to Statistics in:

e Point estimation

Testing hypotheses

Geometric representation of sets

Prediction models

2. POINT ESTIMATION

2.1. Linear Models

The neatest and most elegant use of distance arises in the normal linear model
y = X -f+e, where the estimation of regression parameters and variances can be
expressed in terms of linear projections and norms. The F—test of Hy : ¥ = Wy,
where ¥ is an estimable parametric function, can be expressed in terms of a
Mahalanobis—like distance between ¥ and Wy.

2.2. Kullback—Leibler Divergence

This divergence between probability densities p, ¢ with respect to a measure
p, defined as K(p,q) = [ plog(p/q) du, plays an important role in estimation.
Given a model T = {p(z,6), § € O}, the maximum likelihood estimation @ of 6
verifies that the divergence K between p (z, 5) and p (z, fg) is a minimum, where
8y is the true parameter. It is shown that this property holds even when the
true density ¢ does not belong to the model, by defining the {rue parameter in
this case as that of the density in I' nearest to ¢ with respect to K.

2.3. The Minimum Distance Method

This method of estimation, proposed by J. Wolfowitz [76], is a useful tool in
nonparametric estimation of densities, distributions, regression curves, etc. Gi-
ven the model I' = {F (z,6), § € ©}, (where the F’s are now distribution funec-
tions), the estimation 0 for 0 is obtained by minimizing the distance § (G,,, Fp)
between the empirical distribution G,, and distributions in I'. Kolmogorov and
Cramér-von Mises statistics are used as the measure ¢ of the distance.
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3. TEST OF HYPOTHESES

3.1. Mahalanobis Distance

This distance is fundamental for multinormal inference. It appears in the
Student’s ¢ and Hotelling’s 72 tests on means, in testing general linear hypot-
heses on a multivariate linear model ¥ = X - B + E, in comparing two linear
models, etc. It is shown that the Neyman—Pearson [59] likelihood ratio test A is
asymptotically equivalent to the Rao [68] criterion based on efficient scores, i.e.

—2log A £ V! - Fou ™t - Vi,

where the right hand of the above expression can again be interpreted as a
Mahalanobis distance.

3.2. Matusita Distance

2
Defined as §%(Fy, Fy) = [ {\/fl(:c) - \/fg(.’l,')} dz, it allows us to compare
two distribution functions, to make inferences on means and covariances, to test

independence of subsets of variables, etc. In the multinormal case, Matusita and
other related distances are functions of the Mahalanobis distance.

3.3. Rao Distance

A statistical model is understood as a Riemannian manifold structure, with
metric represented by the Fisher information matrix in appropriate coordinates.
The Rao distance between two elements in the model is the length of a geodesic
joining them. This distance has been computed for many parametric families
and has an asymptotic distribution allowing us to make inferences. Furthermore,
when the model is univariate elliptic, the test based on this distance is equivalent
to the F test [7]. Recently, Mitchell [57] has studied the estimation of Rao
distances.

4. REPRESENTING A FINITE SET

Many interesting applications of the distance concept in Statistics appear
through geometrical representations of a finite set U, which can be classified
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as Euclidean (plotting along ordinations axes), Ultrametric (by a dendrogram),
Quadripolar (by an additive tree) and Robinson (by a pyramid).

4.1. Euclidean Representation

Given'an n x n distance matrix A defined on U, Theorem 4.1 gives the con-
dition for A to be Euclidean and provide an explicit set of optimal coordinates,
called Principal Coordinates, allowing U to be represented optimally in reduced
dimension. The Euclidean property holds when B is semidefinite positive. When
it is not, then we need to introduce imaginary coordinates (Theorem 4.2).

4.2. Ultrametric Representation

An ultrametric distance on U is equivalent to an indexed hierarchy (C, @)
of subsets of U. These structures, or their graphical counterpart, dendrograms
(Fig. 1), are the basis of Numerical Taxonomy. Propositions 1 (Holman’s the-
orem) and 2 give Euclidean properties of an ultrametric on U. Proposition 3
[24] explains this dimensionality under the perspective of Theorem 4.1, while
Proposition 4 (Critchley [11]), shows that it is possible to find a (rather special)
one—dimensional representation of a dendrogram.

4.3. Quadripolar Representation

A finite set with a quadripolar distance can be represented by an additive
tree (a connected graph with no cycles, where the metric is defined by the length
of the axes). One motivation for this representation is the study of evolutionary
trees: in this case (Fig. 3), extremes of the tree are contemporary species while
the other nodes correspond to common ancestors. A quadripolar distance is in
general non Euclidean, but (Proposition 5) the square root transformation yields
a Euclidean distance.

4.4. Robinson Representation

Now the motivation is the seriation of archaeological objects, where dimen-
stonality is dominated by time. For a distance matrix A to have the Robinson
property, distances must increase when moving away from the diagonal along
rows or columns. There is a bijection between Robinson distances and pyramids,
a kind of graph (Fig. 4) which generalizes dendrograms.
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5. DISTANCE BASED PREDICTION

Distances can be used to predict a response variable Y, given a set = of
explanatory variables. We present the following cases:

1. Y continuous, = mixed variables.
2. Y continuous, Z continuous, nonlinear relationship.

3. Y discrete with g states, Z mixed (Discriminant analysis).

5.1. Prediction with Mixed Variables

Based on model (8), where X} is a suitable subset of columns of X, the
principal coordinate solution obtained from A (Theorem 4.1). The distance
matrix A has been found by defining dissimilarities between observations on the
basis of the mixed set = of variables. A good choice is Gower’s coefficient [36].
This method, proposed by Cuadras and Arenas [17, 21], generalizes classical
regression and reduces to it when the Euclidean distance is used.

5.2. Nonlinear Prediction

Model (8) also performs well for prediction when Y is related to = by a
nonlinear function. It is only necessary to use distance 6?j =y 1&n =&l
Cuadras and Fortiana [23] prove the equivalence of this model to an orthogonal
polynomial regression for one—-dimensional Z.

5.3. Discriminant Analysis

Following the same idea, given ¢ populations with g distance matrices Ay, k =
1,...,9,(10) gives a discriminant function and [DB] provides an allocation rule.
This distance-based method has good properties [20].

5.4. Prediction when populations are known

The population version of (10) is given in (11}, where the discriminant func-
tions depend on the expected value of the squared distances between observa-
tions. The allocation rule is still [DB]. This rule reduces to the linear discrimi-
nant when the Mahalanobis distance is used, is equivalent to the ML rule for
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multinomial data, is additive and provides results similar to those based on the
Bayes rule when prior probabilities are known.

The population version of the regression model (8) is obtained [23] by finding
a continuous version of Principal Coordinate Analysis with respect to distance
d(u,v) = \/|u—v| u,v € (0, 1) for a uniform (0, 1) distribution. This solution
can be used in prediction and generalized for any-continuous random variable.
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1. INTRODUCCION

Las Bases de Datos Deductivas (BDD) extienden la capacidad expresiva de
las Bases de Datos Relacionales (BDR) incorporando reglas que permiten derivar
informacién a partir de la explicitamente almacenada.

El esquema de una BDD consiste en un conjunto de esquemas de relacién de
la forma: R(A1 2Dy, .. A Dn) donde R es el nombre de la relacién, Aq,..., A,
son identificadores de atributos y Dy, ..., D, los dominios asociados; y un con-
junto de Restricciones de Integridad (RI). En este esquema se distinguen dos
tipos de relaciones: basicas cuyas tuplas se almacenan explicitamente y deriva-
das definidas a partir de reglas deductivas. Una BDR es un caso particular de
BDD sin relaciones derivadas. Un estado de BDD consiste en un conjunto de
hechos (tuplas de las relaciones basicas) mdas un conjunto de reglas deductivas.

Desde la perspectiva de la l6gica, una BDD puede formalizarse de la forma
siguiente (Reiter (1984), Lloyd (1987b)):

e ¢l esquema de la BDD se representa por un par (R, RI) donde:

R es un lenguaje relacional definido a partir de los esquemas de relacion y
RI es el conjunto de restricciones de integridad (férmulas cerradas de R)

e un estado D se representa por una teoria de primer orden definida en R:
D = {A: A es un dtomo base (hecho)}

U
{A « W: A es un dtomo y W una férmula bien formada (fbf)}.

Como es sabido, las restricciones de integridad son propiedades que la base
de datos debe satisfacer en cualquier instante. La evolucién en el tiempo de
una BDD puede describirse por una secuencia de estados donde dado un estado,
D, su sucesor, D', se obtiene aplicando a D una transaccién T (conjunto de
inserciones y/o borrados de hechos y/o reglas). Dependiendo del nimero de es-
tados implicados en la propiedad existen dos tipos de restricciones de integridad:
restricciones estaticas que dependen sélo del estado actual de la base de datos
y restricciones dindmicas que dependen de dos o mas estados. En el presente
trabajo sélo se trataran las restricciones estaticas.

La comprobacién de la integridad es un problema clasico en bases de datos;
los primeros métodos fueron propuestos para la comprobacién de restricciones
estaticas en bases de datos relacionales extendiéndose posteriormente a las ba-
ses de datos deductivas. La forma mas sencilla de comprobar las restricciones
estaticas es evaluar cada una de ellas después de la transaccién, sin embargo,
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esta aproximacién puede ser muy costosa en bases de datos voluminosas, ya que
no explota el hecho de que la base de datos era integra (satisfacia todas las
restricciones) antes de la transaccién. Basdndose en esta hipétesis, los métodos
propuestos simplifican la comprobacién de la integridad, evitando com-
probar instancias de las restricciones que se satisfacian antes de la transaccién
y que ademds no se ven afectadas de ésta. Para que esta simplificacién sea
correcta las formulas que representan las restricciones de integridad deben ser
independientes del dominio. Intuitivamente, una férmula es independiente del
dominio si su evaluacién sélo depende de las extensiones de los predicados que
aparecen en ella (Topor(1987)).

La estructura del trabajo es la siguiente: en el apartado 2 se presenta el
método para la comprobacién simplificada de la integridad en BDR. de Nicolas
que contiene las ideas basicas utilizadas en los métodos para BDD que se pre-
sentan en el apartado 3; en el apartado 4 se hace un analisis de estos métodos.

2. COMPROBACION DE INTEGRIDAD EN BDR: METODO DE
NICOLAS (NICOLAS (1982))

El método de Nicolas consiste en dada una base de datos integra y una
transaccién 7' (conjunto de inserciones o borradas de tuplas) obtener instancias
simplificadas de las restricciones de integridad relevanies para la lransaccién que
sera suficiente comprobar en D’ para asegurar su integridad.

Restricciones de integridad relevantes para T

Si W es una restriccién de integridad de rango restringido (independiente del
dominio) podemos afirmar que:

“W serd relevante respecto a la insercién (borrado) de la

tupla (e, es,...,e,) en R siy sélo si R(ep,eq,...,e,) es unificable
con un atomo que ocurre negativamente (resp. positivamente) en
w?”

Instancias de las restricciones de integridad

Sea:

e W una restriccién de integridad relevante respecto a la insercién (resp.
borrado) de (e, ea,...,€p)
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e ¢ el unificador mds general (mgu) que unifica R(ej,es,...,e,) con un
atomo que ocurre negativamente (resp. positivamente) en W

e @ la restriccién de ¢ a aquellas variables cuantificadas universalmente no
precedidas de un cuantificador existencial

entonces, definimos una instancia de W generada por la insercién (resp. bo-
rrado) de (e, ez,...,e,) como la férmula We.

Simplificacién de la comprobacidén de la integridad

Si @ es el conjunto de sustituciones obtenidas de la forma anterior conside-
rando todas las operaciones de la transaccidn T y Ws es la formula resultante de
aplicar a W AW, A ---AWE, (V9; € ©) las siguientes reglas de simplificacién:

— sustituir cada ocurrencia de una tupla insertada (resp. borrada) por el
valor cierto (resp. falso)

— aplicar reglas de absorcién
entonces se cumple: D’ satisface W si y sélo si D’ satisface W.

Si © es el conjunto vacio, la restriccidn W no se ve afectada por la transaccién
es decir, ésta sigue satisfaciéndose en D',

Si una sustitucion § € © coincide con la sustitucién identidad, la restriccidn
W no se puede simplificar y debe ser evaluada en D’ en su forma original.

El método de Nicolas que se ha presentado utiliza comp(D) como teoria de
primer orden que representa el estado actual D, donde comp(D) es la complecién
de D definida en Clark (1978). En esta semadntica, si (R, RI) es el esquema de
una BDR, se dice que el estado D satisface la restriccién W (W € RI) si y sélo
si W es consecuencia légica de comp(D) (Reiter (1984)).

Ejemplo:

Sea:

D = {p(1,1),p(2,2),4(1,1,1),¢(1,2,2),¢(2,1,1)} un estado integro de base
de datos,

RI = {W = VaVy(p(z,y) — Iz ¢(z, z, y))} el conjunto de restricciones de
integridad y

T = {insertar p(3, 3), borrar ¢(1,1,1)} una transaccién.”
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El método detecta que W es relevante respecto a ambas operaciones:

insertar p(3, 3): 01 = {z/3,y/3}
W, p(3,3) — 324(2,3,3)

{z/1,y/1}
p(1,1) — 3z q(z,1,1)

Simplificando las férmulas anteriores obtenemos:

borrar ¢(1,1,1): 6
Wo-

[l

Il

Ws=32q(2,3,3)Ap(1,1) — Fzq(z,1,1)
D' viola Wy = D' viola W

3. COMPROBACION DE INTEGRIDAD EN BASES DE DATOS
DEDUCTIVAS

3.1. Introduccién

Siguiendo las ideas de Nicolas para el caso relacional, los métodos para la
comprobacién simplificada de la integridad propuestos para BDD se basan en la
idea comun de evaluar instancias de las restricciones, obtenidas a partir de actua-
lizaciones inducidas por la transaccion, y se diferencian entre si en la estrategia
seguida para la instanciacién y evaluacién de las restricciones. La existencia de
reglas deductivas introduce un nuevo problema ya que las actualizaciones indu-
cidas por la transaccién no son sélo las explicitamente requeridas por ésta, sino
también las inducidas por estas reglas.

Independientemente de la estrategia seguida, los métodos propuestos sim-
plifican la comprobacién de la integridad en dos fases: en una primer fase, de
generacidn, se obtiene instancias simplificadas de las restricciones de integri-
dad a partir de las actualizaciones de la transaccidn; en una segunda fase, de
evaluacion, estas instancias se evaliian en el nuevo estado segin el concepto de
satisfaccién asumido. De acuerdo a esto, los métodos objeto de estudio pueden
clasificarse en dos grupos:

a) Métodos con fase de generacidn potencial (sin acceso a los hechos).

En estos métodos en la fase de generacién se obtiene, a partir de las operacio-
nes de la transaccién y de las reglas deductivas, un conjunto de actualizaciones
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potenciales con las cuales se instancian y simplifican las restricciones de integri-
dad siguiendo las ideas de Nicolas. (Las actualizaciones potenciales son dtomos
parcialmente instanciados tales que cualquier actualizacion real es una instancia
de uno de ellos).

En este grupo se incluyen, entre otros, los métodos presentados por Lloyd
(1987a), Bry (1988) y Asirelli (1988).

Ejemplo:
Sea:

e D la siguiente Base de Datos Deductiva:

p(z,y) « tz),r(y)

e RI = {VzVy (s(z,y) — p(z,y))} una restriccién de integridad

o T = {borrar (t(a))} la transaccién

En este ejemplo, el conjunto de actualizaciones potenciales es:
{=t(a), =p(a,y)}-
Siguiendo las ideas de Nicolas se obtiene la instancia de la restriccidn:
(Vy(s(a,¥) — p(a,v))

que evaluada en el nuevo estado nos permite concluir que la transaccién viola la
restriccién de integridad.

b) Métodos sin fase de generacion potencial (con acceso a los hechos).

En estos métodos, en la fase de generacién se accede a la base de datos
explicita.

En este grupo se incluyen, entre otros, los métodos presentados en Decker
(1986), Sadri (1987), Olive (1991) y Das (1989).

Algunos de estos métodos representan las restricciones de integridad en forma
negada, para ello cada restriccién W; es sustituida por la férmula « ine;, donde
el predicado de inconsistencia inc; se define por laregla inc; — —-W; que debe ser
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incluida en la base de datos. La comprobacién de la integridad en los métodos
que utilizan esta representacién se reduce a determinar las inserciones de dtomos
de inconsistencia generadas por la transaccién.

Ejemplo:
Sea

e D la siguiente Base de Datos Deductiva:

p(z,y) — tz),r(y)

r(a)

t(a)

s(a,a)

inc — s(z,y), "p(z,y)

e RI = {VaVy(s(z,y) — p(z,y))} una restriccién de integridad cuya forma
negada es: « inc donde el predicado inc viene definido por la iltima regla
deductiva.

e T = { borrar ({(a))} la transaccidn.

Para determinar si se ha insertado algin atomo de inconsistencia se pueden
derivar actualizaciones inducidas a partir de la operacién de la transaccién:

—it(a)
p(z) «r(z),t(z)
a==z/a

—p(a)
inc — s(z,y), -p(z)
a=z/a
B=y/b

En este ejemplo, la transaccién viola la integridad de la Base de Datos al
provocar la insercién de un dtomo de inconsistencia.

A continuacién se presentan los métodos mds importantes de cada grupo
indicando para cada uno de ellos:

e concepto de satisfaccién

e representacion y propiedades de las restricciones
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e tipo y propiedades de la base de datos

e caracteristicas del método.

3.2. Concepto de satisfaccién

En base de datos deductivas existen tres definiciones del concepto de satis-
faccidén. Sea D un estado de base de datos y W una restriccién de integridad:

a) punto de vista de la demostracion:

D satisface W si y s6lo si comp(D) W

b) punto de vista de la consistencia:

D satisface W si y sélo si comp(D) U W es consistente

¢) punto de vista candnico:

D satisface W si y sé6lo si W es cierta en el modelo estandar de D

donde comp(D) es la compleccién de D definida en Clark (1978) y el
modelo estindar de D es el modelo minimal definido en Apt(1988).

3.3. Métodos con fase de generacién potencial
3.3.1. Método de Lloyd, Sonemberg y Topor (Lloyd (1987a))

El método de Lloyd et al. utiliza como concepto de satisfaccion, el punto de
vista de la demostracién: D satisface W si y s6lo si comp (D) = W.

Este método trabaja con dos conjuntos de actualizaciones potenciales (in-
serciones y borrados) que pueden ser calculados sin acceder a la base de datos
explicita.

Actualizaciones potenciales

Sea T una transaccién y D y D' estados consecutivos relacionados por T ta-
les que D C D’ entonces, se define posp p (conjunto de inserciones potenciales)
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y negp p’ (conjunto de borrados potenciales) inductivamente de la forma si-
guiente:

posh pr = {A: A — W € D'\D} (inserciones potenciales explicitas)
pos%'f'll), = {A0: A — W € D, B ocurre positivamente en W, C' € pos} p, y

8 = mgu (B, C)}
U
{A8: A — W € D, B ocurre negativamente en W,C € negp pr ¥
6 = mgu (B,C)}
(inserciones potenciales inducidas)
negh pr={ 1} (borrados potenciales explicitos)
neg%ﬁ%, = {Af:— W € D, B ocurre positivamente en W,C € negy pr ¥
§ = mgu(B,C)}
U
{A6: A — W € D, B ocurre negativamente en W,C & Posh pr y
¢ = mgu(B,C)}

(borrados potenciales inducidos)
posp pr = Un>0 pos}h pr
— n
negp pr = Un>0 negp p:

Segiin la anterior definicién, la obtencién de los conjuntos posp p/ y negp p
podria significar el cdlculo de infinitos conjuntos pos}, p, ¥ negh .. En la
practica, el cadlculo puede realizarse en un nimero finito de pasoé sl se uti-
liza alguna regla de parada del tipo siguiente: en lugar de calcular los conjuntos
posh p: ¥ negp p. calcular los conjuntos P™ y N™ definidos de la siguiente forma:

PY(N") = {A: A € posh, p, (negh p,) y no existe A’ € pos’f),D, (neg%,D,) (0 <
k < n) tal que A es una instancia de A’}

La computacién finaliza cuando para un valor de n, los conjuntos P* y N
son vacios.

El conjunto posp p. (resp. negp p:) se caracteriza porque cualquier insercién
real (resp. borrado real) es una instancia de alguno de sus elementos.
TEOREMA DE SIMPLIFICACION

Sea:

e (R,RI) el esquema de una base de datos deductiva, donde:

R es un lenguaje relacional tipado y
RI= {W:Vziz3...2,W’} el conjunto de restricciones de integridad
en forma prenexa normal.
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e 7 una transaccién que no modifica el lenguaje R y que no es contradictoria
(no exige la insercién y el borrado del mismo hecho o regla):
D —Tye) — D" — Tins — D'
T4el: borrados de T'
Tins: Inserciones de T

e D y D' son estratificadas.

e O = {0:6 es la restriccién a z1,z2,...,2, de un mgu de un atomo que
ocurre negativamente en W y un atomo de posp. ps o de un dtomo que
ocurre positivamente en W y un dtomo de negpn p/}.

¥ = {p:¢ es la restriccién a zi,zs,..., 2, de un mgu de un atomo que
ocurre positivamente en W y un atomo de posp. p o de un dtomo que
ocurre negativamente en W y un dtomo de negpn p}-

Se cumple:
a) D' satisface W si y sélo si D’ satisface V(W'¢) para todo ¢ € ¥ U O.

b) Si D' U {« V(W’'¢)} tiene una refutacién-SLDNF para todo ¢ € ¥ U O
entonces D' satisface W.

c) Si D'U{—V(W'¢)} tiene un arbol-SLDNF fallado finitamente para algin
¢ € ¥ U O entonces D' viola W.

Si ¥ U © es el conjunto vacio W no se ve afectada por la transaccidn.

Sie € YUOW no admite simplificacion.

3.3.2. Método de Bry, Decker y Manthey (Bry 1988)

El método de Bry ef al. utiliza como concepto de satisfaccién, el punto de
vista candnico: D satisface W si y sélo si W es cierto en el modelo estandar de
D.

Este método considera s6lo operaciones simples de hechos: inserciones de
hechos no explicitos en D y borrados de hechos explicitos en D. En Bry (1987)
esta propuesta se extiende considerando transacciones generales.

Sea L un literal y U un literal base que representa una operacién (un literal
positivo representa la insercién de un hecho y un literal negativo el borrado)
entonces, se definen los siguientes conceptos:
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Actualizaciones potenciales

Un dtomo A (resp. —A) no necesariamente base depende directamente de L
siy s6lo si:

— existe una regla deductiva, A’ — B tal que B contiene un literal L’ unifi-
cable con L (resp. con el complementario de L)

- A= A'6, donde # = mgu (L, L") (resp. mgu (complementario de L, L’)).
A depende de L siy sélo si A depende directamente de L o de un literal que

depende de L. Todo literal que depende de U es una actualizaciéon potencial
inducida por U.

El concepto de actualizacién potencial definido de esta forma coincide con
el de Lloyd, aunque Lloyd diferencia dos conjuntos de atomos pos (inserciones
potenciales) y neg (borrados potenciales) en lugar del conjunto inico de literales
(actualizaciones potenciales) del método de Bry.

Actualizaciones reales

Un 4tomo base A (resp. —A) es inducido directamente por L sobre D’ siy
sélo si:

— existe una regla deductiva, A’ — B tal que B contiene un literal L’ unifi-
cable con L (resp. con el complementario de L) con mgu 6.

- A = (A'8)p, donde ¢ es una respuesta obtenida al evaluar (B/L')f§ en
D'(B/L' representa B sin L’ o clerto si B = L)

— A (resp. —A) se evalia a falso (resp. cierto) en D (resp. en D’)

Un literal es inducido por L sobre D’ si y sélo si es directamente inducido
por L sobre D' o por un literal inducido por L sobre D’. Todo literal inducido
por U sobre D’ es una actualizacién real inducida por U.

Al igual que en el método de Lloyd, toda actualizacién real es una instancia
de una actualizacién potencial.

TEOREMA DE SIMPLIFICACION
Sea:
e (R, RI) el esquema de una base de datos deductiva:

R es un lenguaje relacional y
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RI el conjunto de restricciones de integridad, férmulas de cuantifi-
cadores restringidos (independiente del dominio), en forma normali-
zada. En una férmula de cuantificadores restringidos las subférmulas
cuantificadas tienen la forma:

3.’131,1}2,...,.’1371 (Al/\"~/\Am/\Q)
Vai,z2,...,2, (FA1 V- V=4,V Q)

donde cada z;(1 < 1 < n) aparece en algin A;(1 < i< m)y Q es
una férmula bien formada de cuantificadores restringidos.

La forma normalizada utilizada en el método se obtiene:
— reduciendo al maximo el dmbito de los cuantificadores

— expresando las implicaciones y equivalencias con las conectivas l6gicas
AV,

— llevando las negaciones sobre los dtomos

— distribuyendo las disyunciones respecto a las conjunciones.
D = {A:A es un dtomo base}U{A — W:W es una conjuncién de literales}.
U un literal base que representa la operacidn.
D, D’ son estratificadas.

delta es un meta-predicado, tal que para todo literal totalmente instanciado
L, delta(U, L) es cierto si y sdlo si L es cierto en D' y falso en D.

new un meta-predicado tal que new(U, F') es cierto si y sdlo si F es cierto
en D',

RA = {V delta (U, L8) — new (U, W)} el conjunto de restricciones auxi-
liares asociadas a W que se obtiene aplicando a la restriccién el método de
simplificacién de Nicolas a partir del conjunto de actualizaciones potencia-
les inducidas por U donde:

— L es una actualizacién potencial inducida por U o bien por U.

- @ es la restriccién de un mgu entre un literal L’ de W y el comple-
mentario de L, a las variables de L’ cuantificadas universalmente no
precedidas de un cuantificador existencial y a las variables de L.

— Ws es la instancia simplificada de W obtenida a partir de W@ apli-
cando las siguientes reglas de simplificacién

1} eliminando los cuantificadores sobre las variables instanciadas por

6
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i) reemplazando cada literal de W@ unificable con el complementa-
rio de L@ por falso y aplicando las reglas de absorcion.

Se cumple:
D’ satisface W si y sélo si las restricciones auxiliares asociadas a W se satis-
facen en D).

3.4. Métodos sin fase de generacién potencial
3.4.1. Método de Decker (Decker (1986))

El método de Decker utiliza como concepto de satisfaccidn el punto de vista
de la demostracién: D satisface W si y s6lo si comp (D) = W.

Este método obtiene instancias simplificadas de las restricciones de integridad
a partir de las actualizaciones reales inducidas por la transaccién.

Actualizaciones reales

Los conjuntos de actualizaciones reales asociados a una clausula C de la
forma H — B se definen de la forma:

D® = {HH:HE es base, comp(D') = B8 y comp (D) = HO}
Dc = {HO:H6 es base, comp (D) = B y comp (D) | Hb}.

ALGORITMO DE SIMPLIFICACION
Sea:
e (R, RI) el esquema de una base de datos deductiva, donde:

R es un lenguaje relacional y

RI el conjunto de restricciones de integridad, férmulas de rango res-
tringido

e D ={A:Aes un dtomo base}U{A «— W:W es una conjuncién de literales}
e T una transaccién formadas por operaciones de la forma:

~ insertar (C')

- borrar(C')
donde C es una cldusula.
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e D y D' son estratificadas.

e RA = {insertar L sélo si W&: L es un literal positivo que ocurre negativa-
mente en W}

{borrar L s6lo si W,: L es un literal positivo que ocurre positivamente en
W}

el conjunto de restricciones auxiliares asociado a W, donde:

— L se obtiene a partir de L renombrando las variables de L cuantifi-
cadas existencialmente o cuantificadas universalmente precedidas de
un cuantificador existencial

— las formas simplificadas W4(W, ) se obtienen reemplazando cada ocu-
rrencia positiva de L en W por el valor cierto (falso), cada ocurrencia
negativa de L en W por el valor falso (clerto) y aplicando las corres-
pondientes reglas de absorcién.

La comprobacién simplificada de la integridad se realiza practicando el si-
guiente algoritmo « con argumento insertar(C) (resp. borrar(C)) para cada
clausula C para la cual existe una operacién insertar(C') (resp. borrar(C)) en la
transaccion. :

ALGORITMO o

Paso 1: para cada dtomo L* de D (resp. D)y para cada restriccién auxiliar
insertar L sélo si F (resp. borrar L sélo si F) tal que L unifica
con L* con mgu § evaluar F en I, Si F se evalia a falso parar (la
transaccién viola la integridad).

Paso 2: para cada dtomo L* de D¢ (resp. D)y para cada cldusula ocurre_po-
sitivo (L, R) tal que L unifica con L* con mgu g, llamar al algoritmo
con argumento insertar(Ry) (resp.borrar (Ru)).

Paso 3: para cada atomo L* de D (resp. Ds )y para cada clausula ocurre_ne-
gativo (L, R) tal que L unifica con L* con mgu ¢, llamar al algoritmo
con argumento borrar(Ru) (resp.insertar(Rep)).

Cuando todas las operaciones de la transaccién han sido procesados por el
algoritmo sin que se detecte una violacién de la integridad, se puede afirmar que
la transaccién no viola la integridad de D'.

3.4.2. Método de Sadri y Kowalski (Sadri (1987))

El método de Sadri et al. utiliza como concepto de satisfaccién, el punto de
vista de la consistencia: D satisface W si y sélo si comp(D)U{W} es consistente.
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El método se caracteriza por utilizar una extensién del procedimiento SLDNF
permitiendo entonces aplicar resolucién a partir de las actualizaciones de la tran-
saccion.

Actualizaciones de la transaccién
El conjunto de actualizaciones de la transaccién se define como sigue:

{A: insertar_hecho(A) € T}
U

{A«— Ly, Ly, ..., Ly: insertarregla(A «— Ly, La,...,L,) €T}
U

{—A: borrar_hecho(A) € Ty 3 arbol-SLDNF fallado finitamente

para D' U {« A}}
U

{—A6: borrarregla(A — L1, Ls,...,L,) € T y 6 es una respuesta
computada para DU {— Ly, Ls,..., Ly} y 3 4rbol-SLDNF fallado
finitamente para D' U {— A}}.

Procedimiento SLDNF* (SLDNF extendido)
Sea:
e S = DU RI donde:
— D es un conjunto de cldusulas de la forma:

A o bien
A*‘-—Ll,Lz,...,Ln

— RI un conjunto de cldusulas de la forma:
— Ll,Lz,...,Ln

Si L; es positivo se denomina condicién positiva, si es negativo con-
dicién negativa.

o () una cldusula de S o un atomo negado (—A) tal que SU {« A} falla
finitamente utilizando el SLDNF*.

e R una regla de computacién segura (nunca selecciona un literal negativo
no base).

Una derivacidn via R para S U {Cy} es una secuencia posiblemente infinita
Co,C1,Cy. .. tal que C; para i > 0 es una cldusula, y para todo ¢ > 0C;y; se
obtiene a partir de C; de la siguiente forma:
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a) Si R selecciona de C; un literal L que no es una condicién negativa de Cj,
entonces C;41 es el resolvente sobre L de C; y alguna clausula de S.

b) Si R selecciona una condicién negativa, —A, de C;. Entonces Cii1 es C;
eliminando el literal seleccionado, =4, si existe un arbol-SLDNF* fallado
finitamente para S U {— A}.

¢) Si C; es 7A y en S hay una clausula B «— —A’, C de forma que A y A’
unifican a través del mgu @ entonces Ciyq es (B — C)4.

El SLDNF* es correcto en el sentido siguiente:
“Si existe una refutacién-SLDNF* para S U {Cy} entonces comp(D)U RI es
inconsistente”.

TEOREMA DE SIMPLIFICACION
Sea:

e (R, RI) el esquema de una base de datos relacional donde:

R es un lenguaje relacional y

RI = {« inc¢;:ine; — —=W;, 1 < ¢ < n} el conjunto de restricciones
de integridad en forma negada (el conjunto de cldusulas resultantes de
aplicar el algoritmo de Lloyd (Lloyd (1987b)) a {inc; «— =W;:1 < i < n}
deben ser de rango restringido y forma parte de cualquier estado de la
base de datos).

e D= {A:Aesundtomo base} U
{A — W: es de rango restringido y W es una conjuncién de
literales}.

e 7' una transaccion.

e D y D’ son estratificadas.

Se cumple:

“Si existe una refutacién-SLDNF* para D'U RI U{Cy} para alguna actualizacién
Cy de la transaccién entonces D’ viola RI”.

3.4.3. Método de Olivé (Olivé 1991)

El método de Olivé utiliza como concepto de satisfaccidn, el punto de vista
de la demostracidén: D satisface W si y sdlo si comp(D) = W.
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El método se caracteriza por:
— extender el lenguaje de la base de datos con dos tipos de predicados:

i) predicados de {ransicién: permiten simular la base de datos actuali-
zada

i) predicados de eventos internos (insercidn y borrado): representan las
actualizaciones generadas por la transaccion

— ampliar la base de datos con las reglas deductivas que definen dichos pre-
dicados

— comprobacién directa de las restricciones de integridad utilizando dichas
reglas

— tratamiento uniforme para restricciones de integridad estaticas y de tran-
sicién

— uso del procedimiento SLDNF para la comprobacién de la integridad.

Predicados de eventos internos: actualizaciones generadas por T

Para cada predicado P, se introduce un predicado de transicién P’, que
representa el predicado P en la base de datos actualizada D’ y dos predicados
de eventos internos:

tP: predicado de evento interno de insercién

0P: predicado de evento interno de borrado

estos predicados representan las actualizaciones (inserciones y borrados) expli-
citas o inducidas generadas por una transaccién T sobre el predicado P. De la
definicién de actualizacidn real inducida por una transaccién podemos afirmar:

Vl’l,il?Q,...,:L‘n(LP(J,’l,.TJQ,...,.’L‘n) “— Pl(ltl,.’l,'z,...,IIIn)/\—'P(IL‘l,IUg,...,.’Bn))
Ve, 22, ..., 2n(6P(z1,22,...,2,) < P(z1,22,...,20) AP (z1,22,...,2,))

Si P es un predicado base: ¢ P, 6 P seran predicados base cuyos hechos seran
determinados directamente por las actualizaciones explicitas de la transaccidén
T sobre P.

Si P es un predicado derivado: ¢ P, 8P seran predicados derivados definidos
por reglas deductivas que nos permitiran obtener las actualizaciones inducidas
por la transaccién T sobre P.
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Reglas de eventos internos

Para poder determinar las reglas deductivas que definen los predicados ¢P y
0P para predicados derivados de la base de datos vamos a determinar previa-
mente las reglas que definen el predicado P’.

%
Como P’ representa al predicado P en la base de datos actualizada, se cum-
plira:
Ve, ze, .. 2n(P(z1, 29, ... 2n) < (P(z1,22, ..., 2,) A
A=6P(xy,z2,...,2,)) VL P(z1,22,...,2,))

Vi, 2o, ..., 20(0P (21,22, ..., &) < (0 P(z1,22,...,Zn) A
A—P(zy, 29, ...,2,)) VEP(21,22,...,8,))
Si el predicado derivado P viene definido por m reglas deductivas en D:
P—P 1<i<m siendo P, —LiANL;A---AL,
entonces P’ estara definido por m reglas deductivas de la forma:
P'—P 1<i<m siendo P{— LiALyA---AL,

reemplazando cada L} de la siguiente forma:
si Lj = Qj(z1,za,...,2,) (literal positivo) entonces:
L = (Qj(=1, 22, ..., 2n) A 26Qj(T1, 22, ..., 2n)) V1Qj(21, T2, . .., 20)
si Lj = —=Qj(z1,z2,...,2y,) (literal negativo) entonces:

L; = (“Qj(il?l,l‘g,...,.’L‘n)/\“LQj(.’L’l,IL‘Q,...,CL’n))V(SQj(xl,xZ,-.c,l'n)

con lo que se obtienen 1 reglas (cldusulas no normales) que definen P’ en
términos (conjuncién de disyunciones) de predicados de base de datos y predi-
cados de eventos internos. Para obtener un conjunto equivalente de cldusulas
normales basta distribuir las conjunciones sobre las disyunciones.

Una vez obtenidas las reglas que definen P’, las reglas que definen :P y 6P
son:
tP(21,22,...,2n) — P'(x1,22,...,2p) A0P(z1,22,...,2y)

8P(zq, 22, ..., 2n) — P'(x1,22,...,20) A=P'(21,29,...,Z0).

Las reglas de eventos internos pueden simplificarse después de aplicarles algunas
transformaciones como se indica en Olivé (1991).
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TEOREMA DE SIMPLIFICACION

Sea:

e (R, RI) el esquema de una base de datos deductiva donde:

R es un lenguaje relacional y

RI = {«~ inc¢;:ine;=»W;, 1 < 7 < n} el conjunto.de restricciones -de inte-
gridad en forma negada (el conjunto de cldusulas resultantes de aplicar
el algoritmo de Lloyd a {inc; — =Wj:1 <7 < n} deben ser de rango
restringido y forma parte de cualquier estado de la base de datos).

e D= {A:Aesun dtomo base} U
{A — W: es de rango restringido y W es una conjuncién de
literales

e T una transaccion.
e D y D' son estratificadas.

Si A(D) es la base de datos resultante de anadir a D las reglas de transicién y
de eventos internos para cada predicado derivado y predicado de inconsistencia
de D entonces se cumple:

a) D’ viola la restriccién W; si existe una refutacién-SLDNF para A(D)UT U
{— tnc;}

b) D' satisface la restriccion W; si existe un arbol-SLDNF fallado finitamente
para A(D) UT U {« uinc;}.

3.4.4. Método de Das y Williams (Das 1989)

El método de Das el al. utiliza como concepto de satisfaccién, el punto de
vista de la demostracién: D satisface W si y sélo si comp(D) = W.

En este método, la comprobacién de la integridad consiste en buscar un
“camino” desde una “actualizacién” de la transaccién T hasta un atomo de
inconsistencia.

Actualizaciones de T'

Si A es un atomo base y H «— B es una-regla deductiva el conjunto de
actualizaciones de T se define:
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{A:insertar_hecho(A) € T} U {—A: borrar_hecho(A4) € T}
U
{H§:insertar_regla(H — B) € Ty 0 es una respuesta-SLDNF computada
para D'U{— B}}
U
{—~H:borrarregla(H «— B) € T'}

Camino

Si D es un estado de la base de datos, un camino se define como:

Lo—Ry— Li— Ry — Ry — Ly

donde L es el origen del camino, L, es el destino, n es su longitudy Ry, Ry, ..., Ry
son cldusulas de D utilizadas para construir el camino de Lo a L,,. Si Lo es po-
sitivo es base y debe existir una refutacién-SLDNF para DU {— Lg}.

L;4+1 se define a partir de L; de la forma:
1. Si:

e [; es positivo

e L; unifica con un literal positivo del cuerpo de la cldusula R;: H — B
con mgu «

e (' es el resolvente de «— By L;

e # es una respuesta-SLDNF computada para D U {— G’}
entonces Ly es Hal
2. Si:

e L; es positivo
e L, unifica con el complementario de un literal negativo del cuerpo de
la clausula R;: H — B con mgu «

e - Hoa no es una instancia de algin L; (0 < j <1)
entonces Lijy) es "Ha
3. Si:

e [; es negativo

e [; unifica con un literal negativo del cuerpo de la cldusula R;: H — B
con mgu
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e 0 es unarespuesta-SLDNF computada para DU{G} donde G =— B«
entonces Ly, es Had
4. Si:

e L; es negativo

e L, unifica con el complementario de un literal L que ocurre en el
cuerpo de una clausula R;: H — B con mgu «

e —Ha no es una instancia de algin L;(0 < j <1)

entonces Liy1 es "He

Un camino que finaliza en algiin dtomo de inconsistencia se denomina camino
de éxito en caso contrario se denomina camino de fallo.

TEOREMA DE SIMPLIFICACION

Sea:

e (R, RI) el esquema de una base de datos deductiva, donde:

R es un lenguaje relacional y

RI = {«— inc¢;:inc;~W;, 1 < i < n} el conjunto de restricciones de inte-
gridad en forma negada (el conjunto de clausulas resultantes de aplicar
el algoritmo de Lloyd a {inc; — =W;:1 < i < n} deben ser de rango
restringido y forma parte de cualquier estado de la base de datos).

e D= {A:Aes un dtomo base U
{A — W: es de rango restringido y W es una conjuncién de

literales}.

e T una transaccién.
e D y D’ son estratificadas.
Se cumple:

a) si existe un camino de éxito en D’ con origen alguna de las actualizaciones
de T entonces D' viola RI.

b) si no existe un camino de éxito en D’ para ninguna de las actualizaciones
de T como origen entonces D’ satisface RI.
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4. ANALISIS DE LOS METODOS

En este apartado se persiguen dos objetivos:

— resumir los requisitos exigidos por los distintos métodos referentes al tipo
y propiedades sintacticas de la base de datos asi como a la representaciéon
y propiedades sintdcticas de las restricciones.

— analizar la estrategia de cada método.

Tipo de base de datos

El método de Lloyd trabaja con bases de datos “generales” es decir, con
clausulas de la forma: A — W, donde A es un atomo y W una férmula bien
formada cualquiera.

Los restantes métodos se definen para bases de datos “normales” con reglas
de la forma: A «— Ly, Ls,...,L,, donde A es un atomo y L; un literal. Este
requisito no quita generalidad a un método ya que cualquier base de datos general
puede transformarse en una base de datos normal siguiendo el algoritmo de Lloyd
sin embargo, en este caso habrd que tener en cuenta que al aplicar el algoritmo se
pueden perder ciertas propiedades sintacticas de la base de datos (independencia
del dominio).

Propiedades sintacticas de la base de datos y la restriccién

i) Todos los métodos exigen que la base de datos D sea estratificada, asegu-
rando de esta forma que comp(D) es consistente y que D tiene un unico
modelo minimal (el modelo estandar).

i1} Los métodos que utilizan el SLDNF como mecanismo procedural para la
comprobacién de la integridad, exigen a la base de datos y a la restriccién
propiedades sintdcticas que aseguran que en las computaciones SLDNF
realizadas no aparece el problema del “tropiezo” (en algin punto de la
derivacién se obtiene un objetivo que sélo contiene literales negativos no

base), Lloyd (1987b).

En el método de Lloyd, el uso de un lenguaje tipado asegura que la forma
normal sin tipos de una base de datos y un requerimiento es permitida
(Lloyd (1987b)) eliminando por tanto el problema del “tropiezo”. En los
restantes métodos se exige a cada clausula normal de la base de datos la
propiedad de rango restringido (o alguna propiedad sintdctica que implique
ésta). Si las restricciones se representan en forma negada se les exige la
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iii)

propiedad de rango restringido y si se representa en forma general se les
exige alguna propiedad sintictica (cuantificadores restringidos) que asegure
que las cldusulas resultantes al aplicar el algoritmo de Lloyd son de rango
restringido.

La simplificacién de la comprobacién de la integridad basada en consi-
deraciones sintacticas: “instanciacién de las restricciones a partir de las
actualizaciones inducidas por la transaccidn a través de las reglas deduc-
tivas”, sélo es correcta cuando:

— siendo el concepto de satisfaccién el de la demostracidn, la base de
datos junto a la restriccién cumplen la propiedad de independencia
del dominio. Esta propiedad permite asegurar que el conjunto de res-
puestas correctas para comp(D)U{W} es independiente del lenguaje.

— siendo el concepto de satisfaccién el candnico, el modelo estandar de
comp(D) es independiente del lenguaje.

Estrategia de los métodos

El analisis de las caracteristicas de los métodos nos permite realizar las si-
guientes consideraciones:

i)

ii)

iii)

iv)

la existencia de una fase de generacién potencial es interesante porque
permite, sin acceder a los hechos eliminar del proceso de comprobacidn:

— restricciones no relevantes para la transaccion

— actualizaciones no relevantes para la integridad.

la instanciacidn de las restricciones a partir de actualizaciones potenciales,
genera un conjunto de restricciones menos instanciadas que en el caso de
trabajar con actualizaciones reales, y por lo tanto en general mas costosas
de comprobar.

aunque en la fase de evaluacidn, las restricciones simplificadas obtenidas
en la fase de generacién potencial se evalien sélo para aquellas instancias
correspondientes a instancias de las actualizaciones potenciales que coin-
ciden con una actualizacidn real (Bry (1988)), el proceso puede ser muy
costoso ya que los métodos no hacen uso de la informacién disponible en
la fase generacién referente a caminos de derivacién para la obtencién de
estas actualizaciones reales.

los métodos con fase de. generacidn potencial pueden optimizarse interca-
lando la fase de generacién y la fase de evaluacidn.
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v) en los métodos sin fase de generacién potencial, la seleccién como origen
de la derivacién de actualizaciones que inducen a su vez actualizaciones no
relevantes para la integridad puede elevar el coste de la comprobacién.
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ENGLISH SUMMARY:

METHODS FOR INTEGRITY CHECKING IN DEDUCTIVE
DATABASES

Laura Mota Herranz and Matilde Celma Giménez

Deductive Databases (DDB) are an extension of Relational Databases (RDB)
since they include rules that allow us to derive new information from the infor-
mation explicitly stored.

A DDB scheme consists of:

e aset of relation schemes of the form R(A: Dy, ..., An: D) where R is the
name of the relation, Ay, ..., A, are attribute identifiers and Dy,..., D,
are the names of the domains associated with the attribute and

o a set of Integrity Constraints (IC).

A database stale is a set of facts (tuples of basic relations) plus a set of
deductive rules.

An integrily constraint is a statement that a database must satisfy at any
time in order to faithfully describe the real world represented by the database.
The evolution through time of a database can be described by a sequence of
states where transitions from one state to the next are accomplished by database
transactions (set of insertions and/or deletions of facts and/or rules). According
to this evolution scheme, static and dynamic constraints can be distinguished;
the former restrict the validity of each state on its own, while the latter relate
the validity of a sequence of consecutive states. In the paper, we only deal with
static constraints.
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In previous database scheme, we can distinguish two types of relations: basic
relations whose tuples are explicity stored and derived ones defined by deductive
rules. A RDB is a special case of DDB without derived relations.

From the point of view of logic, a DDB can be formalized as follows (Reiter
(1984), Lloyd (1987Dh)):

e the DDB scheme is represented by a pair (R, IC) where:
R is a relational language defined from the relation schemes

IC is the set of integrity constraints (closed well formed formulas (wiff) of

R)
e a database state D is represented by a first order theory defined over R:

D = {A: Ais a ground atom (fact)}

U
{A — W:Ais an atom and W is a wff}.

To ensure that each integrity constraint is satisfied in the new state, all of
them must be checked after every transaction. However, this checking can be
very costly if they are evaluated as queries, particularly in large databases. In
spite of these difficulties, it is possible to reduce the amount of computation if
advantage is taken of the fact that, before the transaction was made, the database
was known to satisfy its integrity constraints and hence, any violation of them
is due to an update induced by the transaction. Thus, every practical integrity
checking method simplifies this process avoiding checking some instances of the
constraints that were satisfied before the transaction (in the old state) and have
not been affected by this one. This simplification will be only correct if the wif
that represents the integrity constraints are domain-independent. Intuitively
speaking, a wif is domain-independent if its evaluation only depends on the
extensions of the predicated that appear in it (Topor (1987)).

In this paper entitled Methods for Integrity Checking in Deductive
Databases we present the Nicolas Method for simplifying integrity checking in
relational databases (Nicolas (1982)}), following this proposal, many methods for
simplified integrity checking in deductive databases have been proposed in the
last ten years; all of them are based on the idea of evaluating simplified instances
of the integrity constraints generated by the updates induced by the transaction.
They differ mainly in the way these induced updates are determined and in the
strategy used to instantiate and simplify the constraints. From all the methods
for simplifying integrity checking in deductive databases we present the methods
of Decker (Decker (1986)), Lloyd & Sonnenberg & Topor (Lloyd (1987a)), Sadri
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& Kowalski (Sadri (1987)), Bry & Decker & Manthey (Bry (1988)), Das &
Williams (Das (1989)) and Olivé (Olivé (1991)).

Independently of the particular strategy followed by the methods, we state
that all of them simplify the integrity in two phases: in a first phase, that we
will call the generation phase, simplified instances of the constraints are obtained
using the updates induced by the transaction, in a second phase, the evaluation
phase, these instances are evaluated in the new state. These two phases can
appear separates or interleaves in the different methods.

For each one of all these methods we present:

e point of view of constraints satisfaction assumed by the method
e representation and properties of the constraints

e type and properties of the database

e features of the method
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Esta pregunta adquiere especial relevancia en esta ultima mitad del siglo
XX, cuando no sdlo los individuos sino grupos sociales de diverso tipo y tamaio,
incluyendo naciones, se ven progresivamente incorporados a organismos de re-
presentacién regidos por sistemas de votacidn.

Y en la dltima década del siglo no solamente desaparece la Unién Soviética,
una de las dos partes que han mantenido la llamada guerra fria; se inician con-
versaciones entre arabes e israelies y hasta la Comunidad Econdémica Europea
se propone crear un espacio de Defensa comun.

Afortunadamente, la paz parece ganar terreno, y probablemente una parte
importante de nuestra politica de Defensa se va a desarrollar en organismos
como Naciones Unidas o la Unién Europea. No parece, pues, mal momento
para reflexionar sobre este tipo de centros de decision y disponer de capacidad
de andlisis para evaluar nuestra posicién exacta dentro de cada uno y nuestras
posibilidades estratégicas en este marco.

El argumento es aplicable, mutatis mutandis, a otra parcela fundamental de
nuestra politica exterior, la econémica. El origen de este trabajo se encuentra, sin
embargo, en la polémica suscitada por las propuestas formuladas en la reunién
de Maastricht de diciernbre de 1991 en orden a construir un marco legal de
actuacién para una politica comin de Defensa y Relaciones con el exterior de
los paises integrantes de la Comunidad Econdémica Europea. Tales propuestas
pretendian desarbolar la soberania de los estados miembros —atrincherada en
la regla de unanimidad— introduciendo mecanismos de decisién por mayoria
(ponderada y) cualificada, extensibles a corto o medio plazo a temas econémicos
y sociales.

Dos son los objetivos basicos de este trabajo: (1) presentar dos medidas
del poder a nivel de organismos de decisidn, una individual y otra coalicional,
precisando el tipo de estructuras sobre las que estan definidas; (2) aplicarlas al
estudio de las propuestas de Maastricht, valorando el alcance y efectos que se
derivarian de su aceptacién e ilustrando al mismo tiempo el uso de estas técnicas,
propias de la rama cooperativa de la Teoria de Juegos.

La Seccién 2 servird al primer objetivo, buscando una exposicién de lec-
tura comoda donde sea primordial el significado y alcance de los conceptos y
métodos expuestos a costa, si es necesario, del formalismo matematico subya-
cente al tema, que puede hallarse en las referencias. La Seccién 3 estarad dedicada
exclusivamente al estudio de las propuestas de Maastricht.

Sin perjuicio de que estos sistemas de analisis sean de utilidad para otros
ambitos (v.g. administrativos), hay -una razén muy actual para presentar esta
metodologia en un campo a priori no cooperativo como es el de la Defensa
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nacional. Como se ha sugerido al principio, el mundo parece tender, tras la II
Guerra Mundial, a una estabilizacién pacifica global. El fin de la guerra fria,
con la descomposicién de la Unidn Soviética, parece mucho mas trascendente
que la existencia de conflictos locales que probablemente perduraran aun cierto
tiempo. Pero los objetivos a corto plazo de nuestra Defensa se centran mas
bien en asegurarnos una representatividad en los organismos en los que estamos
integrados acorde con nuestra posicién en el concierto de las naciones. Por ahora,
una fraccién importante de la actividad de este Departamento ministerial se
llevara a cabo dentro de instituciones que tomaran decisiones en un ambiente
generalizado de cooperacidn; parece, pues, importante disponer de una capacidad
de analisis de nuestra posicién en las instancias politicas supranacionales que
colabore a fundamentar nuestra politica de Defensa en tiempo de paz.

2. ORGANOS DE DECISION Y MEDIDAS DE PODER

Se introducen brevemente en esta Seccidn conceptos y técnicas de la teoria de
Juegos cooperativos que son de interés para representar y analizar mecanismos
de decisién colectiva. Por una parte los juegos de mayoria ponderada y los
juegos simples como estructuras basicas; por otra el indice de Shapley-Shubik y
el valor coalicional de Owen como medidas candnicas del poder (un desarrollo
sistematico puede consultarse en Owen (1982) y Roth (1988)).

2.1. Juegos de mayoria ponderada y juegos simples

Un juego de mayorfa ponderada consta de un conjunto de agentes o juga-
dores (accionistas, electores, partidos, naciones, segiin el contexto) denotado en

abstracto por
N={1,2,...,n}

a los que se ha asignado una familia de pesos no negativos
w1, Wa,...,Wn _>_ 0

cuya suma se designard por T, y una cuota o condicién de mayoria ¢ > T/2. La
representacién abreviada de este tipo de juego es

[(I; wl;w2;--~:wn]-

Un caso tedricamente frecuente es aquél donde todos los pesos son iguales a 1.
Por otra parte, también es frecuente que la cuota sea “la mitad mdas uno”, es
decir, ¢ = go = 1 + int(7/2).
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Cualquier subconjunto de jugadores se denomina una coalicién, actiien o
no mancomunadamente. Se dice que C es una coalicidén vencedora si su peso
acumulado es w(C) > ¢.

En el ¢jemplo numérico [5; 4,2,1,1,1] lo son:

12; 13; 14; 15; 123; 124; 125; 134; 135; 145;
y todas las de cuatro o cinco jugadores.

La propiedad basica de esta lista de coaliciones es que si una coalicidén es ven-
cedora cualquiera que la contenga también lo es. Por tanto basta conservar
la coleccién de las coaliciones vencedoras minimales —por la inclusién— para
regenerar el juego. En el ejemplo anterior son:

12; 13; 14; 15; 2345.

El par formado por el conjunto N y la coleccién W de coaliciones vencedoras (con
la propiedad descrita) es un juego simple, que en situaciones como la expuesta
se dice asociado al juego de mayoria ponderada original. Se denota por W™ la
coleccién de las coaliciones vencedoras minimales.

Nuestro ejemplo goza de una propiedad especial: cada dos coaliciones vence-
doras tienen algin jugador en comin, y ello es debido a que ¢ > T'/2.

Otros pesos y otra mayoria darian lugar al mismo juego simple, por ejemplo
[4; 3,1,1,1,1]. Este segundo juego de mayoria ponderada es mas sencillo que el
original pero estratégicamente equivalente a él, ya que las coaliciones vencedoras
son las mismas.

No todo juego simple puede ser representado mediante un juego de mayoria
ponderada. Los problemas de existencia de representaciones y de representacio-
nes minimales son interesantes. Por otra parte, todo juego de mayoria ponderada
admite una representacién equivalente con pesos y cuota naturales.

2.2. El indice de poder de Shapley-Shubik

Asi se denomina el valor Shapley, definido para juegos cooperativos en general
(cf. Shapley (1953)), cuando se restringe a juegos simples. Segiin el modelo
de regateo propuesto en Shapley (1953) y en Shapley y Shubik (1954), cada
Jugador recibe el valor esperado de su contribucién marginal a la formacién de
la coalicién total N bajo la hipétesis de equiprobabilidad de todos los 6rdenes de
formacién posibles. Es conveniente anadir, no obstante, que Shapley planteé el
problema de evaluar un juego mediante una distribucién de pagos a los jugadores,
propuso tres postulados razonables y a la vez simples que debia satisfacer tal
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evaluacidn (eficiencia, simetria y aditividad) y demostré la existencia y unicidad
de una regla de asignacién, la que hoy conocemos como valor Shapley: éste es
un procedimiento extremadamente elegante desde el punto de vista matematico.

En el caso del indice de Shapley-Shubik, el poder de cada jugador es una
fraccidon comprendida entre 0 y 1, que a menudo se expresa como porcentaje ya
que por el axioma de eficiencia.la suma de los poderes de todos los jugadores es

1 (el 100%).

Si un jugador no interviene en ninguna coalicién vencedora minimal —y por
tanto es suprimible a efectos estratégicos de cualquier coalicién vencedora— se
dice que es nulo; equivalentemente, su poder es 0. En el otro extremo, si un
jugador ¢ forma por si solo una coalicién vencedora (por ejemplo si w; > ¢ en
un juego de mayoria ponderada) se dice que es dictador; equivalentemente, su
poder es 1. Por otra parte, el indice muestra una alta sensibilidad que, en su
calidad de generalizacidn a situaciones mas complejas, hereda el valor coalicional
de Owen.

El siguiente ejemplo ilustra aquella afirmacién. En él se hace uso del teorema
de la representacién normalizada, que requiere una breve presentacién: en todo
juego de mayoria ponderada, a mayor peso corresponde mayor poder, pero es
posible (véase el ejemplo propuesto en 2.1) que jugadores de distinto peso tengan
igual poder; se dice que un juego de mayoria ponderada es una representacién
normalizada si igual peso equivale a igual poder. El teorema mencionado (véase
Carreras (1989)) demuestra que para todo juego simple representable existen
representaciones (naturales y) normalizadas.

2.3. El Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas

El interés de este ejemplo radica en que por su definicién formal se trata de un
Jjuego simple, aunque pueda hallarse una representacién del mismo como juego
de mayoria ponderada. La introduccién de pesos pondrd ya de manifiesto de
manera cuantitativa el desequilibrio de posiciones observado cualitativamente,
pero el indice de Shapley-Shubik determinard con precisién el alcance de este
desequilibrio. Asimismo permitird analizar los efectos de una modificacién es-
tructural.

Hasta 1966 formaban el Consejo de Seguridad cinco naciones permanentes y
otras seis escogidas por turno rotatorio de la Asamblea General. Cada uno de
los once representantes disponia de un voto, pero las cinco naciones permanentes
tenian derecho a veto, de forma que los siete votos que requeria la aprobacién
de cualquier resolucién debian incluir ineludiblemente los de las cinco naciones
permanentes.
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El juego simple que describe esta situacién consta de un conjunto N de 11
Jjugadores, cinco del tipo A (permanente) y seis del tipo B (eventual). El dnico
modelo de coalicidn vencedora minimal es 5A + 2B, mientras que los modelos
de coaliciones perdedoras maximales son bA + B y 4A + 6B. Para buscar una
representacion por pesos hay que dar valores a las incgnitas A y B de forma
que se verifiquen las desigualdades

5A+ B <HA+ 2B, 4A4 6B < 5A + 2B;

la primera es obvia y la segunda se reduce a 4B < A, de modo que la solucién
mas sencilla es el juego

[27; 5,5,5,5,5,1,1,1,1,1,1]

cuya cuota resulta del modelo de coaliciones vencedoras minimales. Si esto ya
muestra la importancia del veto concedido a cinco miembros, el indice de poder
marca la diferencia exacta, dando estos valores:

Nacidn permanente 19.74%
Nacién rotatoria 0.22%

Asi, cada nacién fija tiene un poder 90 veces superior al de cada rotatoria (éste
es el efecto del veto). Juntas, las cinco naciones permanentes acaparan el 98.70%
del poder.

La revisién de 1966 substituyé a China Nacionalista (expulsada incluso de
la Organizacién) por China Comunista, aumentd a diez el nimero de naciones
rotatorias y pasé a exigir nueve (incluyendo a los cinco vetos) de los quince votos
como condicién de aprobacién. Un breve estudio similar al anterior daria ahora
esta representacién por pesos:

(39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1] .

El indice de Shapley-Shubik da para este juego:

Nacién permanente 19.63%
Nacién rotatoria 0.19%

Es despreciable la pérdida de poder individual, pero ahora cada nacién fija tiene
103 veces el poder de una eventual, y juntas las cinco grandes potencias con-
tintian reuniendo un 98.15% del poder, aunque actualmente sean diez los res-
tantes miembros del Consejo.
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2.4. Estructuras de coaliciones: el valor coalicional de Owen

La ausencia de un miembro con mayoria absoluta en un organismo de de-
cisién colectiva provoca inmediatamente negociaciones entre jugadores buscando
la formacién de una coalicidn. El objetivo se centra en las coaliciones vencedo-
ras, las cuales, pese a soportar cierto lastre-de dispersién ideolégica, dispondrin
de un notable grado de estabilidad por su misma condicién. Salvo situaciones
excepcionales, las coaliciones vencedoras formadas resultan ser minimales al me-
nos por dos razones: para reducir al maximo las diferencias de criterio y para
repartir los beneficios con la mayor eficiencia.

La formacidon de una coalicidén, o de varias disjuntas simultineamente, pro-
voca una alteraciéon del juego. El efecto interno —para los miembros de la
coalicién— y externo —para los ajenos— requiere una medida numérica con un
significado semejante al indice de Shapley-Shubik.

Necesitariamos conocer el poder de la coalicién como superjugador, frente
a los restantes jugadores o coaliciones que se hayan formado simultdneamente.
También el poder que acaban por tener aquellos jugadores que no se han in-
tegrado en ninguna coalicién formada. Y, por ultimo, la manera de distribuir
entre sus miembros el poder asignado a cada coalicidén formada. La respuesta a
las dos primeras cuestiones se obtiene computando el indice de Shapley-Shubik
del llamado juego cociente, cuya construccién no detallaremos porque también
resulta del cdlculo del valor coalicional.

Pero la tercera cuestién requiere tener en cuenta la negociacién intracoali-
cional condicionada por el exterior, ya que los jugadores argumentan, ante la
coalicidn en la que se han integrado, segin las posibilidades estratégicas a las
que han renunciado fuera de ella. Owen (1977) proporciona una furidamen-
tacién axiomdtica (eficiencia, simetria, aditividad y simetria en el cociente) del
problema entero, siguiendo una via paralela aunque a un nivel de complejidad
superior a la de Shapley (1953), demostrando la existencia y unicidad del valor
coalicional asociado a un juego cooperativo bajo una estructura de coaliciones y
conservando la elegancia matematica del articulo de Shapley. Aplicado a juegos
simples nos da respuesta a las tres preguntas anteriores.

El valor coalicional generaliza el valor Shapley (y por tanto el indice de
Shapley-Shubik), ya que coincide con él cuando la estructura de coaliciones es
trivial en uno de estos dos sentidos: o no se han formado coaliciones o se ha
formado la coalicién total. Es aplicable incluso cuando las coaliciones en que se
ha estructurado el conjunto de jugadores se subdividen a su vez en familias, y
éstas en clanes. .. Por iltimo, permite una elaboracién semejante a la del indice
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de poder de Shapley-Shubik, como modelo de regateo para la formacidn de la
coalicién total N bajo condiciones restringidas.

El valor coalicional es una herramienta de alta calidad para el estudio de
la dindmica de un juego simple, puesto que permite evaluar todas las coalicio-
nes y estructuras de coaliciones posibles, ya desde el punto de vista (digamos
egoista) de cada jugador, que-intenta optimizar-el beneficio de su participacién
en uniones, ya desde una posicién exterior (arbitral) mas interesada tal vez en
la estabilidad de las posibles coaliciones.

A modo de ilustracién puede consultarse un estudio del Parlamento de Ca-
talunya durante la Legislatura 1980-1984 (Carreras y Owen (1988)) donde se
tienen en cuenta ciertas afinidades politicas entre los partidos en liza.

Las afinidades o incompatibilidades ideoldgicas, que a menudo existen y sin
duda condicionan la accién de los jugadores, deben ser consideradas a priori
informaciones ajenas al juego: su incorporacién modifica la estructura y por
tanto el indice de poder asociado. Los problemas tedricos que esto plantea son
interesantes (cf. Carreras (1991)), asi como su aplicacién a problemas reales. Un
tratamiento basado en incompatibilidades politicas de otro Parlamento regional
espanol puede consultarse en Carreras y Owen (1992).

Haremos uso del valor coalicional en la siguiente seccién cada vez que deba-
mos evaluar alianzas. Al estar restringido el estudio a juegos simples, el axioma
de eficiencia permite también expresarlo como porcentaje.

3. LAS PROPUESTAS DE MAASTRICHT

La Comunidad Europea (CE) ha venido ocupandose, desde su fundacién,
de organizar una politica econémica comin para los paises que la forman. Sus
érganos principales son el Parlamento Europeo, con sede en Estrasburgo, la
Comisién Europea, el Consejo de Ministros y el Consejo Europeo. Mas adelante
se describen sus estructuras.

En la pasada “cumbre” celebrada en Maastricht (Holanda) los dias 9 y 10
de diciembre de 1991, el Consejo Europeo, formado por los jefes de Estado o
de Gobierno de los doce paises miembros y el Presidente de la Comisién Euro-
pea Jacques Delors, se enfrentaba a unas propuestas de actuacién que suponian
.un pronunciado salto adelante en cuanto a los objetivos y competencias de la
Comunidad como entidad supranacional. El proyecto consistia en dos tratados,

110



uno sobre unidn econémica y monetaria y el otro sobre unién politica. Entre
ambos contenian cinco grandes propuestas: creacién de un Banco central y de
una moneda tinica, colegislacién por parte del Parlamento Europeo y responsa-
bilidades de la CE en materia de Seguridad y Defensa y Politica Exterior. Junto
a la cohesidn econémica y politica que esto supondria se reclamaba por parte de
algunos paises —entre ellos Espafia— la inclusién de un principio de cohesién
social.

Las posiciones de los Doce ante esta variedad de temas presentaban serias
divergencias. Salvo el Parlamento, los demas organismos de la Comunidad, en
particular el Consejo Europeo, toman sus decisiones por unanimidad, de modo
que cualquier pais puede vetar medidas que considere contrarias a sus intereses.
Esta norma, que Buchanan y Tullock llaman “la regla de decisién ideal”, es la
menos decisiva de todas, aunque tiene la virtud de provocar discusiones, nego-
ciaciones y modificaciones transaccionales de los proyectos que, de llevar a un
acuerdo, la hacen en efecto la solucidn perfecta para las elecciones colectivas. De
hecho la CE ha alcanzado niveles aceptables de cooperacién haciendo uso de la
misma.

Sin embargo, el propio Delors considera poco operativa la ley de unanimidad
o consenso. Una parte de las propuestas de Maastricht se referia a los pro-
cedimientos de decisién que deberian sustituirla. Delors criticaba incluso estos
nuevos procedimientos —que después estudiaremos con detalle— por poco agiles,
especialmente en materia de Politica Exterior y Seguridad Comun (PESC): “el
mecanismo de toma de decisiones bloqueara cualquier iniciativa”. El comisario
espafiol Abel Matutes, cuyas competencias como tal permitirian asimilarle a un
“ministro europeo de Relaciones Exteriores”, afirmaba dias antes que Europa
era “un gigante econdémico y un enano politico”, subrayando el pobre papel re-
alizado durante la Guerra del Golfo y ante el conflicto interno de Yugoeslavia;
sefialaba la necesidad de que la CE tuviese capacidad en Politica Exterior y por
tanto en materia de Seguridad y Defensa, indicando que unidn politica significa
ante todo politica exterior comin.

Determinados paises consideran un atentado a su soberania nacional cual-
quier intento por parte de la CE de legislar y actuar en algunas materias, espe-
cialmente si ya no se requiere unanimidad para su aprobaciéon. Gran Bretafia,
por ejemplo, se opone a perder su dominio absoluto sobre las leyes laborales,
mientras Espafa rechaza injerencias en cuestiones de medio ambiente, redes de
comunicacién o investigacién y desarrollo; Alemania se opone a la cohesién so-
cial argumentando que el pais sufre la incorporacién de la antigua Repiblica
Democratica y no puede contribuir alin mas a los fondos comunitarios; por su
parte, la tipica politica exterior presidencialista de Francia dificilmente encaja
en las lineas del plan PESC, aunque ya se ha formado la brigada franco-alemana,
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germen de un futuro ejército con mando europeo, el punto méas ambicioso del
proyecto de unién politica.

La existencia de la OTAN, con la presencia de los Estados Unidos detrds,
y de la hasta ahora poco operativa Unién Europea Occidental (UEO), a las
que pertenecen la mayoria de los paises de la CE, complica aiin mas si cabe el
entramado de opiniones encontradas en el seno de la Comunidad.

Latente en el fondo de esta compleja situacién estd la “metadectsiéon” acerca
de los procedimientos de decisién que han de regular la accién de la CE en estas
cuestiones, respetando en lo posible la soberania de cada Estado miembro y ase-
gurando al mismo tiempo la maxima operatividad. En adelante nos centraremos
en este delicado problema, analizando las diversas propuestas presentadas para
describir, bajo cada hipdtesis, la posicidn estratégica de cada pals y, en especial,
el papel de Espafia, dando una respuesta cuantificada, y por tanto objetiva, a
esta cuestion.

Unanimidad o consenso: Las decisiones adaptadas mediante esta regla ad-
miten solamente una coalicidén vencedora, el conjunto total N. Por simetria, el
indice de Shapley-Shubik es constante, y asigna a cada uno de los doce jugadores
(paises) un poder de

1/12 = 8.33%.

Adelantamos este resultado en reconocimiento al procedimiento de votacién dis-
tintivo de la CE —al menos hasta ahora—, sefialando que se trata de un valor
cefiido exclusivamente a la estructura formal; no contempla por tanto influen-
cias y presiones sin duda existentes de los paises principales sobre algunos de los
demas. En cualquier caso puede ser utilizado como punto de referencia.

3.1. El Parlamento Europeo

El Parlamento Europeo esta formado por 518 representantes de los 12 paises
(se prevé extenderlos a 536 por la reunificacién alemana), elegidos internamente
en cada uno. Existe una particién transversal en grupos parlamentarios, que se
constituyen segin afinidades y homologaciones politicas y reflejan con fidelidad
las estructuras ideoldgicas internas de las diferentes naciones. Ambas divisiones
—por paises y por grupos— influyen poderosamente en las actitudes de los
representantes, y en cierta forma esta bidimensionalidad favorece la disension
en lugar del consenso, por lo que no es sorprendente que el Parlamento tome
sus decisiones habitualmente por mayoria simple, es decir, mediante la cuota
q=dqo = 260.
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Sin embargo, aunque la nacionalidad no sea el distintivo excluyente de cada
miembro de la Cdmara, a efectos de comparar la posicidén estratégica de cada
pais en ésta y en las otras instituciones comunitarias debemos computar el poder
como si el Parlamento fuese un juego de mayoria ponderada jugado por las 12
naciones. En la Tabla 1 (véase Apéndice) se describe la distribucién de escafios
en términos absolutos y relativos y el indice de Shapley-Shubik para ¢ = 260
~(y también para ¢ = 368; este segundo valor corresponde a la proporcién 54/76
que es la propuesta bédsica de mayoria cualificada presentada en Maastricht para
el Consejo de Ministros y que después valoraremos).

Para ¢ = 260, el poder de los cuatros paises principales y de Espafa es
ligeramente superior a su porcentaje de escafios, mientras que para los paises
intermedios y menores es ligeramente inferior. No hay jugadores nulos ni, ob-
viamente, jugadores con veto, aunque si coaliciones de bloqueo mas o menos
plausibles politicamente, como la formada por tres naciones principales y Di-
namarca, o por dos naciones principales, Espafia y los tres paises con menor
representacién; de todas formas, el minimo margen de votos permitido a tales
coaliciones (exactamente 259) y el alto valor del total T' = 518 las despojan de
todo interés practico. Globalmente, la distribucién de poder en el Parlamento
Europeo no muestra ninguna desviacién notable respecto a la distribucién de
escafios —que por su parte no corresponde excesivamente a las poblaciones de
los paises—.

Al elevar la mayoria a 368 (superior incluso a los 2/3, que es una mayoria
cualificada habitual en otras Cdmaras para cuestiones de gran trascendencia) los
cuatros paises principales, Holanda y Luxemburgo aumentan su poder, mientras
Espaiia y los restantes se ven perjudicados, aunque en ningtin caso sea destacable
la variacién.

El 1ultimo dato que aporta la Tabla 1 es el maximo poder que esperarian
alcanzar los cuatro paises principales y Espana. El maximo poder asequible
para un jugador ¢ en un juego de mayoria ponderada es su poder de veto, que
alcanza en su punto de veto definido por la cuota

¢G=T—w; +1.

En este momento el jugador i comienza a tener veto, lo comparte con los ju-
gadores de peso superior —que lo han alcanzado para un valor anterior de la
mayoria— y su poder es maximo. Las dos primeras condiciones se mantienen
hasta el final —cuando se exige unanimidad— pero el poder del jugador decrece
invariablemente hasta 1/n.

En nuestro caso se observa una apreciable diferencia entre el poder en mayoria
simple y el maximo para los cinco paises. Ademds, para ¢ = 438 los cuatro
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grandes controlarian el 81.80% del poder, y para ¢ = 459 acapararian, con
Espafia, €l 88.90% (cf. el apartado 2.3).

3.2. La Comisién Europea y el Consejo de Ministros

La Comisién Europea es el érgano ejecutivo de la CE, sometido al control
del Parlamento. Aunque se pretende que esté constituida por un Wnico repre-
sentante de cada palis, su composicién actual se refleja en la Tabla 2 (Apéndice),
acompaifiada de la distribucién de poder que daria la mayoria simple, en este
caso ¢ = 9.

Se aprecia un leve sesgo de la distribucién de poder respecto a la de escaiios
en favor de los cinco paises principales. Y sobre todo la imposibilidad de formar
coaliciones de bloqueo al ser " = 17 (impar) y ¢ = ¢o = 1 + int(7/2). Sin
embargo, la Comisién toma sus decisiones por unanimidad o consenso, de forma
que cada pais dispone de veto y el poder de cualquiera es igual a 8.33%.

El Consejo de Ministros estd compuesto por un representante de cada uno de
los Estados que forman la Comunidad. En realidad, la agenda de cada reunién es
homogénea, de forma que son convocados los titulares respectivos de una misma
(o asimilable) cartera ministerial. Puesto que hasta ahora ha venido rigiéndose
por la regla de unanimidad, posturas como la de Gran Bretafia han obstaculizado
numerosas iniclativas tendentes a una mayor integracidn europea.

Por otra parte en el Consejo estan representados de hecho los Gobiernos de
las naciones. Hay homologaciones politicas entre las ideologias y, aunque en
principio son razones de Estado las que disefian la posicién de cada miembro,
no puede desdenarse la influencia del pensamiento politico de un partido en la
forma de entender esas razones de Estado el gobierno al que sustenta.

Con esto concluye la descripcién de las instancias basicas de la CE, que
tomaremos como referencia, y pasamos a considerar las alternativas propuestas
en Maastricht para agilizar el funcionamiento de este Consejo de Ministros.

3.3. El modelo de mayoria cualificada

La propuesta consistia en asignar a cada pais un peso en el Consejo de Mi-
nistros y exigir una mayoria cualificada, a medio camino entre la mayoria simple
—que rige por ejemplo en el Parlamento Europeo— y la unanimidad reque-
rida hasta ahora en el propio Consejo. Una versién mas prudente para el plan
PESC sugeria la aprobacién por unanimidad de la decisién de someter un tema
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a consideracién y, ello supuesto, la aprobacién por mayoria cualificada de la ne-
cesidad o tipo de intervencién. Finalmente, la solucién que se esperaba seria
de compromiso era decidir por unanimidad qué temas admitirian aprobacién
de resoluciones votando por mayoria cualificada. Nuestro analisis mostrard a
continuacién que cualquier mayoria suficientemente alejada de la unanimidad
concederia practicamente idénticas posiciones estratégicas a los distintos paises.

En la Tabla 3 (Apéndice) se muestra la distribucién de pesos y su porcentaje.
Al comparar con la estructura del Parlamento Europeo (Tabla 1) notamos que se
han suprimido minimas diferencias entre Holanda y los siguientes y entre Dina-
marca e Irlanda, pero sobre todo que los cinco primeros paises salen perjudicados
en beneficio de los siete restantes. La tercera columna de la Tabla 3 sefiala la
distribucién de poder bajo mayoria simple, y es notable su aproximacién a la
columna anterior, de forma que también en cuanto a poder la nueva estructura
del Consejo mejora las posiciones de los siete paises menores y debilita las de
los cinco principales con respecto al Parlamento Europeo. Ademads, la represen-
tacién resulta ser normalizada, es decir, pesos distintos tienen también distinto
poder.

Por su parte, la cuarta columna, que corresponde a la verdadera propuesta
del proyecto (¢ = 54) admite los mismos comentarios que la tercera respecto
al Parlamento Europeo en las dos versiones de éste presentadas en la Tabla
1, con mayorias ¢ = 260 (simple) y ¢ = 368 (368/518 = 54/76). En cambio,
comparada con la columna anterior nos da un ligero retroceso de los cuatro
paises dominantes y de Luxemburgo compensado con un también pequeiio efecto
positivo para Espafia y los demds paises.

Completando el analisis de este juego,
(54; 10,10,10,10,8,5,5,5,5,3,3,2]

y designando por a, b, ¢, d, e respectivamente los cinco tipos de jugadores segin
su peso, encontramos 14 modelos de coaliciones vencedoras minimales, que se
describen en la Tabla 4. Hay por otra parte gran cantidad de coaliciones de
bloqueo, por ejemplo cualquiera formada por seis paises, o incluso cualquiera de
cinco que contenga al menos un pais principal o las de cuatro que incluyan al
menos dos paises principales.

Una variante del modelo de mayoria cualificada proponia exigir para la apro-
bacién de una medida los 54 votos junto con la concurrencia de al menos 8 paises
para obtenerlos. Este es un juego simple, cuyos 18 modelos de coaliciones ven-
cedoras minimales se indican en la Tabla 5; entre ellos estan los nueve ultimos
de la tabla anterior y otros nueve que antes eran sélo coaliciones vencedoras y
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ahora son minimales. Todo ello resulta de comparar las colecciones respectivas
W y W’ de coaliciones vencedoras:

W'={SeW/s>8},
de donde (W’)™ coincide con la unién
{Sewm/s>8tu{Su{i}/SeW™, s=7, i€ N -5},

donde s = | 5] es el cardinal de la coalicién variable S. Obviamente hay muchas
mas coaliciones de bloqueo en este juego, ya que a las del anterior se afiaden
como minimo las descritas por los cinco modelos de la Tabla 4 que han dejado
de ser coaliciones vencedoras en la variante.

La distribucién de poder para esta variante se encuentra en lailtima columna
de la Tabla 3, observandose diferencias muy poco importantes con la columna,
anterior: ligera disminucién de los cinco primeros y ligero incremento para los
siete restantes.

Volviendo al modelo original de mayoria cualificada estudiaremos la variacién
de la distribucién de poder al cambiar la mayoria desde su primer valor ¢ = ¢ =
39 hasta la unanimidad ¢ = 76. Los resultados numéricos se dan en las Tablas
6y 7, y las gréficas correspondientes aparecen en las Figuras 1 y 2, todo ello
en el Apéndice, donde asimismo la Figura 3 muestra la grafica total aunque con
incrementos de dos unidades para la cuota: en los tres casos cada curva describe
el poder de un tipo de jugador. El niimero de coaliciones vencedoras minimales
segun la mayoria sigue la tendencia que sugiere esta tabla:

q 39 47 48 56 57 65 66 T4 76
cvimn 363 252 232 104 93 26 20 1 1

y debe tenerse en cuenta que la disminucién conlleva un aumento casi equivalente
de coaliciones de bloqueo, y en particular de jugadores con veto al pasar por los
respectivos puntos de veto.

Hay mds oscilaciones durante la segunda mitad del recorrido (ver Figura
2). El poder méaximo que alcanzarian los cuatro paises principales seria del
16.72%, y el de Espana un 14.70%. Esto confirma, junto con las colurnnas 32
y 42 de la Tabla 3, que no hay variaciones demasiado sorprendentes lejos de la
unanimidad. La peor situacién de Espaiia, en cambio, se halla en el 7.63% justo
antes de alcanzar veto y maximo poder, y justo en el momento en que los cuatro
paises que le preceden alcanzan su propio veto y poder éptimo.
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3.4. Andlisis de alianzas

La regularidad de la distribucién de poder en el modelo de mayoria cualifi-
cada no parece esconder inesperadas variaciones bajo la formacién efectiva de
coaliciones. Sin pretender desarrollar un estudio exhaustivo, destacaremos al-
gunas situaciones elementales para poner de manifiesto la tendencia genérica de
los resultados.

Las Tablas 8a y 8b recogen la distribucidn individualizada de poder bajo
alianzas que en ningln caso alcanzan la mayoria exigida pero en principio han
de mejorar la posicidn estratégica de sus integrantes. Ello es, en efecto, asi.
Las columnas (1)—(5) corresponden a la formacién de coaliciones que podriamos
denominar “motores” de la integracién europea: es destacable para Espana que
seria mejor una coalicién paritaria con Alemania y Francia —columna (3)— que
integrarse a posteriori como tercer socio —columna (4)—.

En general, las naciones no incluidas en la coalicidn que se forma resultan per-
Jjudicadas, excepcién hecha de Luxemburgo en (1), (2), (5), (6) y (7) y Holanda,
Bélgica y Dinamarca —que las alcanza en poder— en (7).

La columna (6) describe la situacién en que los cuatro paises dominantes
se unen, y el resultado no implica ninguna variacién importante respecto a la
posicidn inicial, aunque la coalicién controle el 59.48% del poder. La columna
(7) corresponde a la alianza de los cuatro paises menos fuertes econémicamente,
y su efecto es igualmente leve.

Finalmente, la Tabla 9 presenta el efecto de la fragmentacién que algunas
cuestiones originan en el modelo discutido. La cuestién de la cohesidn social
agrupa solamente a los cuatro paises menos ricos en su favor y al contribuyente
principal, Alemania, y el pals mads critico ante los gastos comunitarios, Gran
Bretafia, en contra. El juego cociente presenta cierta complejidad; los paises
coaligados en uno u otro sentido aumentan su poder —comparando con el po-
der desligado, suma de los poderes de los miembros de la coalicién en el juego
de partida—; los dos paises principales no comprometidos pierden calidad es-
tratégica y los restantes experimentan variaciones insignificantes.

El debate entre los partidarios de convertir la UEO en el 6rgano adecuado
para poner en marcha el plan PESC y los que prefieren seguir otorgando a
la OTAN el papel principal en la Defensa de la Europa comunitaria polariza
radicalmente el modelo, como pone de manifiesto la distribucién de poder. Es
dificil llegar a un acuerdo en estas condiciones, que son consecuencia en parte
de las reglas de votacién y en parte del decidido enfrentamiento entre las dos
posturas. Al declararse neutral, Irlanda pierde todo su poder, y el beneficio
principal se lo llevan los atlantistas.
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Por dltimo, una perspectiva de las ideologias actualmente presentes en el
Consejo nos muestra una situacién de claro predominio de los democristianos
y afines: sin llegar a disponer de la mayoria requerida forman una coalicidn de
bloqueo; el juego entre las tres lineas de pensamiento es de veto radical, ya que
las coaliciones vencedoras minimales son

Democristianos + Conservadores
Democristianos + Socialistas.

3.5. Conclusién

Los resultados de la cumbre de Maastricht son suficientemente conocidos. Se
ha llegado a ciertos acuerdos después de duras negociaciones que han diluido
el contenido de los proyectos. Los europeistas consideran que se ha avanzado,
aunque sea con lalentitud caracteristica de la Comunidad. Gran Bretaha aparece
como el vencedor, al haber conseguido mantener sus condiciones sin cesiones no
deseadas. Espafia, por su parte, ha logrado incluir una idea de cohesién social
en la redaccidn final.

En lo politico, el adelanto en el plan de Seguridad y Defensa comiin ha sido
minimo. La sombra de la OTAN planea todavia con fuerza sobre la Europa
comunitaria. Las decisiones por mayoria cualificada han salido vencidas por
ahora y deberdn esperar tiempos mejores para ser incorporadas al procedimiento.
El estudio que aqui se ha presentado conservara su validez, pero hoy por hoy
la CE sigue rigiéndose por unanimidad o, al menos, consenso. El juego, de
momento, ha terminado.
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APENDICE: TABLAS Y GRAFICAS

Tabla 1

Estructura por naciones del Parlamento Europeo

Pais escafios % esc.  poder poder
g=260 ¢ =368
Alemania 81 15.64 16.59 16.98
Francia 81 15.64 16.59 16.98
Italia 81  15.64 16.59 16.98
Gran Bretana 81 15.64 16.59 16.98
Espaiia 60  11.58 12.62 11.96
Holanda 25 4.83 3.83 3.96
Bélgica 24 4.63 3.83 3.61
Portugal 24 4.63 3.83 3.61
Grecia 24 4.63 3.83 3.61
Dinamarca 16 3.09 2.79 2.38
Irlanda 15 2.90 2.49 1.86
Luxemburgo 6 1.16 0.41 1.05
TOTAL 518
coaliciones vencedoras minimales 167 99

Alemania, Francia, Italia y Gran Bretana:

maximo poder 20.45% en el punto de veto ¢ = 438

Espaiia:

maximo poder 17.78% en el punto de veto ¢ = 459.
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Tabla 2

Comisién Europea

Pais repres. poder si
g=9

Alemania 2 12.07
Francia 2 12.07
Italia 2 12.07
Gran Bretaiia 2 12.07
Espafia 2 12.07
Holanda 1 5.66
Bélgica 1 5.66
Portugal 1 .66
Grecia 1 5.66
Dinamarca 1 5.66
Irlanda 1 5.66
Luxemburgo 1 5.66
TOTAL 17

coaliciones vencedoras minimales 601
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Tabla 3

La modificacidon del Consejo de Ministros

Pais pesoc % peso poder  poder poder(®)

g=39 ¢=54 g=54c>8

Alemania 10 13.16  13.55  13.42 13.01
Francia 10 13.16 1355  13.42 13.01
ltalia 10 13.16 13,55  13.42 13.01
Gran Bretaiia 10 13.16 1355  13.42 13.01
Espaha 8 1053  10.68  11.13 10.88
Holanda 5 6.58 6.31 6.37 6.57
Bélgica 5 6.58 6.31 6.37 6.57
Portugal 5 6.58 6.31 6.37 6.57
Grecia 5 6.58 6.31 6.37 6.57
Dinamarca 3 3.95 3.82 4.26 4.62
Irlanda 3 3.95 3.82 4.26 4.62
Luxemburgo 2 2.63 2.27 1.18 1.59
TOTAL 76

coaliciones vencedoras minimales 363 135 160

(*) mayoria cualificada g = 54 y coaliciones vencedoras con ¢ > 8 jugadores.
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Tabla 4

Coaliciones vencedoras minimales en el juego

[64; 10,10, 10, 10, 8, 5, 5, 5, 5, 3, 3, 2]

da+ b+ 2¢ Ja+ b+ 4c
da+b+c+d 3a+b+43c+d
da+b+c+e Ja+b+3c+e
da+b+2d Ja+b+2c+2d
4a + 3c Ja+ 4c+2d
4da+2c+2d 3a+4c+d+e
da+2c+d+e 20+ b+4c+2d
Tabla 5

Coaliciones vencedoras minimales en la variante

4a+b+ 3¢ 4a + 2¢ + 2d
datb+2c+d da+2c+d+e
4da+b+2c+e 3a+b+4c
da+b4+c+2d Ja+b+3c+d
da+b+c+d+e Ja+b+3c+e
da+b+2d+e Ja+b+2¢+2d
4a + 4c Ja +4c+2d
4a+3c+d Ja+4c+d+e
4da+3c+e 20 +b+4c+2d
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Variacién del poder segiin la mayoria (1% parte)

Tabla 6

Mayorias
76 39 40 41 42 43 44 45 46 47
10 | 13.55 13.78 13.26 13.80 13.58 13.54 13.76 13.22 13.82
10 ] 13.55 13.78 13.26 13.80 13.58 13.54 13.76 13.22 13.82
10 | 13.55 13.78 13.26 13.80 13.58 13.54 13.76 13.22 13.82
10 | 13.55 13.78 13.26 13.80 13.58 13.54 13.76 13.22 13.82
811068 996 11.49 9.90 10.51 10.84 10.02 11.52 9.82
5] 631 641 6.18 6.40 631 631 641 6.17 6.42
5| 631 641 6.18 6.40 6.31 6.31 641 6.17 6.42
5] 631 641 6.18 640 6.31 6.31 641 6.17 6.42
5| 631 641 618 640 631 631 6.41 6.17 6.42
31 382 310 466 311 371 3.93 311 469 3.08
31 382 310 466 311 371 3.93 3.11 469 3.08
2| 227 310 140 311 254 193 3.11 154  3.08
- Mayorias
76 48 49 50 51 52 53 54 55 56
10 ] 13.63 13.55 13.73 13.13 13.84 13.71 1342 13.55 13.01
10 | 13.63 13.55 13.73 13.13 13.84 13.71 13.42 13.55 13.01
10 | 13.63 1355 13.73 13.13 13.84 13.71 1342 13,55 13.01
10 | 13.63 13.55 13.73 13.13 13.84 13.71 13.42 13,55 13.01
811029 11.04 10.14 11.57 9.65 10.01 11.13 10.20 11.64
5| 634 6.27 635 6.15 6.52 6.44 6.37 640 6.08
9| 634 627 635 6.15 652 644 637 640 6.08
51 634 627 635 6.15 652 644 637 640 6.08
5| 634 6.27 6.35 6.15 6.52 644 637 640 6.08
3| 355 407 317 474 297 333 426 333 4.9
31 355 4.07 317 474 297 333 426 333 490
21 272 155 317 183 297 276 118 333 225

123



Variacién del poder segiin la mayoria (22 parte)

Tabla 7

Mayorias
76 57 58 59 60 61 62 63 64 65
10 | 14.30 14.20 13.66 - 13.56 12.98 13:48 1343 12.63 12.63
10 | 14.30 14.20 13.66 13.56 12.98 13.48 13.43 12.63 12.63
10 | 14.30 14.20 13.66 13.56 12.98 13.48 13.43 12.63 12.63
10 | 14.30 14.20 13.66 13.56 1298 13.48 1343 12.63 12.63
81 945 965 11.97 11.06 11.97 9.24 9.39 10.81 9.90
51 622 6.19 6.01 6.14 598 735 730 6.87 6.57
5| 622 6.19 6.01 6.14 598 735 730 6.87 6.57
5] 622 6.19 601 6.14 598 735 730 6.87 6.57
5] 622 6.19 601 6.14 598 735 730 6.87 6.57
31 283 3.03 429 338 475 247 263 535 4.44
31 283 3.03 429 338 475 247 263 535 4.44
21 283 273 076 338 268 247 242 051 444
Mayorias
76 66 67 68 69 70 71 72 73 74
10 | 12.12 16.72 16.72 14.70 14.09 13.94 10.61 10.61  9.09
10 | 12.12 16.72 16.72 14.70 14.09 13.94 10.61 10.61  9.09
10 ] 12.12 16.72 16.72 14.70 14.09 13.94 10.61 10.61  9.09
10 } 12.12 16.72 16.72 14.70 14.09 13.94 10.61 10.61  9.09
811121 763 7.63 14.70 14.09 13.94 10.61 10.61  9.09
5| 626 490 490 470 5.00 4.85 10.61 10.61  9.09
5] 626 490 490 470 5.00 4.85 10.61 10.61  9.09
5| 626 490 490 4.70 5.00 4.85 10.61 10.61 9.09
51 626 490 490 470 5.00 4.85 10.61 10.61  9.09
31 566 197 197 379 318 394 1.52 1.52 9.09
31 566 197 197 3.79 3.18 394 1.52 1.52 9.09
21 394 197 197 0.15 3.18 3.03 152 1.52 0.00
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Tabla 8a

Efectos individuales de algunas alianzas

Pafs (0) (D ) )
Alemania 13.42 (15.28) (16.03) (16.38)
Francia 13.42 (15.28) (16.03) (16.38)
Italia 1342 1246 (16.03) 11.87
Gran Bretafa 13.42  12.46 12.58 11.87
Espafia 11.13  10.16 9.56 (13.84)
Holanda 6.37 6.15 5.40 5.24
Bélgica 6.37 6.15 5.40 5.24
Portugal 637 615  5.40 5.24
Grecia 6.37 6.15 5.40 5.24
Dinamarca 4.26 4.21 3.17 3.89
Irlanda 4.26 4.21 3.17 3.89
Luxemburgo 1.18 1.31 1.83 0.95

(0) estructura original sin formacién de alianzas, ¢ = 54.
(1) Alemania + Francia.
(2) Alemania + Francia + Italia.

(3) Alemania + Francia + Espafa.
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Tabla 8b

Efectos individuales de algunas alianzas

Pals (4) (5) (6) (7)

Alemania (16.75) (14.75) (14.87) 12.10
Francia (16.75) (14.75) (14.87) 12.10
Ttalia 11.87  (14.75) (14.87) 12.10

Gran Bretaiia  11.87 12.50  (14.87) 12.10

Espaia (13.10) (12.55) 9.48  (11.78)
Holanda 5.24 5.36 5.56 6.39
Bélgica 5.24 5.36 5.56 6.39
Portugal 5.24 5.36 5.56 (7.40)
Grecia 5.24 5.36 5.56 (7.40)
Dinamarca 3.89 3.93 3.06 6.39
Irlanda 3.89 3.93 3.06 (4.45)

Luxemburgo 0.95 1.43 2.70 1.39

(4) (Alemania + Francia) + Espaiia.
(5) Alemania + Francia + Italia 4+ Espaiia.
(6) Alemania + Francia + Italia + Gran Bretaia.

(7) Espaiia + Portugal + Grecia + Irlanda.
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Tabla 9

Efectos globales de algunas alianzas

Cuestién : cohesién social peso poder poder desligado
A favor: Espafa, Portugal,

Grecia, Irlanda: 21 30.60 28.13
Predispuestos:  Francia 10 9.88 13.42

Italia 10 9.88 13.42

Bélgica 5 6.55 6.37
Poco dispuestos: Holanda 5 6.55 6.37

Dinamarca 3 6.5 4.26

Luxemburgo 2 1.79 1.18
En contra: Alemania, Gran Bretana: 20 28.21 26.84
Cuestién: UEO/OTAN peso poder poder desligado
UEO: Alemania, Francia, Espaifia,

Bélgica, Grecia, Luxemburgo: 40 50.00 51.89
neutral: - Irlanda 3 0 4.26
OTAN: Italia, Gran Bretafa, Holanda,

Portugal, Dinamarca: 33 50.00 43.84
Cuestion: afinidad ideoldgica peso poder poder desligado

Democristianos: Alemania, Italia

Holanda, Bélgica, Portugal,

Grecia, Irlanda, Luxemburgo: 45 66.67 57.76
Socialistas: Francia, Espaia: 18 16.67 24.55
Conservadores: Gran Bretafia, Dinamarca: 13 16.67 17.68
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ENGLISH SUMMARY::
COOPERATION AND NATIONAL DEFENSE

Francesc Carreras

1. INTRODUCTION

As a remarkable fact of the period between the end of the II World War
and this final decade of the 20th century, there is a growing tendency for indi-
viduals and social groups of diverse sizes and entities, including nations, to find
themselves incorporated in representative organisms, ruled by voting systems.

This increases our interest in descriptive and analytical techniques to study
such systems and, in particular, in methods to measure the distribution of power
among the members of these decision-making structures. Section 2 is devoted
to describing two measures of power, one of them at individual level and the
other in terms of coalition formation, specifying the kind of structures in which
they are defined. We have tried to make the reading easy, focussing on the
significance and scope of the exposed concepts rather than on their mathematical
formulation, which can be found in the references.

The good relationships existing between Spain and all other countries in the
world suggest that an important fraction of our defense policy will basically
develop, at least for some time —which we hope will be for as long as possi-
ble—, within institutions that will take their decisions in a generalized coope-
rative ambient as, e.g., United Nations Organization of the Western European
Union.

Among the proposal formulated to the European Couuncil during the meeting
held at Maastricht (the Netherlands) in December 1991, there was a project to
build a legal framework of actuation for a defense and external relations common
policy concerning all the members of the European Economic Community. In
particular, the project intended to strip countries of their national sovereignty
—entrenched beyond the unanimity rule— by introducing (weighted and) quali-
fied majority decision mechanisms. The ideas discussed in Section 2 are applied
to studying these proposals and their effects in Section 3. The corresponding
tables and figures have been collected in the Appendix.

131



2. DECISION-MAKING BODIES AND MEASURES OF POWER

Concepts and techniques of cooperative game theory are introduced, which
are of interest to represent and analyze mechanisms of collective choice.

2.1. Weighted majority games and simple games

Weighted majority games are the structure most frequently encountered in
the real world. By using the notion of winning coalition, a more flexible struc-
ture, that of simple game, is associated to every weighted majority game which
exactly reflects the player’s strategic positions. Not all simple games are repre-
sentable in this way (see, e.g., the U.S. Congress structure).

2.2. The Shapley-Shubik index of power

This index is, simply, the restriction to simple games of the Shapley value,
which is defined for any cooperative game, it has been axiomatically characte-
rized and is commonly accepted as an evaluation of the game which describes
numerically the players’ strategic strength. When applied to weighted majority
games, a useful theorem on normalized representation is interesting.

2.3. The Security Council of United Nations Organization

This example illustrates both the diaphaneity and the sensibility of the
Shapley-Shubik index. The original structure of the Council, as well as the
modification made in 1966, are studied. The crucial role of the right to veto
awarded to the five permanent members is clearly shown.

2.4. Coalition structures: Owen’s coalitional value

Coalition formation, and hence a valuation of its effects, is the fundamental
problem to be studied in cooperative games. Essentially, we would like to de-
termine the power of each actually formed coalition, say, as a player in the new
situation, the sharing of this power among the members of such a coalition and,
finally, the new power of the remaining players —i.e. those who have not entered
any coalition. Owen’s coalitional value is an elegant generalization of the Sha-
pley value which provides an answer to these questions. It is an excellent tool
that has been successfully applied to the study of several real-world situations.
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3. THE MAASTRICHT PROPOSALS

We sketch the outlines of the ambitious project that Maastricht’s meeting
was expected to turn into a great treatise of political and economic union. We
emphasize, however, on the disagreements that were known to exist between the
twelve about a lot of questions, and also on the highly important metadecision
that was to be taken about the decision procedures that were suggested to replace
the unanimity rule.

3.1. The European Parliament

This house is the only communitary organism that does not use unanimity;
instead, it follows the straight majority rule. To compare its structure with the
projected one for the Council of Ministers we take it as a game among the nations
(as players), disregarding the existing transversal partition into parliamentary
groups formed by ideological affinities or homologations.

3.2. European Comission and the Council of Ministers

These two committees are ruled by unanimity law, exactly as the European
Council is.

3.3. The qualified majority model

After discussing some aspects of the project, two main models are studied,
comparing them with the situation found in the European Parliament and with
each other. There is a large family of blocking coalitions, while, on the other
hand, an analysis of the range of the quota shows that any majority far enough
from unanimity would have given a very stable distribution of power. Hence,
once representativity (absence of null players) and fidelity (adequacy of weights
to power) are guaranteed, it seems that the main objective in designing the
game (using a so very high quota) has been to keep a wide spectrum of blocking
possibilities.

3.4. Analysis of alliances

When illustrating the use of the coalitional value, several feasible alliances
are studied which do not affect the power distribution too much because they
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are not formed by winning coalitions. We consider, moreover, polarizations due
to some basic questions.

3.5. Conclusion
Maastritcht’s results are well known. Once again, unanimity rule wins and,

at the moment, its opponents, the weighted and qualified majority mechanisms,
have been left aside by the European Economic Community.
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SECCIO DOCENT I PROBLEMES

_La introduccié de la nova “SECCIO DOCENT I PROBLEMES?” a la revista
QUESTIIO es fa amb 'objectiu d’incloure una seccié on es publiquen articles de
caire docent, dificilment publicables en revistes de recerca. Alhora es continua
amb I’antiga seccié de problemes. A cada nimero de QUESTIIO s’incloura d’un
a tres problemes i les solucions es donaran en el niimero segient.

Els lectors poden, si ho volen, proposar problemes amb les solucions per-
tinents i enviar-los a QUESTIIO, que fara una seleccié i en publicara els més
adequats, fent la corresponent referéncia a 1’autor.

També seran ben rebudes solucions alternatives a les propostes fetes per
I’autor dels problemes; ’editorial es reservara, pero, el dret a publicar-les.






PROBLEMES PROPOSATS

PROBLEMA N° 47

Sea H(z,y) una funcién de distribucién de probabilidad bivariante con margi-
nales univariantes F(z) = H(x, ), G(y) = H(oo,y). Consideremos la curva de
regresion de la media de Y sobre X:

y = m(z) = E(Y/X = )
que suponemos existe. Se trata de probar las siguientes propiedades:

1) SiX=aX+b,Y =cY +d, con a# 0, entonces la curva

m(z) = E(Y/X =z)

i(z) = c.m (Q“’-lb—)) +d.

a

2) Si mg(x) y mi(x) son las curvas de regresién de la media para dos distri-
buciones bivariantes Hyp, H; con las mismas marginales F, G, entonces la
combinacidn lineal convexa

ma(z) = Amq(z) + (1 — Nymo(z), 0<A<1,

es también curva de regresién de la media para una cierta distribucién
bivariante H) con las mismas marginales F, G.

3) Supongamos ahora que las distribuciones marginales son exponenciales
negativas

F(z) = G(x)

l1—e " z >0,
0 z <0.

Entonces se cumple la siguiente desigualdad

/m[—log(l—t)] dt > (1-=z)log(l —z)+ =z, 0<z<l,
0
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cualquiera que sea la curva de regresién de la media m(z)} de una distri-
bucién bivariante con las mismas marginales F, G.

4) Interpretar geométricamente la desigualdad anterior.

C.M. Cuadras

Universitat de Barcelona

PROBLEMA N° 48

Sean X, X3, X3 variables aleatorias independientes N(0, 1), y sea Z una variable
aleatoria arbitraria. Probar que las variables aleatorias:

U = X1+ 272X,
YT Itz

X1 4 ZXo + 22 X3
Uy

V14 22+ Z4

son de nuevo N(0,1).

José M2 Sarabia

Universidad de Cantabria
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APLICACIO DE L’ANALISI
MULTIVARIANT A UN ESTUDI SOBRE
LES LLENGUES EUROPEES

F. OLIVA, C. BOLANCE i L. DIAZ*

Universitat de Barcelona

Utilitzant una informacid compleza i qualitativa (Uescriptura dels deu
primers nombres) es presenta un métode que permet quantificar ade-
quadament les diferéncies entre catorze llengues europees construint
una matriu de distincies. Per realitzar U'estudi comparatiu s’empren
dues técniques d’andlisi multivariant: Uandlisi de prozimitats (“mul-
tidimensional scaling”) i@ Vandlisi de conglomerats jerarquica (“hie-
rarchical cluster analysis”).

1. INTRODUCCIO

L’estudi que es presenta a continuacié és una comparacié de catorze llengiies
europees a partir d’una informacié facilment accessible perd complexa pel que
fa a la seva quantificacié: escriptura dels deu primers nombres naturals (vegeu
la taula 1). Cal dir ja des d’ara mateix que els autors no pretenen extreure
conclusions rigoroses des d’un punt de vista lingiiistic, siné mostrar com ’analisi
multivariant pot proporcionar eines interessants si préviament s’ha realitzat un
esfor¢ per quantificar la informacid. La utilitzacié dels deu primers nombres es
Justifica perqué sén paraules for¢a representatives 1 que no han experimentat
canvis de significat en el curs de la historia (recordem que solen formar part
indefectiblement de la primera lli¢é dels llibres de text per aprendre una llengua).

Un antecedent d’aquest estudi pot trobar-se a Johnson i Wichern (1988),
on a partir de la informacié esmentada anteriorment construeixen una matriu
de distancies entre onze llengiies i realitzen posteriorment una analisi de conglo-

*Dept. d’Estadistica. Facultat de Biologia. Universitat de Barcelona. Av. Diagonal, 645.
08028 Barcelona.
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Taula 1.

Escriptura dels deu primers nombres de les catorze llengiies considerades en ’estudi. S’ha prescindit dels accents
1 d’altres signes 1 s’han conservat sols els caracters alfabétics. Entre paréntesi figuren les abreviatures que seran
utilitzades en les representacions grafiques.

Alemany Anglés Basc  Castella Catala Danés Finlandés Frances Gallec Holandés Hongarés Italia  Noruec Polonés
(A) _ (An) (Ba) (Cs) (Ca) (Da) (F) __ (Fa) (Ga) (Ho) (Hg (1) (No) (Po)
ein one bat uno u en  yksi un unho een egy uno  en jeden
zwel two bi dos dos to kaksi deux dous twee ketto due to dwa
drei three 1ru tres tres tre  kolme trois tres drie harom tre tre trzy
vier four lau cuatro quatre fire neuna quatre catro vier negy quattrofire cztery
funf five bost <cinco cinc fem viisi cing  cinco vijf ot cinque fem  piec
sechs six tzei  seis sis seks kuusi six seis  zes hat sel seks  szesc
sicben seven tzaspi siete  set syv  seitseman sept sete zeven het sette sju siedem
acht eight txortzi ocho  vuit otte kahdeksan huit oito acht nyolc otto  atte osiem
neun nine beratzinueve nou ni yhdeksan neuf nove negen  kylenc nove ni dziewiec
zehn ten amar diez deu ti kymmenen dix dez  tien tiz diez  ti dziesiec




merats jerarquica que permet observar algunes agrupacions. El métode emprat
per quantificar les diferencies és ben senzill: consideren com a distancia entre
dues llengiies el nombre de paraules que no comencen per la mateixa lletra.
Per exemple, la distancia entre el poloneés i el castella seria de tres, ja que en
tres nombres (“17, “5” 1 “9” ) la lletra inicial és diferent; en canvi, la distancia
entre el castella i I'italia és d’1, ja que sols el “4” no té la primera lletra igual.
Aquest algorisme binari per comparar dues paraules desaprofita bona part de
la informacié disponible i comporta avaluacions poc afortunades: paraules forga
diferents aporten distancia zero, mentre que paraules gairebé idéntiques sén
valorades com a diferéncia u. Un exemple ben esclaridor del que pot passar és el
nombre “4” en catala, castella i polonés (quatre, cuatro ¢ cztery respectivament).
Segons la regla anteriorment descrita, per a aquesta paraula hem de considerar
el catala igual de diferent del castella i del polonés (!7), mentre que el castella i el
polonés “coincideixen” (per un cop no valdra I’acudit que els catalans sembla que
parlem polonés!). Es evident que el métode resulta poc adequat perque valora
com a iguals paraules que només coincideixen en la primera lletra per casualitat
1 com a diferents paraules similars quant a l’escriptura 1 la pronunciacié.

Per tal d’evitar aquest problema es proposa un metode més laborids pero
que permetera considerar tota la informacié per avaluar la diferéncia entre dues
llengiies. S’ha incorporat a P’estudi per raons d’interés evident el catala, el basc 1
el gallec. Un cop obtinguda la matriu d’interdistancies, ’analisi de proximitats o
MDS (multidimensional scaling) sera utilitzada per aconseguir una representacié
adequada en dimensi6 reduida que permeti relacionar les diferents llenglies. Aixi
mateix, s’empraran tres algorismes d’analisi de conglomerats jerarquica i es cons-
truiran els dendrogrames corresponents. Es presentaran i es discutiran diverses
mesures de ’ajust en ambdos casos per valorar la fiabilitat de les representacions
obtingudes.

2. CONSTRUCCIO DE LA MATRIU D’INTERDISTANCIES

La construccié d’una dissimilitud entre dues llengies aprofitant al maxim
possible la informacié proporcionada per la taula 1 no és una tasca facil. Pot
observar-se que s’ha realitzat una primera simplificacié conservant sols les lletres
1 obviant en Pescriptura de les paraules els accents i la resta de signes. El criteri
escollit per calcular la distancia esta basat en el nombre de no coincidéncies quan
es consideren les paraules senceres, perd amb unes normes addicionals que tot
seguit exposem.
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Suposem que volem calcular la dissimilitud entre dues llengiies. Per a cada
un dels deu nombres realitzarem el seglient procés:

1) Utilitzarem si és convenient les regles:

a) L’addicid, delecié o duplicacié d’una lletra és considerada com una di-
feréncia. Per exemple, considerem el “4” en italia i catala. Suprimint
una “t” de la paraula italiana (o bé addicionant una “t” al catala)
aconseguim amb una diferéncia

b) La transposicié entre dues lletres consecutives és considerada com
una diferéncia. Per exemple, el nombre “9” en alemany i castella.
[T N T

Transposant les lletres “e” i “u” en qualsevol de les dues paraules
obtenim

\
fom]
jond
[¢’]
=

2) Superposarem ambdues paraules i cada lletra no coincident sera conside-
rada una diferéncia (per exemple, una per al “4” en italia-catalai dues per
al “9” en alemany-castella).

Sumarem les diferéncies trobades en 1) i 2) (dues i quatre respectivament
en els exemples anteriors). En alguns casos, segons l’ordre i el nombre de
vegades que sén utilitzades les regles, és possible obtenir diferents resultats;
aleshores triarem el cami optim, és a dir, el nombre minim de diferéncies.
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3) Repetirem el procés per a cada un dels nombres i considerarem com a
mesura de dissimilitud entre dues llengiies el nombre mitja de diferéncies
per paraula.

Pot comprovar-se com l’aplicacié de les regles a) i b) permeten reduir el
nombre de diferéncies d’'una manera logica. En efecte, sense la seva utilitzacié
els dos exemples abans presentats tindrien una diferéncia més en cada cas. Un
bon exemple de I’aplicacié completa del procés per a una paraula és el nombre
“7” en finlandés (seitseman) i polonés (siebem):

s sie|mla|n - slile m|a|n -
s e|{m - sjile -
- s|life e{mlal|n
- s|lijelble[m

El nombre de diferéncies és cinc, mentre que hauria estat vuit si la comparacié
fos considerant sols les lletres no coincidents.

Utilitzant aquest métode s’ha construit la matriu de distancies entre les ca-
torze llenglies. El resultat ha estat el segiient (vegeu la taula 1 per al significat
de les abreviatures)

Al[An|Ba|CalelDa|FilFrIGa]Hong| It | No | Po
Al 0.0
An |29 0.0
Ba |45 44 0.0
Ca|34 28 45 0.0
Cs |32 29 46 1.7 0.0
Da|3.0 2.6 43 2.7 3.1 0.0
Fi |58 55 59 57 55 5.9 0.0
Fr {33 32 46 1.3 24 33 59 0.0
Ga|3.2 27 44 1.3 0.7 26 55 23 0.0
Ho |19 25 43 43 32 29 56 3.3 3.3 0.0
Hg|42 3.8 45 40 42 36 56 3.8 4.0 3.7 0.0
It |37 35 46 22 1.7 3.2 6.0 24 15 3.6 45 0.0
No |29 27 43 29 32 03 58 33 2.7 28 3.6 3.3 0.0
Po |45 44 53 44 36 44 56 45 3.8 42 52 42 44 0.0
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3. L’ANALISI DE PROXIMITATS O MDS

Considerem un conjunt finit de n objectes (individus, poblacions, ...} Oy, ...,
O,.. La MDS (multidimensional scaling) és una técnica multivariant d’analisi
de dades que permet trobar una configuracié de n punts en un espai euclidia

- utilitzant com a informacid les proximitats-(similituds o dissimilituds) entre els
n objectes.

Direm que D,xn = (dij) on di; = d(O;, O;) és una matriu de distancies si
compleix les seglients propietats

(a) simetria: dj; = dj; (b) no negativitat: dj; > 0,7 #j (c) diz =0
Si a més compleix les propietats

(e) dij =0 0; = 0 (f) desigualtat triangular: d;; < dix + djp

aleshores D és una matriu de distancies métrica. Si una distancia sols presenta
les tres primeres propietats molts autors 1’anomenen dissimilitud. Finalment
una matriu de distancies D és euclidiana si compleix les cinc propietats i a més
‘és possible trobar una configuracié de punts Pi,..., P, en un espai euclidia amb
coordenades z1, ..., %, € R? tals que

dl-zj = (:E,' - :Bj)’(.'l!,' - :l:j)

En algunes situacions, es disposa de les similituds entre els objectes it no pas
de distancies. Diem que Snxn = (sij) on s;; = s(0;,0;) és una matriu de
similituds si

(a) sij = sjs (b) sij < sii

Es facil perd comprovar que podem obtenir una matriu de dissimilituds a partir
de les similituds mitjan¢ant la transformacio

dij = (sii + 55 — 28i5)"/*

A partir de les dissimilituds o distancies d;;, I'objectiu de la MDS és trobar una
configuracié de n punts Py,..., P, en dimensié k tal que si denominem d;j;,)
la distancia euclidiana entre P; i P;, aleshores D) sigui “semblant” a D. La
dimensié k és desconeguda, perd a la practica es limita generalment a & < 3 per
possibilitar la interpretacié. Es important assenyalar que la soluci6 obtinguda és
invariant quant a translacions, rotacions i reflexions. Hi ha nombrosos metodes
de MDS, perd poden distingir-se dos grans grups:

e métodes meélrics: intenten aconseguir la configuracié de punts P; utilitzant
directament les distancies entre els objectes.
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o metodes no meétrics: lainformacié utilitzada és sols el rang de les n(n—1)/2
distancies entre tots els parells d’objectes

di1j1<di2j2<"'<d m:n(n—l)/?

imjm

Ateés que els rangs no varien per transformacions monotones de les distancies,
la solucié obtinguda serd també invariant-respecte I’expansié o contraccid
uniforme.

En aquest estudi s’ha utilitzat el métode meétric classic que sera breument descrit
a continuacid.

Solucié métrica classica

Sigui D la matrin d’interdistancies entre els n objectes. Considerem les
matrius A 1 B d’ordre n

1
A= (a5), aij= —§dl‘2j B = (b;j), bj=aij—a. —ajta.

on

n n
1 1 1
ai.:——g a;; a; = — a;; a“:'—E aij
né— J T J n? J
J:

i=1 ij=1

O expressat en forma matricial B= HAH on H =I—n"1'11’ és ’anomena-
da matriu centradora de dades d’ordre n. Es compleixen aleshores els segiients
resultats:

a) Si D és lamatriu de distancies euclidianas per a una configuracié de punts
Z = (21,...,2n) Navors b;; = (2;—%)(2z;~%), 1, =1,...,n. Enforma
matricial B = (HZ)(HZ)' i per tant B > 0, és a dir, és semidefinida
positiva (s.d.p.).

b) I alinrevés,si B éss.d.p. derang r < n—1 pot aleshores construir-se una
configuracié de n punts X = (x1,...,2,)’, on x; € R" és la fila i—ésima
de X, tals que d; = (z; — x;)'(x; — ;). L’obtencié de X es immediata
diagonalitzant B. En efecte,

B =TAT = (TAY?)(TAY?Y = XX’

on A = diag (A1,...,A;) és la matriu diagonal de valors propis diferents
de zero A1 > .- > A, > 01 T .és la matriu de vectors propis associats.
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Algunes propietats importants sén:

a) Les columnes de X sén els vectors propis A—normalitzats, és a dir,
mEi)wéi) = A, :1:21-):13(]-) =0,i£j(,j=1,...,r).

b) El centre de gravetat és I’origen de coordenades. Efectivament, B1 =
HAH1 =0 iper tant 1 és vector propi de valor propi 0. Llavors

n

1
T=—) ®;=X'1=
n-<
=1

n r
¢) Es compleix larelacié Zd?j =trD*=2ntr B= Q"Z’\i on D? = DD.
i,j i=1
d) Si volem representar els objectes en un espai de dimensié reduida &, la
maxima resolucid (separacid entre els objectes) serad aconseguida utilitzant
les k primeres coordenades (columnes de X): @®;x) = (x5 ---xix)’, 1 =
1,...,n. La dispersié dels objectes en aquest espai euclidia sera

n k
dej(k) =2ntr Bay=2n) A onBg)=XuXy,

ij i=1

Es a dir, de totes les possibles configuracions Z;(x) dels n objectes en
un espai euclidia de dimensié k, pot demostrar-se que la mesura de dis-
crepancia ¢ = Zi,j(dz?j - (Zz?j(k)) és minima si ;) = @). Aleshores
min¢ = tr (B — B(;)) i la mesura

k

DY tr B tr (B—-B

czzzfl 100 = = 2®) 100 =1 — i (B-Bw) x 100.
2img A tr B tr B

que ens indica el percentatge de dispersié (variabilitat), explicada per les
k primeres coordenades, és maxima.

e) Si la informacié inicial és una matriu de similituds S entre els n objectes,
no és necessari transformar-les a dissimilituds, atés que és facil comprovar
que B=HSH.

Aquesta solucid, generalment coneguda com a métode classic de la MDS, fou
demostrada per Schoenberg (1935) i Richardson (1938) perd ha estat popularit-
zada per Torgerson (1952, 1958), que introdui el terme multidimensional scaling.
Més tard, Gower (1966) ’anomena analisi de coordenades principals i va mostrar
Pestreta connexié amb ’analisi de components principals.
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Que passa pero st la distancia no és euclidiana? En aquest cas B tindra
valors propis negatius i no podem definir en els reals la poténcia A1/2, per tant
no és possible A—normalitzar els vectors propis. Suposem que r(B) =r, A =
diag (A1,..., ) amb p valors propis positius 1 ¢ = r — p valors propis negatius

A 2A>0> A > > A,

Per aconseguir wéi)m(,-) =X (i=1,...,7) les tiltimes ¢ coordenades han de ser
imaginaries. En efecte,

CI}(h):iI/\hIl/zt(h), h=p+1,...,r on i=+v-1

i les coordenades dels objectes serien @; = (zj1,...,2jp, &jp41,. .., 1&5r), J =
1,...,n. Les interdistancies entre els n objectes poden aleshores ser expressades
com
P r
a3 = Z(ﬂfih —zjn)’ - Z (zin — zjn)°
h=1 h=p+1

distancies corresponents a una geometria ortogonal no representable en ’espai
euclidia real (es pot observar que les dispersions dels objectes per a les ¢ ltimes
coordenades representen de fet anti-distancies).

La solucié més senzilla al problema plantejat és considerar sols les p coorde-
nades reals 1 obviar les ¢ imaginaries, la qual cosa implica aproximar la matriu
B per una altra semidefinida positiva de rang inferior B* = B,y = X(p)XEp).
Aquest problema fou estudiat per Eckart i1 Young (1936) en un context general
1 per Mardia (1978) en el context de la MDS, obtenint el segiient resultat:

Si considerem

n
=Y (bij—bij)* = tr (B—B)?
i,j=1
la mesura de la discrepancia entre B i una altra matriu simétrica s.d.p. de rang
inferior B es demostra aleshores que ¥ es minimitza si B = B” i, per tant,

.
miny = tr (B — B*)? = Z A2
i=p+1
Aquest resultat comporta la seglient generalitzacid: si volem aconseguir una
configuraci6 dels objectes en un espai euclidia de dimensidé k& < p Pexpressié 3
sera minimitzada quan B = B(;). Mardia (1978) proposa dues mesures de la

dispersié explicada per la representacié dels objectes en R

k k 2 2
Y k)l tr (B — By
ZrZ:ll/\ l XIOO 02 — _Zrléllxg_')(loo = [1 _ L(—t—B—Z(L—)')—] X 100
2i=1lAi 2iz1 A r

c) =
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La justificaci6é de ¢z (mesura proposada també per Saito (1978)) és evident do-
nada la seva relacié amb ¢, mentre que ¢; és una generalitzacié de la mesura c
presentada anteriorment en el cas que D sigui euclidiana. No obstant aixd, en
I’opinié dels autors d’aquest estudi, ¢; és menys “natural” atés que el denomi-
nador no correspon a cap dispersié global. En efecte

tr B(k)

_ tr (B — Bg,y)+2tr (B” — B)
T tr B+2tr (B* - B) -

tr B+2tr (B* — B)

c1 x 100 = [1 ] x 100

Cal finalment assenyalar que el procediment exposat serd poc aconsellable si
el “pes” dels valors propis negatius és alt o fins 1 tot impossible d’aplicar si k£ > p.
En aquest cas poden emprar-se altres métodes més adequats, com per exemple
la solucié de Mardia (1978), el métode iteratiu lineal i els métodes no meétrics
(el lector interessat pot consultar els capitols sobre el tema de Cuadras (1991),
Dillon i Goldstein (1984), Mardia et al (1979), Seber (1984) o ’obra especifica
sobre el tema de Davison (1983)).

4. L’ANALISI DE CONGLOMERATS JERARQUICA

Donat un conjunt de n objectes =1, ..., 0, dels quals es disposa una infor-
macid quantificable, ’analisi de conglomerats ( cluster analysis) engloba una série
de técniques que tenen com a finalitat 1’agrupacid dels objectes més semblants
(métodes aglomeratius) o bé la formacié de subconjunts a partir del conjunt
inictal (métodes divisius). L’objectiu és classificar els n objectes de manera que,
respecte a la informacié coneguda, siguin el més homogenis possible dins dels
grups i heterogenis entre els grups. Els métodes d’analisi de conglomerats poden
classificar-se també d’acord amb un altre criteri:

e meélodes jerdrquics: estableixen successives fusions o divisions dels objectes
depenent de la seva homogeneitat, formant una estructura de grups jerar-
quitzada. Presenten la particularitat que quan un objecte ha estat assignat
a un grup no és ja possible reconsiderar la seva classificacié. El resultat
obtingut pot ser representat mitjangant un diagrama de dues dimensions
en forma d’arbre anomenat dendrograma.

e métodes no jerdrquics: pretenen aconseguir grups homogenis sense establir
entre ells relacions de jerarquia. Sén técniques que realitzen una particié
del conjunt dels n objectes optimitzant un determinat criteri formal pre-
determinat. En oposicié als métodes jerarquics, un individu inicialment
assignat a un grup pot ser posteriorment reclassificat.
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Figura 1. Representacié de les llengiies emprant les dues primeres coordenades
obtingudes amb la MDS.
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Figura 2. Representacié de les llengiies, exceptuant el ﬁnlandes utlhtzant la
segona, tercera 1 quarta coordenades de la MDS,
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Figura 3. Dendrogrames obtinguts amb I’analisi de conglomerats jerarquica:
a) métode del minim, b) métode del maxim, i ¢) métode UPGMA.
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En aquest estudi lingiiistic s’han utilitzat meétodes jerarquics aglomeratius,
atés que la finalitat és aconseguir una agrupacié successiva de les llengiies euro-
pees per observar les “relacions de parentiu”. Presentem a continuacié una breu
exposicié dels metodes utilitzats.

Sigui D una matriu de dissimilituds entre n objectes. Els métodes d’analisi
de conglomerats jerarquica es basen en algorismes de construccié d’una matriu
de distancies ultramétrica U = (u;5), uij; = u(O;, O;), que sigui el més semblant
possible a D. Perqué una distancia sigui ultrameétrica ha de verificar la seguent
propietat:

ug; < max {uik, Ui}

coneguda com a axioma ultrameétric i que és més restrictiva que la desigualtat
triangular. Com a conseqiiéncia geometrica d’aquesta propietat, tot triangle
definit per les distancies ultramétriques entre tres objectes és isosceles, la qual
cosa pot ser comprovada amb els dendrogrames representats en la figura 3. No
és I’objectiu d’aquesta exposicié aprofundir en aspectes formals i per tant només
citarem que tota distancia ultrameétrica u definida sobre un conjunt finit de n ob-
Jjectes defineix una jerarquia indexada en {O1,...,0,}; aixi mateix, tota jerar-
quia indexada implica una distancia ultrametrica definida entre els n objectes.
Finalment, un dendrograma no és més que la representacié geometrica d’una
jerarquia indexada 1, en conseqiiéncia, d’una distancia ultrameétrica. Aquest
procés pot ser esquematitzat de la seglient manera

Matriu de
distancies
ultramétrica U
Matriu de
dissimilituds E— I «—— Dendrograma
inicial D

Jerarquia
indexada
Hi ha nombrosos algorismes per construir una distancia ultrameétrica ade-

quada (i, per tant, una jerarquia indexada) a partir d’una matriu de dissimilituds
D. S’han emprat en aquest estudi tres dels més frequentment utilitzats:

a) métode del minim, single linkage o nearest-neighbour (Sneath (1957),
Sokal i Sneath (1963), Johnson (1967)): si Cy i Cy sén dos conglomerats o
grups, la distancia entre ells es defineix com la minima distancia observada
entre un membre de C; i un altre de Cy, és a dir,

d(C,)(Cg) = min {di]‘:i €Cy,j€ Cz}
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Mostrarem el procés de fusié amb un exemple senzill. Sigui

1 2 3 4
07 19
70 6 3

D= |} ¢ ¢ 8
9 3 8 0

la matriu d’interdistancies entre quatre objectes 01,0, O3 1 Q4. La fusid
ha de comengar entre O, i O3, ja que sén els objectes més propers (homo-
genis). Els grups sén ara (O, 03), 02 1 O4. Aleshores

d(2)(1,3) = min{dz21,d23} = da3 = 6, d(q)(1,3) = min{dq;, das} = dy3 = 8

1 la matriu resultant és

(1,3) 2
0 6 8
D, = 6 0 3
8 3 0

La unié sera ara entre Oz i Oy 1 es formaran els grups (01, 03) i (02, 04),
amb distancia d(; 3y(2.4) = min {d2(1’3),d4(1,3)} = dy(1,3y = 6. Finalment
unirem els dos conglomerats en un sol conjunt global (01, 02, O3,04). El
resultat ha estat una jerarquia i una distancia ultramétrica definida entre
el objectes

— U=

O =~ O
W OO
00 O Oy ==
O 00 W
(=23 o> W )
W o OO
OO =
OO LD

que permetera la representacié en un dendrograma com el de la figura 2. El
métode del minim és un algorisme espai contractiu: la ultrameétrica asso-
ciada a la classificacié jerarquica tendeix a aproximar els objectes respecte
les dissimilituds inicials.

meétode del maxim, complete linkage o farthest-neighbour (Sokal i Sneath
(1963), McQuitty (1964)): oposat al métode anterior, un cop units els dos
grups més propers Cy 1 Cb, la distancia es defineix per

d(c,)(c2) = max{dij:i € C1, j € Ca}
Es un algorisme espai dilatant: tendeix a allunyar els objectes respecte la

dissimilitud inicial.
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¢) métode UPGMA (Unweighted Pair Group Method Using Arithmetic
Averages) o group average (Sokal i Michener (1958), McQuitty (1964),
Lance i Williams (1966)): la distancia entre C; i Cy és definida en aquest
cas com la mitjana aritmeética de les nyn, distancies entre totes les parelles
d’objectes formades per un element de Cy i un altre de Cy

1
d(cl)(cz) = . Z Z dz'j

i€C1j€C2

Es un algorisime espai conservador i no modifica substancialment les dissi-
milituds inicials.

Algunes altres propietats importants d’aquests métodes sén:

e invariancia mondtona: un algorisme verifica aquesta propietat si no varia
Pestructura jerarquica quan I és substituida per una nova matriu de
dissimilituds D obtinguda mitjan¢ant una transformacié monodtona de D.
Els tres métodes esmentats presenten invariancia monotona.

e no arbitrarietat: si dues o més dissimilituds sén iguals, la classificacié
jerarquica no depén de ordre en qué han estat agrupats els objectes. Dels
tres metodes, sols el del minim garanteix aquesta propietat.

e continuitat: petites pertorbacions en les dissimilituds inicials haurien de
provocar sols petites modificacions en el dendrograma resultant. Novament
sols el metode del minim assegura aquesta propietat.

e no encadenament: ’encadenament es produeix quan diversos conglomerats
s’ajunten rapidament a causa de I’existéncia de pocs individus intermedis.
Aquest és un problema que presenta amb freqliéncia el métode del minim,
perque és espai contractiu.

Finalment, cal considerar alguna mesura de la qualitat de la classificacid,
ja que el procds D —— U provoca una distorsié (excepte si D ja és ul-
tramétrica). Un procediment forga utilitzat consisteix a calcular la correlacié
entre les n(n — 1)/2 parelles dj;,u;;) i rep el nom de “correlacié cofenética”
0 < r, < 1). Introduida per Sokal i Rohlf (1962) i analitzades amb profunditat
les seves propietats per Farris (1969 ), proporciona una mesura de la distorsié:
valors baixos adverteixen d’una forta discrepancia entre les dissimilituds inicials
1 les distancies ultrameétriques, mentre que valors propers a 1 indiquen una evi-
dent estructura jerarquica entre els n objectes. Una altra mesura, proposada
per Jardine 1 Sibson (1968), és el coeficient

e 4
[Zi,j |dij — uijllla]

Aa = [Z” dilj/a] o

O<a<l]l 0<A,<1
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que depén del pardmetre . Una bona classificacié quedara reflectida per un
valor de A, proper a zero. Si escollim oo = 1/2 coincideix amb la popular mesura
de STRESS utilitzada en diversos metodes no metrics de MDS.

5. MESURES DE L’AJUST

En Pexposicié de la técnica classica de la MDS s’han comentat dues mesures
de la dispersid, ¢ i ¢z, explicada en representar els n objectes en R¥; en I’apartat
anterior s’ha parlat de la correlacié cofenética r, 1 del coeficient A, (infinites
mesures depenent del valor de ) com a mesura de la distorsié d’un dendrograma.
Es plantegen aleshores diverses qiiestions: quan aquestes mesures indiquen un
bon ajust? Hi ha altres mesures de ’ajust adequades o que s’hagin de considerar?
Per qué no utilitzar també altres mesures de la distorsié emprades en altres
métodes? Preguntes en efecte interessants, perd que no tenen una facil resposta.

No ha estat pretensié dels autors solucionar aquestes qiiestions, sin6 eviden-
ciar la prudéncia amb la qual han de ser considerades aguestes mesures. Amb
aquesta finalitat s’han emprat, a part de les mesures ja esmentades, els seglients
coeficients:

e El STRESS, proposat per Kruskal (1964) i utilitzat com a coeficient a
minimitzar per diversos programes de MDS no metrica, com per exemple

el KYST (Kruskal et al., 1973)

. 1/2 . 1/2
o [Ziq(dz‘j - flij)z} _ [Zi,j(dij - dijVJ
Ei<j d?j Z” dizj

on (fij seran en el nostre cas les interdistancies en dimensid k per a la MDS
1 les ultrameétriques en les analisis de conglomerats. La utilitzacié com a
mesura d’ajust estd ampliament justificada per la seglient rad: si definim
Perror quadratic de la representacid per una parella d’objectes (O;, O;) com
et = (dij — di;)?, el numerador de S? és aleshores I’error quadratic total.
El terme del denominador “normalitza” S i permet que sigui una mesura
estandarditzada. Poden establir-se dues altres relacions interessants:

a) S pot ser expressat com el quocient de les normes de dos vectors

lid — dli

S=—

lld]]
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on d = (diy,...,din,dss, ... ,don,dsg, ... dps) i d es defineix ana-
logament.
i (D-D)* _uw(B-B) 2w (D* - DD)

tr D? B tr B tr D?

El S—STRESS, plantejat per Takane et al. (1977) i Young i Lewyckyj
(1979), utilitzat en ’algorisme ALSCAL de MDS no meétric

. 1/2
59 = I:Zi<j(di2j - diZj)Z}
Zi<j dz?j)Q

b) S? =

S’observa que la diferéncia consisteix en el fet que les distancies sén elevades
al quadrat. Poden realitzar-se consideracions similars a la mesura anterior

~2 ~
d*—d tr (A — A)2
a) SS = ” 5 ” b) SSZ —_ r ( . )
4|l tr A
ond® = (db,...,d%, d2s, ..., d3,, 2y, ... d2,) i d’ es defineix analoga-

ment.

coeficient d’alienacié K, proposat per Guttman (1968)
K =+1-pu?
on p és 'anomenat coeficient de monotonicitat
Licj dijdi
2 72 172
[Zi(]‘ 43 Y ic; dz'j}

H:

Pot observar-se que y = cosé on ¢ és 'angle format pels vectors d i d i
per tant K = sin ¢. L’ inica diferéncia entre g 1 7, és que en aquest darrer
coeficient les distancies sén centrades. S’acompleix també la relacid:
. - . 2 - . 2
_tr(B-B) tr(DD+D) tr(DD-D")
- - -2
tr B tr D? tr D

K?

Hem trobat per tant les relacions entre tres mesures considerades carac-
teristiques de métodes no meétrics de MDS i que poden ser també adequades
per a métodes métrics i per a I’analisi de conglomerats. Aixi mateix, la
correlacid cofenética pot ser una mesura més a considerar en el cas de la
MDS.
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6. PRESENTACIO I ANALISI DELS RESULTATS

En la taula 2 poden trobar-se els valors propis obtinguts en diagonalitzar
B = HAH i els coeficients ¢; 1 ca. Pot observar-se que el rang de B és
13 i que D no és euclidiana, ja que han aparegut valors propis negatius. No
obstant aixo, si considerem sols les 11 coordenades reals, la distorsié provocada
és practicament negligible. Efectivament, ¢; = 98,1% i ¢o = 99.8%, per tant
podem obviar els valors propis negatius i aproximar B per B™.

Taula 2.
Valors propis obtinguts en diagonalitzar B = HAH i coeficients ¢1 1 ¢o
indicadors de la dispersié explicada (vegeu-ne la definicié en el text).

A c1 Co A c1 co
28,24 27,3 47,0 3,83 95,0 99,4
19,44 46,0 69,3 2,38 97,3 99,7
13,80 59,4 80,5 0,76 98,0 99,8
12,35 71,3 89,5 0,06 98,1 99,8

8,80 79,8 94,0 0 98,1 99,8
7,64 87,2 97,5 -0,06 98,1 99,8
4,24 91,3 98,6 —1,94 100,0 100,0

La figura 1 mostra la representacié MDS en R? obtinguda al considerar les dues
primeres coordenades. La primera coordenada presenta un “pes” considerable,
perd és fonamentalment degut a la clara separacié entre el finlandés 1 la resta
de llengiies. Examinant les mesures d’ajust (vegeu les taules 2, 3 i 4), podem
veure que considerar sols les dues primeres coordenades comporta una elevada
pérdua d’informacid. Atés que la primera coordenada correspon practicament
a la patent separacié del finlandés, hem representat la resta de llengiies en un
diagrama tridimensional on els eixos son la segona, tercera i quarta coordenades.
El significat 1 aportacié de cada una de les coordenades pot sintetitzar-se de la
manera segiient:

e Primera coordenada: separacié indubtable del finlandés com a llengua no
comparable a cap de les altres.

e Segona coordenada: poden observar-se dos grups for¢a evidents. Un grup
. esta constituit pel catala, castella, gallec, francés, italia 1 poloneés; Paltre
és format per la resta de les llengiies exceptuant el finlandées.
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e Tercera coordenada: mostra una clara separacié del polonés enfront del
catald, castella, frances, gallec i italia. Per ’altre costat, basc 1 hongarés es
mantenen properes, perd ja es diferencien clarament de I’alemany, angles,
danés holandés i noruec.

e Quarta coordenada: basc i hongarés sén una a cada extrem i per tant es
fa evident que sén dues llengiies ben diferents.

Taula 3.
Diferents mesures d’ajust calculades per la representacié MDS (k =21k =4) i
els dendrogrames (vegeu la definicié i el significat de cada un dels coeficients en
el text).

MDS k=2 | MDS k=4 | MINIM | MAXIM | UPGMA
¢ 46,0 71,3
¢ 69,3 89,5
S 0426 | 0232 | 0142 | 0311 | 0077
SS 0516 | 0266 | 0221 | 0579 | 0,128
K | 0348 | 0200 | o108 | 0,198 | 0,076
r, 0,851 0,943 0,956 | 0,788 | 0971
Taula 4.

Mesures d’ajust per a la representacié MDS i els dendrogrames adequadament
transformades per permetre la seva comparacié.

MDS &=2 | MDS k=4
1-¢/100| 0540 | 0,287
1-¢,/100| 0307 | 0,105

2 0182 | 0054 | 0020 | 0097 | 0006
o2 | 0266 | 0070 | 0049 | 0335 | 0016
X2 0121 | 0040 | 0012 | 0039 | 0,006

2 0,275 0,111 0,086 0,379 0,057
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L’aplicacié dels tres algorismes d’analisi de conglomerats jerarquica (métode
del mimim, del maxim 1 UPGMA) ha permés construir els dendrogrames repre-
sentats en la figura 3. La correlacié cofenética i les altres mesures discutides
en l'apartat anterior es mostren en la taula 3 i 4. Els resultats obtinguts sén
semblants qualitativament i no difereixen substancialment de les conclusions que
s’han obtingut amb la MDS: un grup format per les llengiies romaniques (ca-
tala, castella, francés, gallec i italid), el grup de llengiies germaniques (alemany,
anglés, danés, holandés i noruec) i quatre llengiies que no poden ser agrupades
(basc, finlandés, hongarés i polonés). Pot observar-se clarament en els dendro-
grames fins 1 tot la divisié entre llengiies germaniques del grup septentrional
(noruec i danés) i del grup occidental (alemany, anglés i holandés). Novament
s’ha fet palés Penigma basc, testimoni viu del passat lingiistic d’occident i que
tradueix la tena¢ adhesié d’una petita comunitat a la seva llengua contra les
fortes pressions exteriors suportades durant més de dos mil-lenis.

Finalment caldria algun comentari respecte les mesures d’ajust. Les princi-
pals conclusions que es poden extreure sén les seglients:

e La primera impressié que produeixen les taules 3 i 4 és una certa sorpresa:
les diferéncies entre les distintes mesures sén molt notables! Pot observar-
se la variacié entre ¢; i ¢, K i7.,S15S. La comparacié alhora de totes les
mesures provoca una certa incomoditat. Quina mesura és més adequada?
Es I'ajust bo o dolent? Com hem mencionat anteriorment no pretenem
respondre aquestes preguntes, siné fer palés el problema amb unes dades
que sén prou evidents. En tot cas, es desprén d’aquests resultats que és
convenient tenir en compte diverses mesures i no pas una de sola.

e De les representacions obtingudes, el dendrograma aconseguit mitjangant
el métode UPGMA és el que més s’ajusta a les dissimilituds inicials. El
métode del maxim i la representacié MDS per k& = 2 presenten unes dis-
crepancies considerables (es poden observar perd les diferéncies entre els
valors de K i r.). L’ajust de S millora substancialment augmentant la
dimensid i considerant les quatre primeres coordenades.

7. CONCLUSIONS

Hem pogut comprovar en aquest estudi com 1’analisi multivariant pot esde-
venir una eina-extraordinariament eficag en una area de recerca aparentment
llunyana dels seus objectius com és el cas d’un estudi linglistic. La quantifi-
caci6 acurada d’una informacid qualitativa bastant reduida (’escriptura dels deu
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primers nombres) ha permés agrupar adequadament catorze llengiies europees,
separant clarament les romaniques de les germaniques septentrionals i orien-
tals. No ha estat ’objectiu obtenir conclusions rigoroses des d’un punt de vista
lingiiistic, siné mostrar una metodologia que s’ha revelat apropiada. Un estudi
més ampli i acurat, incorporant més llengiies i un ventall més ampli de parau-
les, podria probablement aportar resultats encara més interessants. Técniques
semblants poden estendre’s a d’altres estudis com ara ’evolucié historica d’una
llengua o les variacions dialectals. La possibiliat de digitalitzar el so obre un
altre possible camp d’aplicacions més sofisticades perd essencialment fonamen-
tades en métodes similars. No obstant aix0, és el col-lectiu de lingiiistes qui de
ben segur sabra trobar noves i més profitoses aplicacions.
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SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 16. N° 1, 2, 3

PROBLEMA N° 44

a) El modelo lineal correspondiente a este problema es:

(£)-(2)- () 0)(2)

o equivalentemente en forma esquematica:
(l) Yy = X,@ +e

donde y es el vector de observaciones, X la matriz de disefio, 8 = (a, 8)’ el
vector de pardmetros y e = (e1, ez, e3)’ el vector de errores.

Se supone que el vector e sigue una distribucién normal multivariante de
vector de medias E(e) = 0 y matriz de varianzas-covarianzas L, = o2{); es

decir, e ~ N3 (0, Y. = UZQ) .

Puesto que las covarianzas son

cov(e1,ez) = 0.652
cov(er,e3) = 0.20°
cov (eg,e3) = 0.202

concluimos que ey, es y €3 no son estocasticamente independientes.

b) Estimacion de los pardmetros @ y @ por MCO (minimos cuadrados ordina-
rios).

La solucidén minimo-cuadratica del vector de parametros 8 viene dada por
las ecuaciones normales:

X'XB=X'y

cuya solucion es

BMCO = (g) :(XIX)“lX/y

5 _(a)_ (111) i;} <111) ;g _(3.75)
MC - 2 - . =
o F; 135){ 3 135)(® 8.75



¢) Estimacién de o2 y de la matriz de varianzas-covarianzas de B,,., bajo las
hipétesis del modelo lineal bésico.

En el modelo lineal bésico se supone que
e~N(0,Z, =o%I)
es decir, la matriz de varianzas-covarianzas es escalar.

Un estimador insesgado de la varianza o? del modelo lineal basico es:

2
) 5=

siendo R2 la norma al cuadrado del vector de errores minimo-cuadratico, n
es el nimero de observaciones y » es el rango de la matriz de disefio.

n—r

Teniendo en cuenta (1)

y= XB + é y entonces

= Yy-BX'y
s - B _yy-BXy _
n—r 3—-2
10 L1 10
= (10 35 45)[ 35 | —(3.75 8.75)(1 3 5) 35 | =375
45 45

La férmula (2) no nos proporciona una estimacién insesgada de la varianza
c? del modelo propuesto en que la matriz de varianzas-covarianzas de los

errores no es escalar.

Laestimacién de la matriz de varianzas-covarianzas de 3,,, bajo las hipétesis
del modelo lineal basico viene dada por
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At (Buco) = 07(X'X)7 =

1
37.5 1;; 3
5

1

1

1
_ < 54.69 —1406>
- 9

-1

I
Il

—14.06

d) Estimacién de o2 utilizando los errores MCO.

Puesto que
¢ =Pe, siendo P=1I-X(X'X)'X

un proyector (matriz simétrica idempotente), se tiene

E(¢'¢) = E(P'Pe)=

= E (e"Pe) =
tr E (¢'Pe) =
E [tr (¢'Pe)] =
E [ tr Pee'] =
tr P E (ee') =
tr Po?Q =
o? tr PQ

it

de forma que un estimador insesgado de o2 sera:

~f A

(3) 52 e
trPQ
La férmula (3) nos proporciona un estimador insesgado de la varianza del
modelo propuesto con matriz de varianzas-covarianzas de los errores no esca-
lar, pero no es un estimador insesgado de la varianza del modelo lineal basico
con matriz de varianzas-covarianzas de los errores escalar.

Como

PQ = [[-XX'X)y'X]a=

100 11 111 11 111
010})-1(13 135 13 135
001 15 15 |

I



1 06 0.2 0 -0.067 -0.017
06 08 06 | = 0 0.133 0.033
02 06 0.9 0 -0.067 -0.017

la traza de P es:
tr PQ =0.133-0.017=0.116

y el estimador pedido viene dado por

L, e 37.5
= = —— = 323.28
S =uPa T oIe S

e) Estimacién insesgada de la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores
obtenidos en el apartado b).

La solucién minimo-cuadratica (MCO) del vector de pardmetros 3 es
(XIX)—lxly —

(X' X)X (XB +¢) =

B+ (X'X)1X'e

B

I

de donde se obtiene i
B-B=(X'X)"'Xe

La matriz de varianzas-covarianzas de 3 viene dada por

E [(B—B) (B—ﬁ)']

E [(X'X) ' X'ee! X(X'X)™]

0
Il

(X'X)™' X' E (e )X (X'X)™! =
= (X'X)X'IaxX'X)y !t =
= X' X)) X'axX(X'X)7!

y utilizando (3) la estimacién insesgada de esta matriz sera

Gt (Buco) = S(X'X)TIXQX(X'X)7! =
-1
11
111 111

15
1 06 02 1 BV AS -
0.6 0.8 0.6 3 (135) 13 =
0.2 0.6 0.9 5 15

1
1
1

[ 486.492 —93.617

=\ -93.617  30.308
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f) Estimacién de o y 8 por MCG.

El modelo propuesto es
y=XB+e
2

con matriz de varianzas-covarianzas de los errores no escalar, X, = o°w.

Como Q es simétrica y definida positiva, también lo es Q! y por tanto,
existe una matriz cuadrada de orden n, no singular, T" tal que

T =01

La afirmacidn anterior es evidente, pues por la diagonalizacién de la matriz
Q7! se tiene:
Q- =ypy

con V matriz ortogonal (V=1 =)
Q! = ypips)
y haciendo D2V’ = T, resulta:
Q=TT
Si premultiplicamos el modelo propuesto
4) y=XB+e
por T tenemos que:
(5) Ty=TXpB + Te

En (5) se cumple
E(Te)=0

Yre = E [Te(Te)]=

E (Tee'T') =

TE (e )T =

o TQT =
OATT-Y(T)H™ 1T =
(6) = o?]
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Se ha comprobado en (6) que el término de error del modelo transformado
tiene una matriz de varianzas-covarianzas escalar. La aplicacién de MCO a
(5) da lugar a las siguientes ecuciones normales:

(7 X'T'TXB = X'T"Ty
Teniendo en cuenta que 7"T = Q~!, la solucién a este sisterna de ecuaciones
es:

(®) Buce = (X'07'X) T X107y

Esta ultima expresién es el estimador por “minimos cuadrados generalizados”
(MCG), o estimador de Aitken.

Aplicando (8):

) 1 1 0602\ " /11

Buoe = 1 0.6 0.8 0.6 13
0.2 0.6 09 15

11 1 0602 10
(13) 0.6 0.8 0.6 35 ] =
0.2 0.6 0.9 45
_ 1.786
- 8.214
g) Estimacién de 0% y de la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores

B por MCG.

-1

Q>Q>
L =
Cﬂ»—a

6,2 —_ é:\ACGéMCG _
Mca n—r
(y XﬂMCG) (y - XﬂMcG)

n—r

(v = BrucaX') (v = XBuuca) _

n—r

_ 3L2[(10 35 45) — (1.786 8214)(1;;)]'
() () m)-
78.
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Y finalmente, la estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas de 8,,., €s

®<AMCG) = MCG (XQ 1X =
-1

111 0602\ /11
= 78.061 35 06 0.8 0.6 13 -
0.2 0.6 0.9 15

_( 116.534 —22.861
=\ -22.861  7.249

Pedro Sanchez
Universitat de Barcelona
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PROBLEMA N° 45

Llamemos “msc¢” y “mas” a los disefios comparados. Si la poblacién U es de
tamano N = 5 de manera que la variable de interés y, = p, p=1,2,....5. Sea
la muestra de tamafio efectivo fijo n = 2:

V(mas, ¥) = 3/4 para 10 muestras posibles.
SilU; =U ={1,2,3,4,5} o cualquier permutacién circular de ella, V(msc,7) = 1
para 5 muestras posibles, pero si el orden en U fuera U, = {1,4,2,5,3},
V(msc,7) = 3/10 para 5 muestras posibles,
lo cual muestra que la estrategia (mas, §) puede ser menos eficiente que (msc, 7).

En la practica, la reordenacién de las unidades en U se puede basar en el

({98 2 (12

conocimiento de una variable auxiliar “z” fuertemente correlacionada con “y”.

M. Ruiz Espejo
Universidad Complutense de Madrid
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PROBLEMA N° 46
Sea S = {s;; CU:1<1i<j< 2k, s;; muestra sistematica de doble arranque},

1
p(sij) = m siendo ¢ y j niimeros naturales para toda s;; € S.

La media muestral sera

Yij :i‘zyp'

PESi;
Ahora,
(1) V() = E(yi?j -7
2 2
_ 1 1
E(yij) = E (; Z yp) = nZ Z (Z yp) p(sij) =
PES;; 5i;€S \PE€sij
T n? k2k-1) o122 2w =
3;;€S \pE€sijmesi;
1
(2) = mz Zypym card {s;; € S:p,m € s;;}
peEUmMeU
donde
- . v _J 2k—=1 sip=mmébd (2k)
card{sZJGS.p,mESU}_{ 1 sip £ m méd (2h).

Por tanto, de (1) y (2),
V(@) =22 2 Fpmbptm
PEUMEU
donde 1 !
fom = TREE =) card {s;; € S:p,m € s} — ek
Un estimador insesgado de V/(7;;) sera (Ruiz, 1986)

V(yij) = Z Z fpmypymepm/'frpm

peUmMeU
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donde ey, es una variable aleatoria definida

S 1 sip,méE s
PR 0 sip6moé sy,

que verifica E(epm) = Tpm.-
Es inmediato comprobar que mp,, > 0 para todo p,m € U pues

- :{ I/k=n/N  sip=mméd (2k)
" 1/[k(2k = 1)] si p # m méd (2k).

Referencias

Gautschi, W, (1957). “Some remarks on systematic sampling”. Ann. Math.
Statist., 28, 385-394.

Ruiz, M. (1986). “Funciones paramétricas estimables en teoria de muestras”.
Estadist. Espaiola, 28, n 112-113, 69-73.

M. Ruiz Espejo
Universidad Complutense de Madrid
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COMENTARI DE LLIBRE

T.P. Hutchinson and C.D. Lai.

THE ENGINEERING STATISTICIAN’S GUIDE TO CONTINUOUS
BIVARIATE DISTRIBUTIONS

Rumsby Scientific Publishing, Adelaide, XXII 4 346 pp. + 19 tablas.

Estando préxima la celebracién de la conferencia sobre Distribuciones con
Marginales fijas, Medidas doblemente Estocisticas y Operadores de Markov
(Seattle, USA, agosto 1993) , parece oportuno un comentario sobre el libro de
Hutchinson y Lay. Como su titulo indica, lo dice casi todo sobre las distribucio-
nes de probabilidad bivariantes y sus multiples aplicaciones.

En el capitulo 1 se resalta la cantidad de modelos probabilisticos sobre dis-
tribuciones univariantes que han sido bien estudiados, pero que el caso de dos
dimensiones casi se reduce a la distribucién normal bivariante. Seguidamente
se citan algunos ejemplos tempranos con datos que no siguen tal omnipresente
distribucién.

El capitulo 2 introduce las notaciones, las principales funciones (distribucién
H, densidad, caracteristicas, jacobianos, etc.). El capitulo 3 explica los métodos
de construir distribuciones (mixturas, composicién, sumas aleatorias, expansio-
nes, etc.). Desde luego se introduce el caso de independencia y las cotas de
Fréchet, haciendo énfasis que éstas proporcionan maxima correlacién, que equi-
valen a una relacién funcional entre las variables, y se advierte sobre los métodos
“poco elegantes” de construir distribuciones bivariantes.

El capitulo 4 se destina a los modelos de fiabilidad, colas de espera, etc.,
donde las marginales son de tipo exponencial, Weibull o valores extremos. La
distribucién central es la de Marshall-Olkin, que se relaciona con muchas otras
(Cuadras-Augé, Block-Basu, Sarkar, Friday-Patil, etc.), las cuales se pueden ob-
tener de ésta por traslacidn, mixtura, etc. Otras distribuciones con marginales
exponenciales también comentadas son las de Raftery y Downton. Se mencionan
ademas numerosas aplicaciones. El capitulo 5 es una continuacién del anterior,
pero haciendo mayor énfasis en el concepto de dependencia estocastica, sus di-
ferentes versiones y sus interrelaciones e interpretacién geométrica.
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El otro principal método de construir distribuciones bivariantes (modelando
la densidad de Y condicionada a X = ) es el tema del capitulo 6, en el que se
destaca la distribucién de McKay (marginales gamma y condicional beta) y se
citan numerosas aplicaciones (datos sobre la velocidad del viento, lluvias, inun-
daciones). Se hace especial mencién a las contribuciones de Arnold, Castillo y
Galambos. El capitulo 7 estd destinado a la distribucién Pareto bivariante, que
se introduce como una exponencial compuesta con una gamma, algunas gene-
ralizaciones y aplicaciones. Las distribuciones de valores extremos aparecen en
el capitulo 8, empezando con el caso univariante (que se justifica por las dreas
de interés: metereologia, ingenieria). El caso bivariante se estudia centrandose
en la propiedad de que la funcién de distribucién es de valores extremos si las
potencias H” son también distribuciones (obsérvese que esto siempre es cierto
en el caso univariante). El analisis de datos composicionales o estudio de propor-
ciones bivariantes con marginales esencialmente tipo beta, viene en el capitulo
9, que contiene numerosos ejemplos.

De interés fundamental es el capitulo 10, dedicado a las “cépulas”, distri-
buciones bivariantes con marginales uniformes (también se habla de “represen-
tacién uniforme”, “funcién de dependencia”) y a las “cépulas arquimedianas”.
Las cépulas mas estudiadas son la Farlie-Gumbel-Morgenstern, Ali-Mikhail-Haq,
Frank, Plackett y Pareto. Sorprende que esta iltima cépula, que creiamos atri-
buida a Clayton y Qakes (de reconocida importancia en el estudio de datos
de supervivencia) se conecta con la Pareto via representaciéon uniforme. Las
copulas que ademds son arquimedianas (es decir, g(H) = g(F) + g(G), siendo
H la conjunta, F, G las marginales y g una funcién) son interesantes porque
ciertas propiedades pueden estudiarse facilmente a partir de la funcién ¢g. El
estudio mas interesante se debe a Genet-McKay, posteriormente extendido por
Marshall-Olkin. Las cépula de Pareto-Clayton-Oakes, Frank y Ali-Mikhail-Haq
son arquimedianas.

El estudio de la distribucién normal bivariante, la mas importante, nos llega
en el capitulo 11, del que se hace un estudio bastante completo (regresién, simu-
lacién, propiedades estadisticas, truncacién, aplicaciones) no sin antes resaltar
que a veces es cuestionable el ajuste de datos empiricos a esta distribucién. El
siguiente capitulo es una misceldnea de otras distribuciones algo dificil de resu-
mir.

La medida de la correlacién (Pearson, Kendall, Spearman), en relacién con
las diferentes distribuciones, es objeto del capitulo 13. Quizas faltaria en este
capitulo una referencia al resultado de Kimeldorf-Sampson: la cépula inde-
pendencia H(z,y) = zy se puede aproximar arbitrariamente por otra expre-
sando perfecta dependencia entre ambas variables. No se puede distinguir es-
tadisticamente entre ambas cdpulas. Este sorprendente resultado fué generali-
zado por Vitale (cualquier cépula admite esta aproximacién).
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Finalmente, los capitulos 14 y 15 estan destinados a la simulacién de distri-
buciones bivariantes y a ¢émo entender e interpretar los datos bivariantes.

Se trata de una obra recomendable, mas orientada a la consulta que a la
didactica, relacionando muchas distribuciones entre si (la principal baza del li-
bro) y que es una versién mas manejable del libro CONTINUOUS BIVARIATE
DISTRIBUTIONS, EMPHASISING APPLICATIONS (1990) de los mismos au-
tores y misma editorial, con contenido similar pero orientacién mas académica,
¥y que también contiene muchos ejemplos.

C.M. Cuadras
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NOVETATS DE SOFTWARE

La introduccié de la nova seccié de “NOVETATS DE SOFTWARE” a la
revista QUESTIIO es fa amb la finalitat de promoure l'intercanvi d’informacié
relacionada amb programes d’ordinador disponibles, destinats a I'implementacié
de metodologia estadistica, d’informéatica o d’investigacié operativa.

A causa de I'important creixement que ha experimentat darrerament la uti-
litzacid dels ordinadors a totes les arees cientifiques i técniques 1, a les esmentades
més amunt, en particular, hi ha un bon nombre d’investigadors que han desen-
volupat un software propi, ’existéncia del qual és desconeguda, de vegades, per
a molts lectors que el podrien aprofitar. Per aix0, creiem que és convenient i 1itil
fer-lo conéixer mitjangant aquesta revista, amb el benentés que només actuaria
com a mitja de difusid.

Per tal d’uniformitzar la descripcié del software, adjuntem una butlleta que
ha de ser omplenada i tramesa a D’editorial de QUESTIIO.

Amb tota certesa, la vostra col.laboracié sera d’utilitat per a molts lectors
als qui facilitara el treball i que, alhora, podran ajudar els autors del programes
suggerint-los possibles millores.






Nom del programa:
Area/arees d’aplicacié (Estadistica, Sistemes, etc.):
Descripcié del software:
e Llenguatge:
e Ordinador/s:
e Sistema operatiu:
Esta disponible en els suports segiients:
Floppy disk/diskette. Assenyaleu:
Mida: Densitat: una dues cares
Cinta magneética. Assenyaleu:
Mida Densitat Codi
Distribuit per:

Configuracié minima de hardware requerida:

Requereix ’ensinistrament de ’usuari:
Documentacid
Llistat, font disponible:
Grau de desenvolupament:
Es fa servir aquest software normalment?
En cas afirmatiu

des de quan?

a quants locs?

L’autor d’aquest software estd disponible per atendre les preguntes
dels usuaris?



Descripcié del que fa I’esmentat software: (200 paraules aproximadament).

Posibles usuaris:
Camps d’interés:
Nom de I’autor/s:
Institucié:
Adrecga:

Numero de teléfon:



RESUMS EN ANGLES

JOSE A. VILAR and JUAN M. VILAR
Estimation of the Probability density from random sampling.

Let X(t) be a stationary continuous-time processes, from discrete-time samples
X(m),X(72),..., X (), with sampling instants, r;, irregularly spaced or ran-
dom, recursive estimation of the univariate probability density function, f(z),
for process X(t) is studied when the observations satisfy a strong mixing con-
dition. Estimators of the kernel type are considered.

Some asymptotic expressions are obtained for the bias and variance-covariance
and asymptotic normality is proven.

SADAO TOMIZAWA

A simple statistic to test generalized palindromic symmetry model in
a 4 x 4 contingency table.

For a 4 x 4 contingency table, this note gives a simple statistic to test the
goodness-of-fit of the generalized palindromic symetry (GPS) model considered
by McCullagh (1978). Also an asymptotic confidence interval for a parameter
of interest in the GPS model is given. Two sets of unaided vision data are used
as example.

C.M. CUADRAS and J. FORTIANA
Applying distances in statistics.

This paper is a review of the relevance in statistics of some geometrical ideas
based on the concept of distance. Its application to four statistical topics is
presented and discussed: point estimation, testing hypotheses, geometric repre-
sentation of sets and prediction methods.
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LAURA MOTA HERRANZ and MATILDE CELMA GIMENEZ
Methods for Integrity Checking in Deductive Databases.

Integrity checking is a classical problem in field of databases: The first methods
were proposed to simplify static constraint checking in relational databases being
extended to deductive databases later. These method are based on the idea
of evaluating simplified instances of the integrity constraints generated by the
updates induced by the transaction and differ mainly in the strategy used to
instance and simplify the constraints.

In this paper, we classify and analyze the most important methods found in
the literature.

FRANCESC CARRERAS
Cooperation and National Defense.

Concepts and techniques of cooperative game theory are applied to decision pro-
blems concerning national defense policy. Our analysis includes an evaluation
of qualified voting procedures that were submitted to the European Council at
Maastricht (the Netherlands) in December 1991. Implications for Spain’s stra-
tegic position, which would have derived from the inedited operative capability
appointed to the European Community by the political union project, are also
described.
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