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LA REVISTA QUESTIIO A INTERNET

L’Institut d’Estadistica de Catalunya, editor de Qiiestiic, es complau en anunciar
la posada en marxa del seu WEB a la xarxa d’Internet, on hi figura informacié
detallada sobre la naturalesa i continguts de la nostra revista a 1’adreca general
http://www.idescat.es/idescat.htm

Amb aquest nou servei es pretén que la comunitat cientifica i professional vinculada
a la recerca en estadistica i investigacié operativa al nostre pafs, pugui localitzar,
entre d’altres, una amplia recopilacié de la producci6 editorial dels darrers onze anys,
convenientment classificada per ambits complementaris. En efecte, des d’ara pot con-
sultar-se interactivament tant la referenciacié exhaustiva per autors i matéries dels
articles publicats com els sumaris en el seu idioma original i la seva traduccié a
Pangles, si s’escau.

En termes més generals, també es posa a I’abast dels autors, subscriptors i lectors,
aixi com dels organismes patrocinadors i col-laboradors de Qiiestiid, informacions
actualitzades sobre els ambits institucionals i administratius de la revista com els
organs de govern, responsables de seccions, avaluadors i col-laboradors, novetats
editorials, normes 1 etnes per presentar originals o ressenyes per a la insercié d’anuncis,
la venda o la subscripcié ordinaria.

Connectant amb I’adreca http://www.bio.ub.es/estad/personal/cuadras/questiio.htm
es pot consultar ’estat dels articles sotmesos a les seccions «Estadistica», «Investigacié
Operativa» i «Biometria». Complementariament, |’Institut d’Estadistica de Catalunya
també habilita I’adrega electronica questiio@idescat.es per a la correspondéncia amb
la secretaria de Qiiestiid, la tramitacié d’originals, la recepci6 d’iniciatives o suggeri-
ments i, en general, facilitar I’atencid als lectors, col-laboradors i autors potencials.

Amb Ia voluntat d’esdevenir una eina de treball efectiva per a la promocié i millora
de Iestadistica 1 la investigacié operativa en el nostre pafs, els tres organismes patro-
cinadors de Qiiestiid reafirmen ¢l compromis conjunt en la seva difusié per la xarxa
Internet; mitjancant P'actualitzacié constant de referéncies 1 I’ampliacié progressiva
dels seus continguts.

Eduard Bonet, director de Qiiestiic






EDITORIAL

Després del paréntesi de 1’edici6 especial del nimero 3 del volum 21 (1997), aquest
primer nimero del volum 22 (1998) reempren la publicaci6 ordinaria d’articles i altres
textos, amb la preséncia de nou originals repartits entre les quatre seccions tematiques
de la revista. D’altra banda, i d’acord amb el compromis anunciat en el volum 21,
aquesta publicaci6 subsana el retardament d’un quadrimestre que patia Qiiestiio, tot
fent coincidir I’ordre cronologic amb la referéncia temporal de cada nimero de la
revista, encara que cada any s’hagi publicat sempre I'equivalent als tres nimeros de
que consta cada volum.

Cal destacar que el preu de subscripcid de Qiiestiid per enguany es manté per tercer
any consecutiu, en un continuat esfor¢ de contencié de la despesa a carrec dels subs-
criptors. No obstant aixo, per al volum 23 (1999) es preveu un augment proporcional
a I’augment del nombre d’articles, notes i seccions editorials, aixi com, en definitiva,
de les pagines impreses que enregistra la revista des del 1993: en efecte, es pot cons-
tatar que en el quinquenni 1993-97 la mitjana anual d’articles i pagines impreses per
volum se situa en 20 articles i 493 pagines, augmentant sensiblement la del periode
1987-91 (gairebé 16 articles i 344 pagines per volum).

Comentari de les seccions
«Estadistica», «Investigacié Operativa» i «Biometria»

En aquest nimero, les seccions esmentades contenen un total de set articles. Dels
quatre originals de la seccié «Estadistica», I’article «El modelo lineal sin término in-
dependiente y el coeficiente de determinacién. Un estudio Monte-Carlo», de R. Dios,
compara la distribucié i el comportament, mitjangant simulacid, de cinc expressions
diferents del coeficient de determinacid i conclou quines s6n les més adequades. A
continuacid, «Un procedimiento para obtener clusters utilizando la descomposicién
en valores singulares de una matriz. Comparaciones con el biplot y con el modelo
Q-factorial», de J.L. Gonzdlez y M.J. Valderrama, estudia com poder agrupar dades
fent us del biplot 1 I’analisi Q-factorial, comenta la problematica d’aquests métodes, i
proporciona un nou procediment d’agrupacié que es justifica i s’il-lustra amb exem-
ples. De tematica semblant és I’article «;Cudntos clusters hay en una poblacién?»,
de J.I. Prieto, en el qual s’estima el nombre d’agrupacions d’una poblacié, represen-
tada per’una mostra, mitjangant técniques de remostratge, que es compara amb un
altre estimador. Finalment, Iarticle «Una nota sobre el contraste de relaciones de
cointegracion entre indices de precios», d’A. Sansd, M. Artis i J. Surifiach, estudia
el contrast de relacions d’equilibri entre variables econdmiques i indexs de preus.
aportant algunes conclusions sobre la problematica d’alguns plantejaments recents.



La seccid «Investigacié Operativa» inclou dos originals interrelacionats que sén del
mateix autor; J. Castro. Els articles «Implementacién de un algoritmo primal-dual de
orden superior mediante el uso de un método predictor-corrector para programacion
lineal» i «Un algoritmo de punto interior para programacion cuadrética a través de
problemas equivalentes separables» representen, de fet, la continuacié d’un treball
previ del mateix autor i els titols respectius sén suficientment explicatius del seu
contingut.

L’dnic article de la seccié «Biometria», «Modelizacion de la distribucion espacial de
quistes en el estdomago de la marsopa mediante un proceso de Gibbs», de J. Mateu i
F. Montes, mostra com la hipotesi de distribuci6 espacial completa no és consistent
amb les dades i proposa un nou enfocament basat en un procés de Gibbs.

Carles Cuadras, editor executiu

Comentari de la seccié «Estadistica Oficial» i d’altres apartats

La secci6 «Estadistica Oficial» compta amb dues aportacions originals que ja han
estat contextualitzades en nuimeros recents de Qiiestiio. D’una banda, «The Post
Randomisation Method for protecting microdata», de J. Gouweleeuw, P. Kooiman,
L. Willenborg i P.P. de Wolf, és una presentacié dels treballs a Statistics Nether-
lands sobre les técniques d’aleatoritzacié de registres individualizats per preservar
la seva confidencialitat estadistica; el metode PRAM assegura la validesa de les in-
ferencies estadistiques a partir de les dades perturbades, especialment amb variables
categoriques, respecte de les perdues o imprecisions associades a les técniques de data
swapping o bé la recodificacié/supressié de valors individuals. En segon lloc, amb
I’article de C. Planas, «The analysis of seasonality in economic statistics: a survey of
recent developments», es completa la publicacid iniciada en el volum 20 (1996) de
les poneéncies presentades en la sessié organitzada per I’Institut d’Estadistica de Cata-
lunya al COMPSTAT’ 96 sobre recerca recent en 1’estadistica oficial. En aquest darrer
treball, I'autor avalua el tractament del factor estacional i I’extraccié de tendeéncies
que facilita I’aplicacié mixta del metode X12-RegARIMA i la metodologia SEATS-
TRAMO, aproximacié promoguda recentment per 1’Oficina estadistica de la Unié
Europea (Eurostat) en el cas de series econdmiques amb comportaments no lineals
i/o components cicliques.

A continuacid, la «Seccid docent i problemes» continua amb la presentacié successiva
de nous enunciats 1 la resolucié dels problemes publicats immediatament anteriors al
present nimero. Per la seva banda, «Novetats de software» reapareix, en aquesta
ocasid, amb una extensa presentacié de la darrera versié sota Windows del conegut
sistema estadistic d’exploracié multivariant de grans taules de dades SPAD. La recen-



si6 de T. Aluja, un dels principals coneixedors i impulsors del programa en el nostre

. pais, permet copsar la poténcia dels moduls i les utilitats que incorpora la versi6 v3.2,
inspirada en Pestratégia de I’analisi de dades propia de I’escolafrancesa i els avengos
informatics en el context del data mining.

Finalment, I’apartat dedicat a «Cursos 1 congressos d’estadistica» reprodueix una
presentacié del TES Institute-Training for European Statisticians, que actualitza la
informacié publicada en el ndmero 3 del volum 21 (1997), tant des del punt de vista
institucional com pel que fa a la ressenya de cursos i seminaris del Core Programine
1997-98 previstos a partir de I’abril i d’altres activitats formatives que també patrocina
Eurostat en el decurs del 1988. D’aquesta manera, s’amplia la col-laboraci6 iniciada
amb Qiiestiid en la redifusié d’accions comunitaries en el camp de ’estadistica oficial.
També s’anuncia la XIII Conference of the International Association for Statistical
Computing —COMPSTAT 98— (Bristol, 24-28 d’agost 1998), amb la presentacio
del seu programa preliminar i les dades per a la inscripcié al mateix.

Enric Ripoll, editor executiu
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EL MODELO LINEAL SIN TERMINO
INDEPENDIENTE Y EL COEFICIENTE DE
DETERMINACION. UN ESTUDIO MONTE CARLO

RAFAELA DIOS PALOMARES”
Universidad de Cérdoba

En el presente trabajo se analiza y compara mediante un experimento
Monte Carlo el comportamiento de cinco expresiones para el Coeficien-
te de Determinacion cuando el modelo lineal se especifica sin término in-
dependiente. Se ensayan distintos valores del pardmetro poblacional P?,
que mide la proporcion de varianza explicada por el modelo, introducien-
do también la multicolinealidad como factor de variacion en el disefio. Se
confirma el coeficiente propuesto por Heijmans y Neudecker (1987) y el de
Barten (1987), como idéneos para medir la bondad del modelo.

The linear model without a constant term and the coefficient of deter-
mination. A Monte Carlo study.
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lineal sin término independiente, método Monte Carlo.
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1. INTRODUCCION

La econometrfa empirica tiene como objetivo fundamental llegar a la estimacién de
un modelo econométrico que represente el comportamiento conjunto de las varia-
bles econémicas objeto de estudio. Dicha estimacién debe ser contrastada tanto para
verificar el acierto en la previa especificacién del modelo, como para admitir el cum-
plimiento de las hipdtesis supuestas al mismo. Posteriormente se utiliza el modelo
con fines predictivos y/o para analizar los pardmetros estructurales.

Es de vital importancia, por tanto, lo que se denomina andlisis de la bondad del
modelo, siendo éste un tema que se puede analizar desde varios puntos de vista.
Dependiendo de que los fines del estudio sean predictivos o estructurales, se enfoca
de distinta forma el criterio «bondad». En el primer caso, serd primordial la medida
de la capacidad predictiva, siendo de escasa importancia la identificacién de cada
pardmetro estructural.! En el segundo caso, sin embargo, un modelo serd tanto mejor
cuanto mds precisa sea la estimacion de dichos parametros. La problemadtica inherente
a todo trabajo econométrico tiene su base en el hecho del desconocimiento de lo que
se denomina el Proceso Generador de los Datos (P.G.D.). Por tanto, en general, el
modelo estimado serd tanto méds «bueno» cuando mejor capte dicho proceso.

Esta circunstancia da lugar a que el analista tenga que decidir la utilizacién de un
modelo estimado, en base a la aplicacién de ciertos criterios de bondad que, por
supuesto, llevan implicita cierta probabilidad de error en la decisién. Es también
muy frecuente, debido al desconocimiento del P.G.D., que se plantee la eleccién entre
varios modelos que se podrian admitir como buenos, porque representen posibles
especificaciones alternativas aceptables.

La gran importancia del tema de la seleccién y aceptacion del mejor modelo ha dado
lugar al desarrollo de numerosas investigaciones, cuyos resultados se plasman en el
establecimiento de distintos criterios de bondad.

El criterio mds usado como estadistico de bondad de ajuste es el denominado Coe-
ficiente de Determinacién Miiltiple, sobre el que se pueden encontrar abundantes
trabajos. En Kendall (1960), qued6 patente el caricter de «evergreen»? de dicho
coeficiente, que se sigue manteniendo como tema recurrente en Estadistica y Econo-
metria.

Un indicador relacionado con el /coeﬁciente de determinacion es el Cp de Mallows,
que puede verse en los trabajos de Gorman y Toman (1966), y Malow (1973).

'En presencia de multicolinealidad exacta, la estimacién de funciones de pardmetros estructurales no
afecta ni impide la prediccién.

2 . . . . .

“Es un coeficiente cuyo caracter relativo lo convierte en tema siempre abierto al debate.



Para evaluar la capacidad predictiva, Theil (1961) planteé el estadistico U cuya des-
composicion detecta el origen de la discrepancia entre las series observada y pre-
dicha.

Otros criterios desarrollados posteriormente buscan encontrar un equilibrio entre la
simplicidad del modelo y la bondad de ajuste. La base de los mismos estd en mi-
nimizar la suma de cuadrados del error de prediccién o minimizar los valores de la
funcién de verosimilitud; planteados como una funcién del Error Cuadrético Medio
y del nimero de pardmetros, cabe sefialar los siguientes: Criterio de Informacion de
Akaike (AIC) (Akaike,1974), Error de Prediccion Finito (FPE) (Akaike,1970), HQ
(Hannan and Quinn, 1979), Schawarz (1978), Shibata (1981).

La aplicacién de los criterios comentados, que se pueden ver en Judje et al. (1985)y
Maddala (1988), tiene mds sentido en el ambito de decidir ante varios modelos que
para determinar la bondad de un modelo en términos absolutos. Con este objetivo, se
han seguido desarrollando métodos de seleccidn, tanto para modelos anidados como
no anidados, donde se penaliza la complejidad en pro de la «parsimonia».

Las ultimas metodologias econométricas, sobre todo para series de tiempo, estudian
lo que se denomina «encompassing» de modelos econométricos (Ver Mizon (1984) o
Mizon and Richard (1986)), para determinar si un modelo «incluye» o «domina» a
otro, tanto desde el punto de vista de la varianza del error, como de la prediccién. En
esta linea tienen relevancia el test J propuesto por Davidson and Mackinnon (1981)
y los introducidos por Chong and Hendry (1986) y desarrollados por Ericsson (1989)
y Clements and Hendry (1991).

Sin embargo, llama la atencién la lentitud con que la mayoria de los programas
econométricos existentes en el mercado estdn incorporando estos criterios, que por
otra parte considero de gran utilidad en el desarrollo del trabajo en Econometria
Empirica.

Hay que reconocer asimismo que, a pesar de que se sigue investigando en andlisis de
bondad y seleccion de modelos, el protagonista, y siempre presente en todo trabajo
econométrico que incluya la estimacidn y contrastacién del modelo, es el Coeficiente
de Determinacion en su versién original y Ajustado.

Ambos coeficientes son de fécil interpretacién desde el punto de vista del grado de
explicacién del modelo, al estar definidos entre 0 y 1. Ademads, el Coeficiente de
Determinacién Ajustado incorpora una correccién en funcién del ndmero de variables
explicativas y el tamafio de la muestra, que permite establecer comparaciones entre
distintos modelos. Koerts y Abrahamse (1969) obtuvieron la funcién de distribucién
de dicho coeficiente y, posteriormente, Smith (1973) y Ebberler (1975) completaron
los resultados obtenidos por los primeros autores, en el dmbito de establecer proba-



bilidades desde el punto de vista comparativo entre los coeficientes calculados para
varios modelos alternativos.

Hay que considerar, sin embargo, que el Coeficiente de Determinacién, tal como
se define para el modelo lineal general, no cumple las mismas propiedades cuando
se aplica al modelo lineal sin término independiente, ya que puede tomar valores
inferiores a cero. Es por esta circunstancia que diversos investigadores han aconsejado
Coeficientes de Determinacién alternativos, cuya idoneidad en el andlisis de la bondad
del modelo no ha sido extensivamente analizada en pequefias muestras.

En adicién, estd claro que se siguen realizando muchos trabajos en Econometria
aplicada, sin prestar la debida atencién al hecho de que el modelo sin término inde-
pendiente requiere un tratamiento especifico, en lo que al célculo y la interpretacion
del Coeficiente de Determinacidn se refiere, y esta negligencia puede provocar errores
importantes en la toma de decisiones.

Por este motivo, he considerado de gran interés estudiar la repercusion que puede tener
el uso de las distintas formas propuestas para el Coeficiente de Determinacion en el
modelo lineal sin término independiente. Para ello se ha disefiado un experimento
Monte Carlo que permite calcular las distribuciones empiricas de dichos coeficientes
y establecer medidas que nos lleven a definir su comportamiento en relacién con el
andlisis de la bondad del modelo.

2. ASPECTOS TEORICOS

La medida de bondad de ajuste mds usada en el trabajo aplicado es el Coeficiente de
Determinacién Miiltiple, denominado R%. Se especifica el modelo uniecuacional

(1) y=Xy+u

donde X contiene una columna de unos y las observaciones de k — 1 variables expli-
cativas con
E(u'u) = 61>

Para este modelo, el estimador minimocuadratico serd ¥ = (X' X)~' X'y, de modo que
podemos escribir

) y=Xy+a=9+a

*Cuando E(u'u) = 0*W, con W # Ir, o cuando estimamos un sistema de ecuaciones aparentemente no
relacionadas, la definicién de un R? o un estadistico apropiado de bondad de ajuste no es obvia (Judje er
al, 1985)



Zy .
-, y1 t
T y la matriz

A=1—(1/T)11 =1-1{1"¥)~'1’; que multiplicada por cualquier matriz transforma
sus columnas en valores desviados con respecto a la media de esa columna.

Se define el vector 1= (1,1,1,...,1), la media muestral de y, y =

De ese modo, Ay = (y—15) y
3 YAy=yAg+aa+2y1a

donde se ha aplicado X' = X'(y — X¥) = 0. Si ademds, el modelo tiene un término
independiente, se cumple 1’ = 0, es decir, que la suma de los residuos se anula y la
expresion (3) se puede expresar como

S yAy=VA9+4d i

El Coeficiente de Determinacion se define mediante la expresion

A A

uu

RP=1-
®) YAy

y debido a la descomposicidn en (4), estd siempre comprendido entre 0 y uno, y se
interpreta como el tanto por uno de la variacién de y explicada por el modelo.

Ademds, R? es igual al cuadrado del coeficiente de correlacién de Pearson entre la
variable endogena, y, y la estimada, y. Se entiende, por tanto, como una medida de la
capacidad predictiva del modelo, y podemos decir que la expresion (5), en el modelo
lineal general, coincide con la siguiente

! A2
© VAN A

Tiene especial interés la relacién entre el R? y la prueba F de significacién global del
modelo, donde se contrasta la hipétesis nula de que todos los parametros, a excepcion
del término independiente, son cero.

Dicha relacién es la siguiente:

o _ RYT -k
@ P -

La aceptacion de la hipdtesis nula implica que ninguna variable explicativa influye
sobre y.

Debido a que la adicién de una variable explicativa siempre aumenta el valor de R?,
se usa con frecuencia un coeficiente alternativo que recibe el nombre de Coeficiente



de Determinacion Ajustado, cuya expresion es la siguiente:

Ry EO/NT—k)
® K== aye=n

que disminuye al afiadir una variable irrelevante al modelo.

Llegados a este punto, vamos a analizar el Coeficiente de Determinacién como medida
de bondad de ajuste desde un punto de vista tedrico y desde la perspectiva poblacional.

Descomponiendo la matriz X del modo:
€) X=(1,2),

el vector de pardmetros queda igualmente descompuesto como:

(10) = (‘g)

donde o es el término independiente y B el subvector que contiene los k — 1 pardmetros
restantes. Asi, el vector de estimadores quedara descompuesto de forma que el esti-
mador de B sera:

(11) b= (ZA2)"'Z Ay.
Si se parte de que (X’ X) es una matriz de rango completo, también lo serd el producto
matricial (Z'AZ), y por tanto lo es M = (1/T)Z'AZ.

Se deduce facilmente la existencia del limite en probabilidad de M, que denominare-
mos M, y expresamos como My = plim M = limM cuando T — . Igualmente se
demuestra que es no singular.

En el modelo con término independiente se puede aplicar la expresién Ad = i para
expresar la descomposicion (4) del modo:

(12) YAY=VZ AZb+20AZb+ 0 Ad=bZ AZb+1ii

!

Si ademis se define m = % y’ se puede expresar (5) como:

f 7!
(13) g2 = UZAZD Z,:Zb
YAy
Yy como
f
(14) R2.—_be.
m



h
(15) RRP=1-=
m

Analizando la descomposicién (13), se puede considerar el término {b'Z'AZ b) como
la parte explicada de la variacién muestral de la variable endégena y el Coeficiente
de Determinacién como la fraccién de la misma que explica el modelo.

Si se enfoca desde el punto de vista poblacional, y siguiendo a Cramer (1984) y a
Barten (1987), se puede deducir el valor al que converge en probabilidad la variable
aleatoria R2, cuando T — oo.

Se puede demostrar que:
(16) plimb'Mb = PB'M.B
(17) plimm = plim b’ Mb+plim h =B’ M; B+ o>

Por tanto, aplicando la definicién (15), el limite en probabilidad del Coeficiente de
Determinacién sera:

: BM.B 2
18 lim R = —— P
1% P = BM B+ o

Teniendo en cuenta que los regresores no son estocdsticos y que son controlados por el
investigador, My, se puede considerar como una caracteristica poblacional. Por tanto,
P? puede ser enfocado como la fraccién de la varianza poblacional de la variable
enddgena que es explicada por la variacién de las variables explicativas.

Analizando a continuacion las particularidades de los desarrollos anteriores en el caso
de que el modelo no tenga término independiente, se especifica (1) con la restriccién
o = 0, quedando del modo:

(19) y=ZB+u

El estimador minimocuadrdtico de [, serd 6ptimo, y se expresa como:
(20) , b=(Z'2)"'Zy

y el vector de residuos correspondiente a (20) y (21), ser:

2n i=y—-2b

En este caso, sin embargo, hay que tener en cuenta que aunque se cumple que Z' & = 0,
no se cumple siempre que la suma de los residuos se anule (1'4 = 0), aunque se
demuestre facilmente que plim # = 0, siendo # la media aritmética de .



Si se analiza ademds la descomposicidn (13), se ve que la variacién de y alrededor
de su media serd:

(22) YAy=bZ AZb+id' - T(2a7 b+7)
y por tanto,
(23) m=b'Mb+ (1/T)d i— (237 b+ ),

con lo que no es dificil verificar que:
(24) plim m = B' M, B+ 067,
es la misma expresién deducida en (18), para el modelo con término independiente.

Queda patente de este modo que se puede admitir el valor de P? como el limite al
que deberfa tender cualquier medida de bondad de ajuste que se plantea. Basado en
estos resultados, Barten (1987) propone las siguientes condiciones como deseables a
cumplir por el Coeficiente de Determinacién en todos los casos:

a) plim R? = P?,
b) 0<R*LI,
¢c) Sib=0,R*=0,
d Sii=0R*=1.

(25)

Ya que el objetivo propuesto es analizar la bondad de ajuste en el modelo lineal sin
término independiente, el primer paso serd estudiar el comportamiento del R? definido
en (5) y que, por supuesto, cumple las condiciones (26) en el modelo completo.

En primer lugar, cabe decir que no coincide con el cuadrado del coeficiente de co-
rrelacion entre la y y la ¥ estimada, ni se relaciona con la prueba F como se vio en

.

En segundo lugar, tampoco se obtiene el mismo resultado con (5) y con (15), ya que
no se cumple la expresion (13).

En cuanto a las condiciones (26), hay que decir que sélo se cumplen a y d, ya que
si b =0, no necesariamente R*> = 0, pudiendo tomar valores negativos, de modo que
estd definido entre —eo y 1.

Por este motivo, queda claro que no es el coeficiente idéneo para medir la bondad
de ajuste en el caso que nos ocupa, sobre todo en términos comparativos, ya que
se pierde ademds el sentido de ser el tanto por uno de la varianza explicada por el
modelo.



3. ALTERNATIVAS PROPUESTAS

Debido a la particularidad expuesta del modelo sin término independiente, se han
propuesto diversas alternativas al Coeficiénte de Determinacién definido en (5), que
pasamos a comentar.

Judje et al. (1985) ofrecen dos formas para R? que consideran razonables. La primera
es la medida de la variacidén de y alrededor de 0 y no con respecto a su media,
aludiendo a que si es razonable especificar un modelo sin constante, también lo es
esta medida. Ademds, hay que tener en cuenta el hecho de que si bien, como hemos
visto, no se cumple la expresién (13), si se cumple en cambio

(26) Yy=399+a'a,

por lo que R? puede ser definido como:

27 R*=1-—

Esta definicion tiene, ademds, correspondencia con la prueba F de significacién global
del modelo sin término independiente, ya que el estadistico se calcula mediante:

_ Sk
Aa/(T —k)
y la relacién seria:
R* (T —k)
28 F=
(28) (1-R?) &k

La segunda opcidn aconsejada por dichos autores es el cuadrado del coeficiente de
correlacion entre la variable y observada y la § estimada, que ya introdujimos en la
expresion (6), y que en este caso no coincide con (5) ni tampoco con (28). Se presenta
como una buena medida de la capacidad predictiva del modelo.

Al analizar la bondad de ajuste del modelo, Drymes (1984) plantea como «necesario»
calcular el Coeficiente de Determinacién usando la formula (28) y propone asimismo
el cdlculo del Coeficiente de Determinacion Ajustado como:

29 ﬁ?‘: 1 _M__k)
9 y'y/T

En dicho andlisis llama la atencién sobre la precaucién de no trabajar por error con
datos desviados con respecto a la media, ya que los resultados no coinciden con los
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de los datos sin desviar (como en el modelo completo) y dicho tratamiento carece de
sentido.

Por otro lado, en Greene (1993) se advierte también del problema inherente al célculo
del Coeficiente de Determinacién (5) y se comenta que la alternativa

R2 _ blzly
YAy

resulta igualmente problemdtica ya que puede tomar valores superiores a 1.

En Ramanathan (1992 y 1993) se comenta que aunque algunos paquetes informaticos
calculan el R? (28), hay que tener en cuenta que dicho coeficiente no es comparable
con el de (5), al no tener el mismo denominador. En ambos textos se propone como
coeficiente ajustado la expresion:

Ez _ \72Tr(ﬁ)

G0 T

Ramanathan (1993), también considera buena medida el coeficiente de determinacién
que relaciona la y observada y estimada, definido en (6).

Para hacer comparaciones entre modelos con y sin término independiente, Ramanathan
(1992), recomienda usar (5), a pesar de que puede tomar valores negativos. Llama la
atencion también sobre el hecho de que no todos los paquetes econométricos calculan
el Coeficiente de Determinacién mediante la misma férmula, por lo que conviene
conocer dicha férmula en cada caso, con el fin de poder interpretar los resultados.

Heijmans and Neudecker (1987) estudian las propiedades asintéticas del coeficiente
que hemos definido en (6) y lo plantean como idéneo en todos los casos, demostrando
que su limite en probabilidad es P?, y que en el modelo completo este coeficiente
coincide con el de (5).

Por dltimo, Barten (1987) dedica su trabajo al tema que nos ocupa, y analiza el
comportamiento de algunas férmulas propuestas para el Coeficiente de Determinacion
en el modelo sin término independiente.

Con respecto al coeficiente (28), que es uno de los mas aconsejados en la bibliografia
y calculado en varios paquetes econométricos, hay que decir que falla en la condicién
a, ya que su limite en probabilidad resulta superior a P2.

Barten (1987) concluye que el que ofrece mejores resultados es el siguiente:

R — (YAY)

3] __ WAy
(3D (AP +ada
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demostrando que cumple todas las condiciones (26), que hemos planteado como de-
seables para cualquier medida de bondad del modelo.

4. TRATAMIENTO EN PAQUETES ECONOMETRICOS

Se comenta a continuacidn el tratamiento que se hace sobre la bondad del modelo,
en los paquetes econométricos mis usados en la actualidad y que he tenido ocasién
de revisar.

Llama la atencién el hecho de que el paquete TSP 4.2 A (1991) para micro, asi como
el (TSP 7.03 (1990) y la nueva version para Windows denominada EVIEWS (1994),
no efectian ningun cdlculo especifico para el modelo sin término independiente, apor-
tando la misma salida de resultados y ofreciendo por tanto sélo los coeficientes (5),

y el (7).

Sin embargo, el programa TSP 4.1 (1987) aplica para todos los casos el coeficiente
definido en (6), que como vimos, mide el cuadrado de la correlacién entre la variable
y y la estimada por el modelo.

Otros paquetes como el PCGIVE 6.01 (1988) y el BMDP, en todas sus versiones,
incluso la versién 7.0 (1993) para micro y el BMDP New System 1.1 (1994) para
Windows, distinguen el caso en que no se estima el término independiente y aplican
la térmula (28).

El STATGRAPHICS 6.0 (1994) y el STATISTICA for Windows (1993) calculan,
ademds de (28), el Coeficiente de Determinacién Ajustado que vimos en (30).

En cambio, el RATS 4.0 (1992) y el SHAZAM 6.2 (1990) dan una informacién
completa al aportar no sélo el coeficiente (28) sino tambien el (5) y el (7).

Con respecto a los demads criterios de bondad comentados en Ia introduccién, cabe
resaltar que son el PCGIVE, RATS y SHAZAM, los més completos en proporcionar
dichas medidas.

5. DISENO Y METODOLOGIA

El objetivo de la investigaciéon que se ha realizado es, como ya se comentd en la
introduccidn, el andlisis individual y comparativo del comportamiento del Coeficiente
de Determinacién calculado, segin las definiciones mds aconsejadas para el estudio
de la bondad del modelo lineal sin término independiente. Teniendo en cuenta que



el coeficiente (5) no es idéneo, resulta de gran interés estudiar cuales de las férmulas
propuestas tendran propiedades ptimas en pequefias muestras.

Como se vio en el apartado 2, una de las condiciones (26) obliga a que el limite en
probabilidad de R? coincida con el valor PZ, que se puede considerar la porcién de la
varianza poblacional explicada por el modelo. En base a esto, la distribucion muestral
del Coeficiente de Determinacién debe reflejar del mejor modo posible dicho valor
P2

El planteamiento se ha basado en el establecimiento previo del Proceso Generador de
Datos y la comprobacidn posterior del acoplamiento encontrado entre la distribucion
muestral de cada estadistico y el valor poblacional (P?) con que se ha generado la
muestra. Para ello se ha disefiado un experimento de simulacién Monte Carlo (Hendry,
1984), cuyas particularidades se comentan a continuacién.

El modelo a estudiar se ha especificado con dos variables explicativas y del modo:

v = By zir + Bazor + s, parat=1,...,T y ux N(0r,6%Ir).

El tamafio de la muestra se ha fijado en T = 15, ya que se pretende analizar el
fenémeno para pequefias muestras. Los valores tedricos asignados a los pardmetros®
han sido por simplicidad B; = B, = 10.

En dicho disefio se han considerado dos factores de variacién que han sido P? y
la correlacién entre z; y zp. Ante la posibilidad de que el comportamiento de los
estadisticos calculados no fueran indiferentes al valor de P? con que generamos la
muestra, hemos realizado el experimento para distintos valores de dicho pardmetro.
Por otro lado, hemos investigado la incidencia de la presencia de multicolinealidad en
el modelo, por lo que se ha introducido una segunda fuente de variacién concretada
en la correlacién muestral entre z; y z5.

Las variables explicativas son por hipétesis fijas en el muestreo, y por las carac-
teristicas del método su magnitud no influye en los resultados. Por tanto, la construc-
cién de la matriz X ha estado en funcién de la correlacidon que debia de haber entre
dichas variables. El procedimiento que se ha seguido es partir de variables ortogona-
les para correlacién cero y crear z en funcién de z; para conseguir una determinada
correlacién. Un posterior ajuste de valores se realizé para que la correlaciéon muestral
fuera exactamente la requerida:

En nuestro.disefio, los factores de variacién son pardmetros acotados entre O y 1.
Como quiera que nuestro objetivo era tomar decisiones generales, el procedimiento
adecuado serfa plantear un disefio con factores aleatorios.

4Se han ensayado otros valores para los pardmetros estructurales, pero no se recogen en el trabajo
porque los resultados, como cabia esperar, son practicamente iguales.
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Tras unos primeros ensayos de sensibilidad, y ante la evidencia de que los resultados
no eran sensibles a valores con diferencias inferiores a una décima, se ensayaron todos
los valores entre 0 y 1, con intervalo de una décima.

Para no diversificar demasiado los resultados, se presentaran los que producen dife-
rencias mas notables. Estos son 0.2, 0.5, y 0.9 para P?, y 0.4 y 0.8 para r.

El nimero de muestras generadas en cada caso ha sido de 1000.
El procedimiento metodolégico que se ha planteado para el tratamiento de cada mues-

tra ha sido el siguiente:

1) Generar una muestra de tamaiio 15 con un P? y un r(zy,z2) conocidos:
Si en (19), se supone M, = M,
p BMB
B'MB+oc?’

Si se establece el valor teérico de B, v unos valores para las variables z, esto nos
determina el valor ' M B, que se llamard K, y se puede escribir:

K
32 pr=__
(32) K+0o?’
y por tanto deducir

| — P?
(33) 62 =K (—f}—)z—-—)

La expresién (33) nos indica que variando la relacidén entre la varianza tedrica
explicada K y la magnitud de la varianza del error (62), se puede conseguir un
valor de P? para el Proceso Generador de Datos. Enfocado en sentido inverso,
(34) establece que dado un valor de K, el P.G.D. con un P? deseado, se simula
generando la variable de error 4 con una varianza cuyo valor cumpla la expresién
(34).

2) Estimar el modelo para esa muestra por minimos cuadrados ordinarios.
3) Calcular los siguientes estadisticos:

a) El Coeficiente de Determinacion que se definio en (5) y que goza de excelentes
propiedades en el modelo con término independiente

i

Ri=1-
YAy

IS5



b) El Coeficiente de Determinacion que aconsejan con mds frecuencia en la bi-
bliografia y que definimos en (28)

a'i
Rj=1-—
2 Yy
c) El cuadrado de la correlacién entre la y observada y la y estimada que vimos
en (6)
o__U/AD

7T (A (T AS)
d) El Coeficiente de Determinacién aconsejado por Barten (1987), que vimos en
(32)
2 (F'AY)
TR
e) Por tltimo, teniendo en cuenta que algunos autores calculan el Coeficiente
de Determinacién en el modelo completo, dividiendo la Suma de Cuadrados
Explicada por la Suma de Cuadrados Total debido a que coincide con (5)°, se ha
crefdo de interés valorar la importancia del error que se comete al aplicar esta
formula en el caso que nos ocupa. Por este motivo, se ha calculado también
el estadistico:
g 2517
) y'Ay
La informacidén aportada por los estadisticos calculados para las 1000 muestras nos han
permitido establecer las siguientes medidas de comportamiento para cada Coeficiente
de Determinacion (Riz):

a) Medidas Descriptivas: Valores mdximos y minimos, media, varianza e histograma
de frecuencias.

b) Medidas de Proximidad a P? creadas al efecto:
bl) Error Cuadritico medio con respecto a P?:

X(R? — P?)?
Ecp =200
Ch 1000

b2) Probalilidad de que el Coeficiente R? sea mayor que P

_ fma
~ 1000’

siendo fma la frecuencia absoluta de valores de Ri2 que han resultado superiores
2
a P~

PA;

3Peiia (1989) propone dicha formula y no la (5) para el cdleulo del Coeficiente de Determinacion.
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Esta probabilidad (empirica) indica el tanto por uno de veces que cabe esperar
que el valor calculado de R? sea superior a P?, y por tanto se incurra en
sobrevalorar la adecuacién de la muestra al modelo tedrico.

b3) Sesgo de Ri2 con respecto a P?:

IR?
SE; = —i — p?
"7 1000
Todo el trabajo se ha desarrollado con el paquete econométrico EVIEWS,
para el que se han realizado los programas necesarios, gracias a la posibili-
dad afiadida de célculo matricial que ha incorporado esta nueva versién para

Windows de uTSP.

6. RESULTADOS

El caricter de la investigacidn, asi como las dos fuentes de variacién introducidas
para analizar los cinco coeficientes estudiados, proporcionan una gran complejidad de
resultados que resulta dificil resumir para una eficiente interpretacién.

En dicha interpretacién, vamos a estudiar en primer lugar el comportamiento de
los cinco coeficientes individualmente, para lo cual presentaremos sus medidas des-
criptivas, sus histogramas y sus medidas de proximidad a P>. En segundo lugar,
estableceremos las oportunas comparaciones entre los cinco coeficientes, con el fin
de establecer criterios que nos permitan deducir cuales de ellos resultan con mayor
capacidad para captar el valor de P2,

La presentacién de resultados se hard en forma grifica en su mayoria, con el fin
de ayudar a la comprension de los mismos y con el dnimo de que en el analisis
comparativo resultard mas enriquecedor e ilustrativo.

Los valores descriptivos de los cinco coeficientes se presentan en las tablas n° 1 al 6,
de modo que cada una de ellas se refiere a un caso distinto cuyas caracteristicas de
P? y r aparecen el la cabecera correspondiente.

Tablas.. Valores descriptivos de los coeficientes Ri2

Tabla n° 1 Pr=02 r=04
2 2
R3 R} R R? R?
Media 0.250487 0999485  0.262428 0255417  0.256866
Mediana 0.234359  0.999509  0.244715 0236102 0.234215
Desv. Tipica  0.176111  0.000207  0.166722  0.164881  0.166513




Tabla n° 2 P2 =0.5 r=04

2 2 2 2

R} R} R} R} R
Media 0527197 0.999869 ~ 0.532573  0.533201  0.537237
Mediana 0.542468  0.999875  0.544730  0.542801  0.544409

Desv. Tipica 0.167218 5.09E-05 0.159083 0.150426 0.155234

Tabla n° 3 Pr=09 r=04
2
R? R} R} R? R2
Media 0910702 0999985 0911282 0910932  0.912448
Mediana 0915039  0.999986  0.915781 0914716  0.915551
Desv. Tipica  0.035041  5.73E-06  0.034804  0.034387  0.052371
Tabla n° 4 Pr=02 r=0.8
2 2 2
R? R} R} R} R?
Media 0.246804  0.999963  0.301187 0283515  0.299356
Mediana 0.276058  0.999965  0.286882  0.264450  0.264482
Desv. Tipica  0.219090  1.45E-05  0.178472  0.097233  (0.137430
Tabla n° 5 P2=05 r=08
2 2 2 2 2
R R} R R? R?
Media 0539314 0999991 0576692 0571616  0.612587
Mediana 0.578774 0999992  0.590899  0.567129  0.571265

Desv. Tipica 0.191573 3.51E-06 0.150818 0.096894 0.227150

Tabla n° 6 P2 =09 r=0.8
2 2 2
R? R R} R} R2
Media 0910573 0999999 0917666 0913282  0.938364
Mediana 0916493 0999999 0922364 0917313 0917330
Desv. Tipica  0.036991  4.00E-07  0.033539  0.030635  0.154538

Los histogramas de frecuencias aparecen en los gréficos n° del 1 al 5, donde Ia
presentacidn se ha hecho en otra dimensién, de modo que cada grafico incluye las
salidas de un coeficiente para los seis casos presentados. Pretendemos asi facilitar la
labor comparativa de los resultados.
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Si se observan los histogramas de frecuencias®, se puede apreciar que las distribu-

ciones empiricas calculadas para R?, R%, R,y Rg‘ se agrupan alrededor del valor
correspondiente de P? en todos los casos. En cambio, llama la atencién el hecho de
que la de R% se distribuye invariantemente entre 0.9 y 1, para todos los valores de P?
generados.

En cuanto a las medidas de posicién, se ve que tanto la media muestral como la me-
diana son superiores a P2. En concordancia con lo comentado para las distribuciones,
la media y la mediana del coeficiente R% resultan muy alejadas de P2, cuando este
pardmetro toma los valores 0.2 y 0.5. En todos los demds casos, y para el resto de
los coeficientes, ambas medidas de posicion se encuentran relativamente proximas a
P

En cuanto al dmbito del espacio muestral, cabe sefialar que los de R%, R%, y Rﬁ estdn
comprendidos entre 0 y 1, mientras que el de R% incluye valores negativos con un
minimo de —0.6, y el de R% supera a 1, alcanzando un valor maximo de 2.15.

La desviacién tipica disminuye en general al aumentar P2, advirtiéndose en los his-
togramas menos dispersién para valores més altos de P2.

Los graficos del n° 6 al 8 representan la posible incidencia de los parimetros P? y
r, que se han introducido en el disefio como fuentes de variacién en las medidas de
proximidad calculadas para los coeficientes.

A la vista del grafico n° 6, se puede ver que, como regla general, el valor de ECP,
disminuye en gran manera al aumentar P2, Esta circunstancia confirma el compor-
tamiento observado para la dispersién de las distribuciones, ya que al estar menos
dispersas también es menor la magnitud de ECP; para los casos en que la media esta
préxima a P2,

La influencia de r en ECP, sin embargo, parece menos importante y, ademds, se
detectan tendencias distintas, ya que ECPy, ECP; y ECPs aumentan con r, y ECP;4
tiende a disminuir, mientras que ECP, se mantiene constante.

Segun se puede ver en el grafico n® 7, las medidas PA; y PA3 aumentan claramente
con P?, mientras que PA4 y PAs no presentan uniformidad ya que adoptan distintas
tendencias segiin sea el valor de r. En cuanto a PAj, hay que decir que su valor se
mantiene en 1 para todos los casos, debido a que se encuentra toda la distribucién
a la derecha del valor P2. En cuanto a la incidencia de la multicolinealidad, vemos
un aumento generalizado de PA; provocado por este problema, salvo en el caso ya
comentado de PA;.

SPara ilustrar los resultados hemos sombreado el drea que estd a la derecha de P2, que mediremos
porteriormente como PA.
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Grafico 8. Representaciones de SE frente a Plyr.
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La tercera medida de proximidad, recogida en el grafico n° 8, presenta una gran
uniformidad en su tendencia a disminuir cuando aumenta el valor de P2. Por el
contrario, un incremento en la correlacion de las variables explicativas redunda en un
aumento de SE;, salvo para SE| y SE; en los que no se aprecia incidencia alguna.

Si se aborda la perspectiva comparativa entre los cinco coeficientes calculados, se
pueden comentar los siguientes resultados:

0.00. .

p?=0.2 p?=0.2 p’=05 Pp?=05 p=09 p2=p9
=04 r=08  r=q4 =08 _ r=04 r=0g
[—— ECP1 -~-4-- ECP3 --+-- ECP4 --o-- ECP5|

Grifico 9. Representaciones de ECPy, ECP3, ECPy y ECPs.

En el grifico 9 se han representado los valores calculados de la medida ECP;, para
todos los coeficientes a excepcidn de ECPs, que se presenta en el grafico 10 debido a
que la diferencia de magnitud con el resto desvirtuaria la grafica conjunta. Se puede
observar que el coeficiente que menor error cuadratico presenta para todos los casos
es Rﬁ, y los mayores se deben a R% con valores bajos de P2 y a Rg con valores altos
de dicho pardmetro.
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Grifico 10. Representacién de ECP,.
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Los grificos 11 y 12 se ocupan de representaciones semejantes pero con respecto
a la medida PA;. Se puede obsevar aqui que la multicolinealidad provoca que PA4
aumente considerablemente, ofreciendo el peor.resultado en cuanto a este criterio el
coeficiente R} para valores de r = 0.8. En estos casos las medidas PA3 y PAs resultan
ser las mds bajas. Sin embargo, para los casos en que r = 0.4, son inferiores las de
PA4.
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Grafico 11. Representaciones de PA;, PAs, PAy y PAs.

La representacion comparativa de las medidas SE;, se presentan en los graficos 13 y
14, donde se puede apreciar un mejor comportamiento generalizado desde este punto
de vista para R, siendo el peor en todos los casos el de R2, al obtenerse mayores
valores del sesgo calculado.
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Grafico 12. Representacién de PAs.
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Grafico 14. Representacion de SE,.

7. CONCLUSIONES

Se extraen a continuacién las conclusiones mds relevantes en base a los resultados
obtenidos.

¢ Quedan confirmados empiricamente los siguientes puntos:

— Los coeficientes R%, R_% y Rg no ofrecen resultados iguales cuando se aplican al
modelo sin término independiente.
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— El coeficiente R% toma valores inferiores a 0.

— El coeficiente R% toma- valeres-superteres-a 1. -

El problema que presentan R% y R% de no estar definidos entre O y 1, hace que se
pierda la interpretacion como tanto por uno de varianza explicada y por tanto se
concluye que no son los coeficientes idéneos para su uso en el modelo sin término
independiente.

Las distribuciones de los coeficientes no son indiferentes al valor tedrico PZ, de
modo que queda patente la influencia de este pardmetro asi como la de la multicoli-
nealidad introducida en el modelo, segiin hemos podido apreciar en los resultados.

El hecho de que se hayan obtenido todos los valores de PA; mayores que 0.5,
indica que existe un mayor peligro de sobrevalorar la adecuacion del modelo que
de subestimarla.

Si se tiene en cuenta cémo se ha disefiado el P.G.D., se puede decir que las muestras
generadas con un valor bajo de P? son aquellas para las que la varianza del error
era grande en relacion a la varianza tedrica explicada que se denominé K. Esto
ha provocado, en muestras de tamafio 15, el hecho de que la variable endégena
explicada no estuviera préxima a la observada. Sin embargo, el modelo que se ha
especificado en el experimento era exactamente igual al tedrico, de forma que la
hipétesis nula de anulacién de los pardmetros siempre deberia de ser rechazada,
puesto que nunca se cumplia.

En relacién con esto, se extrae una conclusién importante del comportamiento de
los coeficientes calculados. Los coeficientes R?, R?, RZy R_2, captan perfectamente
el valor de P2, es decir, que detectan la falta de adecuacién de la variable endégena
observada con la explicada y, por tanto, podemos decir que serfan buenos para tomar
decisiones de cara a la prediccién. Sin embargo, el coeficiente R3 es indiferente al
valor de P%, ya que ofrece siempre buenos resultados indicando fielmente que el
modelo se ha generado con pardmetros distintos de 0. Esto se explica perfectamente
dada su relacion con la prueba F de significacién global. Presenta, en cambio, el
problema de no detectar la relacién entre la varianza del error y la explicada. Nos
podria llevar, por tanto, a conclusiones demasiado optimistas en pequefias muestras,
siendo mayor el riesgo de sobrevaloracién para valores pequeiios de P2.

En consecuencia, de todo lo anterior pensamos que los mejores coeficientes para
analizar Ja bondad del modelo son R} y Rj, teniendo en cuenta ademds que Ia
informacién aportada por R% ya la tenemos con la prueba F.

En cuanto a discriminar entre R% y R% concluimos que, en lo que respecta a la
investigacion efectuada, no hemos encontrado razones suficientes para decidir cual
se comporta mejor dentro de los limites del experimento planteado, que supone el
inicio de un proyecto mucho mds ambicioso. Concretamente, estamos preparando
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un andlisis en el contexto de plantear un error de especificacion y estudiar la relacién
de los coeficientes con otras medidas de bondad del modelo.
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In the present work a Monte Cuarlo experiment has been done in order to
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be considered as the fraction of the population variance of the dependent
variable explained by the variation of the regressors. A given level of mui-
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The commonly used expressions for the coefficient of determination are somewhat
faulty as a maesure of goodness of fit in regressions without a constant term. They
can give negative values for R? or values larger than unity.

The regression model considered here is writen as
y=ZB+u

where the matrix Z does not have a column with all elements equal to one. The best
linear unbiased and consistent estimator of f3 is

b=(2'2) ~'Z'y  and the vector of residuals is A=y—2Zb.

Let 1, A and M be the vector 1 = (1,1,1,...,1)" and the matrices A=1—(1/T)11' =
I—1(11)7'1" and M = (1/T)Z' AZ, respectively.

In order to establish the parent counterpart of R? we follow Cramer (1984) and use
the value to which the random variable

R = b'Z'AZb
YAy
converges in probabilily for 7 — eo.
Assuming that M; = plimM = limM for T — o we have the following expression

B M. B ,
limR?= ———LP _—p?
pim B'M.B+o?

So P2 may be considered as a fraction of the population variance of the dependent
variable explained by the variations of the regressors.

Barten (1987) have proposed four good properties for the coefficient of de determi-
nation

a) plimR? = P?

b) 0 < RPL 1,

¢) Sib=0,R*=0,

d) Sii=0,R=1.

These properties are the ones which one would like to see satisfied also by the
coeficient of determination for regressions without intercept.
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The econometric literature, as far as consulted by the author, presents the following
five expressions for the coefficient of determination in this case.

P %:I—EE gz_iiiﬁi_
: YAy’ Yy T (Y Ay) (' AY)
L _UAD e $5TP

YAy

One can easily verify that onl R? and R? meet properties a) through d).
y Y i3 4 prop

In order to study the empirical performance of all of these statistics Monte Carlo
simulations have been used where the DGP considered was

ye = Brzir +Bazos + 1y, para t=1,...,T
y uxN (07, 6%Ir).

All simulations were carried for different values for P> and the multicolineality level
which lie in [0, 1] using T = 15 and 1000 replications.

The results reveal that the best coefficients for the measure of goodness of fit in this
case are R_% (Heijmans y Neudecker, 1987) y R% (Barten, 1987).

37






QUESTHO, vol. 22, 1, p. 39-68, 1998

UN PROCEDIMIENTO PARA OBTENER CLUSTERS
UTILIZANDO LA D.V.S. DE UNA MATRIZ.
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Durante las iiltimas décadas, el andlisis de un conjunto de n individuos me-
didos en p variables, proporcionando una matriz de datos Xu,p, mediante
técnicas de representacion que utilizan la Descomposicion en Valores Sin-
gulares (DVS) de la matriz X,, , (0 alguna derivada), han permitido resumir
la informacion que aportan los datos en alguna forma dptima, siendo muy
itil para indicar la presencia de clusters entre los n individuos y/o pa-
ra prevenir ante posibles clasificaciones erréneas producidas por técnicas
de agrupamiento mds complejas. En este articulo estudiaremos un pro-
cedimiento que puede utilizarse en ocasiones para obtener clasificaciones
naturales de un conjunto de datos, basado en la representacion biplot y en
el modelo Q-factorial que puede obtenerse a partir de la DVS.
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1. INTRODUCCION

La Descomposicién en Valores Singulares (DVS) de una matriz X, , de rango r
(< p < n) es un resultado descrito por primera vez por el matematico inglés Sylvester
[20], que permite descomponer X como

ey X =VAU',

donde A =diag()Ay,...,A,) es una matriz diagonal donde A3, ... ,A2 son los autovalo-
res positivos de X'X, U = [uy,... ,u,] es la matriz de autovectores ortonormales de X'X
y V=[vi,...,v,] es la matriz de autovectores ortonormales de XX’, correspondientes
a los autovalores A3,... ,A2.

Su importancia estadistica se debe a Eckart y Young [3] y Householder y Young [13],
que mostraron que si A} > Ay > ... > A,, el mejor ajuste en el sentido de minimos
cuadrados de la matriz X por una de rango ¢ < r viene dado por la matriz

(2) X =Y

con Ay, = diag(Ay,...,2,), U
minimiza

o =l ug]l y Vg = v, vg)s es decir, X,

nop

IX =M =3, Y (i —mij)*.

i=1 j=1

Ademds, una medida absoluta de la bondad de este ajuste puede definirse por la
proximidad a | de

4 r
® Il /IXIP = 335/ 3%

La DVS, o la descomposicion espectral de una matriz simétrica que es un caso particu-
lar de DVS, es el fundamento de muchas de las técnicas de reduccién y representacion
de datos, como el andlisis de componentes principales, que pueden verse, por ejem-
plo, en Jolliffe [17] o Jackson [14], y el de coordenadas principales en Cuadras [2],
algunos modelos factoriales descritos, por ejemplo, en Reyment y Joreskog [19] o en
Jambu {15], el analisis de correspondencias, descrito por Greenacre [11], 6 la técnica
de representacion biplot, iniciada por Gabriel [7], entre otras.

En los tltimos afios pueden encontrarse numerosas referencias en la literatura sobre
Anilisis Cluster (Gnanadesikan [9], Gordon [10], Everitt [4]), en las que se sugieren
el empleo de procedimientos geométricos de representacidn de los datos que, en la
mayoria de los casos, se refieren a alguna de las técnicas mencionadas anteriomente.
Aunque ninguna de ecllas estd especificamente disefiada para indicar la presencia de
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clusters, se utilizan para este propésito conjuntamente con otros procedimientos de
obtencién de grupos homogéneos, no sélo para indicar su presencia sino también para
prevenir ante pretensiones excesivas de grupos producidas por procedimientos mas
complejos.

En este articulo pretendemos utilizar la DVS para proponer un procedimiento geo-
métrico que permita obtener clusters naturales dentro de un conjunto de datos. Este
procedimiento estad inspirado en las representaciones geométricas que el biplot y, sobre
todo, el modelo factorial, permiten hacer de cualquier conjunto de individuos.

2. EL MODELO DE REPRESENTACION BIPLOT

El biplot es un modelo de representacion basado en la descomposicion (1), que fue
introducido por Gabriel [7] y relacionado también posteriormente por Greenacre [11]
con el andlisis de correspondencias. Dada una matriz de datos X,, , (# individuos y p
variables), el biplot proporciona una descripcién conjunta, exacta o aproximada segdn
el rango de X, de los n individuos y las p variables en dos dimensiones.

A partir de la descomposicidn (1), puede definirse una matriz diagonal A* con 0 <
o < 1, cuyos elementos sean A%, ..., A%, y otra similar A!~* para formar las matrices

4 G =VAY, H = Al=oy’.

Estas dos matrices permiten expresar X como

%) X=G-H,

To cual es equivalente a que cada elemento de X se pueda escribir como

(6) Xij=gihj, i=1,....mj=1,...,p

siendo g; y h; los vectores formados por las filas de G y H respectivamente.

Si, como hemos supuesto en la introduccidn, et rango de X es r, los vectores g; y
hj tienen r componentes, permitiéndonos obtener una representacién conjunta de las
n filas y las p columnas de la matriz X en un espacio r-dimensional. Gabriel [7]
denomina a los vectores g; “efectos fila’ y a los &; ‘efectos columna’ que intervienen
de forma multiplicativa en cada elemento x;; de X.

En el caso de que X tenga rango 2, esta representacion puede hacerse en el plano, con
las consiguientes ventajas de interpretacion, denomindndose a este tipo de representa-
cién biplot de X. En general, si rg(X)> 2, las propiedades minimo cuadriéticas de la
descomposicion (1) nos permiten obtener una representacion aproximada de X en el
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plano, tomando las dos primeras componentes de g; y h;. Este tipo de aproximacién
puede ser utilizada también para la representacion en espacios de dimension mayor
que 2, aunque éstas sean menos claras desde el punto de vista grafico. Gabriel [8] se
refiere a ellas como bimodels, reservando el término biplot para la representacién en
dimensién 2.

La no unicidad en la obtencién del biplot de X dada por el escalar o en la definicion de
G y H en (4), puede evitarse dando valores particulares de ¢ 0 imponiendo condiciones
al modelo gréfico obtenido con los vectores g; y A;.

El biplot que mas informacién puede darnos en cuanto a las relaciones entre las filas
(individuos) de X, con vistas al descubrimiento de posibles grupos entre ellos, es el
que se obtiene para oo = 1. Con este valor se tiene

(7) G=Vohw, H =Up,
que verifica

) HH=I

Este biplot, ademds de (6), verifica que (Gabriel, [7]):
9 XX =GG,

es decir, las relaciones entre las filas de X respecto de la métrica euclidea, pueden
ser representadas por las de los vectores g con la misma métrica. Esta relacién (9)
permite obtener, para dos filas cualesquiera x; y x; de X, que:

(10) Xixe o~ gigk,

(11 el ~ gl

(12) cos(x;,xg) ~ cos(gi,8k),
(13) i —xell ~ g — gl

indicando (x,y) el dngulo entre los vectores x € y.

Las propiedades anteriores pueden ser utilizadas al inspeccionar el biplot definido por
(7) cuando se pretenden encontrar clusters entre las filas de X. En concreto, vamos a
analizar el ejemplo que nos proporcionan los conocidos datos de los tres tipos de Iris
que Fisher [5] utilizé por primera vez en problemas de discriminacién. Como se sabe,
estos datos consisten en las medidas de las longitudes y anchuras (en mm.) de los
sépalos y pétalos de 150 especimenes de plantas de Iris. Fueron utilizadas 50 plantas
de cada uno de los tres tipos de Iris Setosa, Versicolor y Virginica, aunque nosotros
s6lo utilizaremos aqui las 10 primeras plantas (Tabla 1) para analizar un conjunto
mds manejable. En ella se han ordenado los datos de forma que las 3 primeras flores
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son del Tipo Setosa (A), las 3 siguientes del Tipo Versicolor (B) y las 4 dltimas
del Tipo Virginica (C), como se aprecia en la ultima columna. Esta clasificacién
serd ignorada en principio, pero nos ayudard posteriormente para ir analizando los
resultados obtenidos.

Tabla 1. Las 10 primeras floves Iris utilizadas por Fisher (1936)

IRIS Long. Anch. Long. Anch. Tipo

Sepa. Sepa. Peta. Peta. Iris
1 50 33 14 02 A
2 46 34 14 03 A
3 46 36 10 02 A
4 65 28 46 15 B
5 62 22 45 15 B
6 59 32 48 18 B
7 64 28 56 22 C
8 67 31 56 24 C
9 63 28 51 15 C
10 69 31 51 23 C

La Figura 1| muestra el biplot definido por (7) para la matriz X(o4 de la Tabla 1
cuando se utilizan los datos centrados, es decir, medidos respecto de la media de cada
columna. Es evidente que esta transformacién no cambia las distancias relativas entre
las flores. Se han representado las filas mediante el correspondiente ndmero y las
columnas mediante las correspondientes direcciones.

5
6109
4106
x4
9
203 4
1
var. .U_QLS_-Q_.B___\_-%S 0.3 0.6
ind. fU -a0 - o 3&
3 -afj-0s 6
4 10 8
4

Figura 1. Biplot de los datos Iris centrados por columnas.
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La inspeccidn del biplot de la Figura 1 s6lo nos permite descubrir una diferencia clara
entre las flores del tipo A y ias de los tipos B y C. Entre las flores de estos dos tltimos
tipos se aprecian ligeras diferencias, pero éstas no permiten obtener resultados claros
en cuanto a posibles agrupaciones entre ellas, ni en cuanto a que coincidan estas
agrupaciones con la clasificacién de tipos.

Debe notarse que cualquier procedimiento que se utilice para formar clusters entre
los individuos de un conjunto, debe partir de una medida de proximidad entre los
individuos (distancia, disimilaridad, similaridad, etc.), y de una técnica clasificatoria
(jerdrquica, no jerdrquica, etc.) que mediante un algoritmo apropiado obtenga los
grupos.

En este caso, la medida de proximidad que estamos utilizando es la distancia euclidea
entre los individuos, cuya representacién aproximada nos proporciona el biplot, y
cuyo cuadrado puede expresarse, en virtud de la regla del paralelogramo, como

di = d?+d;—2-d;-dy-cosOy
(14) = (di—dk)2+2'di-dk°(l —cosOy)
donde hemos llamado a ||x; — x¢|| = dig, {|xil} = di y [|x|| = di, siendo || -|| la norma

euclidea y 6y el angulo que forman los vectores x; y x;. La igualdad (14) significa
que la distancia entre dos individuos cualesquiera depende de la diferencia entre
sus distancias al origen y del dngulo que forman. Dos individuos estardn préximos
cuando sus distancias respectivas al origen sean muy parecidas y, ademds, el dngulo
que formen sea préximo a 0°. En el biplot de la Figura I, las flores 1 y 2 estdn
préximas porque distan del origen aproximadamente lo mismo y forman un dngulo
proximo a 0°, en cambio, las flores 5 y 8 no estan préximas porque aunque distan
del origen aproximadamente lo mismo, el angulo que forman es préximo a 120°, y
tampoco estan proximas las flores 6 y 8 aunque formen un angulo préximo a 0° ya
que tienen distancias al origen distintas.

La técnica clasificatoria debe actuar en base a las distancias entre los individuos y, por
tanto, teniendo en cuenta las diferencias entre sus normas y los dngulos que forman.
Es evidente que aunque el biplot es capaz de representar bien estas relaciones, esto no
es suficiente para proporcionar una regla clara de clasificacién entre los individuos.
La decisién sobre el nimero de grupos y sobre la asignacién de los elementos a cada
grupo necesita algo mds que la simple inspeccién de una representacién biplot.

3. LOS MODELOS FACTORIALES ENMODORY Q

Reyment y Joreskog [19] y Jambu [15], describen que la descomposicidn (1) permite
también, dada la matriz de datos X, ;,, obtener un conjunto de direcciones principales
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que recojan en orden decreciente la méaxima variabilidad, tanto en el espacio de los
individuos (IR”) como en el de las variables (R"), considerados aquéllos y éstas como
puntos o vectores dentro de dichos espacios,.con coordenadas las filas o las columnas
de X.

3.1. El modelo factorial para variables

En concreto, para la matriz X,, , previamente centrada por columnas, puede obtenerse
un modelo factorial para las variables (0 en modo R) de Ia forma

(15) Xop = Fog (Apg) + Enp

tomando FF'=V, y A=U,-A,. La matriz F representa por columnas un conjunto de
variables ideales o factores, siendo las filas de F las puntuaciones que alcanzan los
individuos en ellos. La matriz A se denomina matriz de pesos o cargas factoriales,
y sus elementos permiten cuantificar la relacion entre las variables originales y los
factores. Por dltimo, la matriz £ o de términos error, representa Ia informacion
contenida en X que no es capaz de explicar el conjunto de factores de F.

Desde el punto de vista geométrico, el modelo (15) escrito sin la matriz E
(16) Xop = Fuy- (Ap,q)i

representa que cada variable puede escribirse como combinacién lineal de los factores
extraidos, es decir, el conjunto de variables podria considerarse que, salvo errores,
estd contenido en un subespacio de dimensién g cuya base ortonormal la forman los
g factores. Noétese que la eleccidn del nimero de factores no tiene por qué ser dos o
tres.

Aunque la formulacién (15) del modelo factorial no cumple con las hipétesis del
modelo cléasico en lo que se refiere a los factores especificos ([12]), s lo hace en
cuanto a los factores comunes, ya que la matriz de covarianzas S verifica que:

(n—1)-S=X'X ~ AA'

La solucién (15) es una de las técnicas mds utilizadas para extraer una primera solu-
cién factorial ortogonal, de la que, posteriormente, pueden derivarse otras realizando
rotaciones ortogonales u oblicuas con ella.

Conviene notar que, bdsicamente, los criterios analiticos que se utilizan para realizar
las rotaciones estdn inspirados en las condiciones dadas por Thurstone [21] para
obtener una estructura factorial mds simple. Tanto si los factores rotados siguen
siendo ortogonales como si se obtienen factores oblicuos, los criterios de estructura
simple de Thurstone pretenden convertir los factores originales en otros que pasen,
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aproximadamente por los posibles clusters de variables, de forma que cada una tenga
pesos muy altos (positivos o negativos) en uno de los factores y practicamente nulos
en el resto (Cuadras, [2], pp.. 169-173). Esta idea de.agrupacién de las variables a
través de los factores es la que trataremos de utilizar para hacer lo mismo con los
individuos de un conjunto, en el que se sospeche la existencia de grupos naturales.

3.2. El modelo factorial para individuos

Al igual que se hizo con las variables, puede pensarse en obtener de (1) un modelo
factorial para los individuos (0 en modo Q) de la forma

an Xop =By (Gpg)' +Enp

tomando B=V,-A; y G=U,, donde B, G y E representan lo mismo que en el

J

modelo para variables, cambiando éstas por los individuos.

También en este caso, el modelo (17) escrito sin el término error E
(18) Xn,p ~ Bn,q ) (Gp,q)’

representa geométricamente que pueden encontrarse g factores (individuos ideales)
respecto de los cuales los n individuos iniciales pueden expresarse como combinacién
lineal de ellos.

Debemos notar que al igual que en el modelo R-factorial la matriz de pesos A se
obtuvo a partir de la descomposicién espectral de X'X, matriz que salvo una constante
representa las covarianzas entre las variables, en el modelo Q-factorial la matriz
de pesos B se obtiene de la descomposicion de XX', que representa los productos
escalares de los vectores fila de X.

Ademds, de la forma de extraer la matriz de pesos B en (17) y la relacién (2) se

deduce que
B=X-U,

es decir, inicialmente los elementos de B representan las coordenadas de los vectores
fila de X respecto del sistema de autovectores U, y, por tanto, esta matriz B representa
los cosenos de los dngulos que forman cada individuo con cada factor (cosenos di-
rectores), multiplicados por las longitudes de tales vectores, es decir, si es x; el vector
de R” que representa al individuo ¢,

bij coordenada de x; en la direccion u;

= c0s8;; - ||xil]

con 0; ; el angulo que forma el vector x; con el vector u;.
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Por otra parte, el modelo Q-factorial nos va a permitir rotar los factores, ortogonal
u oblicuamente, con los mismos criterios utilizados con las variables (Cuadras, [2]),
para obtener factores nuevos gque determinen, aproximadamente, los posibles clusters
existentes dentro del conjunto de individuos. Cuando se transforman los factores me-
diante rotaciones, en general oblicuas, la nueva matriz B” (matriz de pesos rotada)
sigue teniendo el mismo significado en cuanto a las coordenadas respecto de los nue-
vos factores, sin embargo no sirve para obtener los cosenos directores. Es necesario
para estos casos definir una nueva matriz asociada al modelo factorial, denominada
matriz de estructura factorial S, 4, en la que sus elementos representan tales cosenos
multiplicados por las longitudes de los vectores fila de X. La relacién entre ambas
matrices viene dada por

(19) Sng =By, Oyyq

con ©,, matriz de cosenos de los dngulos que forman los factores. Claramente, si

— ~ — I
©,,4 =1 en el caso ortogonal, S, , = B, ,.

Todo lo comentado anteriormente para las matrices de pesos y estructuras tiene la
misma validez si partimos de una matriz de datos W en la que los vectores fila
w; son los de la matriz X normalizados. Los elementos de la matriz WW' son
ahora los cosenos de los dngulos que forman cada pareja de filas de W o de X.
Con la descomposicién espectral de WW' se obtiene una nueva matriz de pesos, que
seguiremos llamando B, y si aplicamos una rotacién oblicua obtendremos las matrices
B" y S, siendo ahora los elementos de S los cosenos directores de los vectores fila de
X respecto de los factores respectivos. Estos cosenos directores oscilardn entre -1 y
1, y tienen un significado claro en cuanto al grado de asociacién de cada individuo
con cada factor, de forma que podrian utilizarse para obtener una clasificacién de los
individuos segun el factor al que se asocien con valores proximos a los extremos.

Hay que aclarar que el modelo Q-factorial obtenido al normalizar las filas de X no
tiene una relacion facil de expresar respecto al que se obtiene con el obtenido sin
normalizarlas. Lo que ocurre es algo parecido al problema de obtener las compo-
nentes principales de un conjunto de variables antes y después de su tipificacién, es
decir, con la matriz de covarianzas o con la de correlaciones. Los argumentos sobre
la homogenizacién de la dispersion de las variables para usar la tipificacién o la re-
comendacion de que no se tipifiquen cuando tengan dispersiones parecidas, pueden
considerarse con los individuos en cuanto a las normas euclideas que presentan las
filas de X.

A pesar de lo expuesto hasta ahora, el procedimiento que pasa por obtener el modelo
Q-factorial de la matriz W, no es tampoco lo suficientemente adecuado para detectar
las diferencias entre algunos clusters. Concretamente, pueden encontrarse ejemplos
de conjuntos de datos (Figura 2) en los que, existiendo grupos, un andlisis factorial
en modo Q por el procedimiento expuesto antes no detectaria algunos de ellos. Sim-
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plemente, el hecho de que exista mds de un grupo (clusters 1 y 2) en alguna de las
direcciones de maxima variabilidad, hard que el factor que determine tal direccién
aglutine a todos los grupos que se encuentran en dicha direccién. También puede
ocurrir que existan grupos de elementos (cluster 3) en los que todas las direcciones
principales «pesen» por igual,

fa Xa

G) f1

Figura 2. Ejemplo de conjunto de datos con grupos naturales entre los que algunos no pueden
ser detectados con las asociaciones que establece el modelo Q-factorial con la matriz
normalizada por filas.

Lo que ocurre en estos casos puede ser debido, por una parte, a que los individuos
forman dngulos muy parecidos entre si aunque tienen normas muy diferentes (en los
casos 1y 2) y, por tanto, los elementos de la matriz de estructuras asocian al mismo
factor a individuos de clusters diferentes y, por otra, a que ios individuos tienen
normas muy parecidas y pequefias en relacién al resto, pero forman dngulos muy
distintos (en el caso 3) y, por tanto, los elementos de la matriz de estructuras asocian
a los individuos de un cluster a varios factores a la vez.

2

Figura3. Ejemplos de datos que clasificarfa mal el modelo Q-factorial con la matriz norma-
lizada por filas.
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La figura 3 aclara lo anterior. Los individuos representados por el vector 1 y 2 forman
un dngulo proximo a 0° y, por tanto, tendrdn un coeficiente de asociacién préximo a
I que harad que queden asociados al mismo factor, a pesar de que sus diferencias de
longitud deberia clasificarlos en factores distintos. Los individuos 1, 3 y 4 forman
angulos muy diferentes, pero sus longitudes son parecidas y pequeifias en relacién a
otras, lo cual aconsejaria que estuvieran asociados al mismo factor.

En el caso de las flores Iris, centradas por columnas, analizadas en [a seccién anterior,
la Tabla 2 representa los valores de ia matriz B obtenidos para el modelo (17) cuando
se toman los 4 factores posibles y los valores singulares correspondientes. Nétese que
si representamos las flores respecto de los 2 primeros factores obtendremos el biplot
de la Figura 1. Ademds, ia peniltima fila de la tabla indica el tanto por ciento de la
variabilidad total que es capaz de explicar cada factor y la tltima el que explican los
g primeros segun (3). Por ejemplo, el biplot de la Figura 1 representa el 98.46% de
la variabilidad presente en los datos.

Tabla 2. Matriz de pesos iniciales B del modelo Q-factorial para los datos Iris centrados por

columnas

Iris Factor 1 Factor 2 Factor 3 Factor 4

11 —29.27 -0.99 1.87 ~0.69

i2 -30.50 0.61 —1.58 0.71

I3 —34.46 2.16 0.05 0.19

i4 8.67 —2.33 2.29 —1.71

I5 7.39 -7.34 0.27 2.18

16 8.78 2.84 -3.70 —0.18

17 19.33 0.36 —-2.32 1.09

18 20.88 3.74 047 0.45

19 12.11 —2.53 —1.74 —2.66

110 17.06 347 4.38 0.62

Val. sing. 66.56 10.30 7.27 4.20
% Var. expl. 96.16 2.30 1.15 0.39
% Var. acum. 96.16 98.46 99.61 100.00

Cualquier clasificacién de las flores que queramos obtener analizando las asociaciones
de Ia Tabla 2, deben tener en cuenta los dos pardmetros (14) de los que dependen
las distancias relativas entre las flores: las diferencias de distancias al origen y el
dngulo que forman. En su lugar queremos que tal clasificacién dependa sélo de un
pardmetro: el dngulo que forman.
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Con el mismo ejemplo, si después de centrar por columnas se normalizan los datos por
filas, la Tabla 3 nos muestra la matriz de pesos inicial obtenida por (17) para los tres
primeros factores, asi como los valores singulares y los porcentajes de variabilidad
total que representan.

Tabla 3. Matriz de pesos inicial con los tres primeros factores para el modelo Q-factorial obte-
nido con los datos Iris, centrados por columnas y normalizados por filas

Iris Factor 1 Factor 2 Factor 3

Il —0.99 —0.08 0.04

12 -0.99 —0.003 —0.06

I3 —1.00 0.02 —0.001

14 0.93 —0.25 0.21

I5 0.7t —0.66 —0.15

16 0.87 0.39 -0.27

17 0.98 0.07 —0.11

18 0.97 0.19 0.07

I9 0.96 —0.11 -0.13

110 0.93 0.16 0.29
Val. sing. 2.98 0.87 0.52
% Var. expl. 88.6 7.5 2.7
% Var. acum. 88.6 96.1 98.8

Podemos ahora utilizar los 2 o 3 primeros factores, ya que en ambos casos el porcentaje
de variabilidad explicada es alto, y aplicar un criterio de rotacién oblicua para obtener
direcciones que clarifiquen mas la agrupacién de los individuos.

En este caso hemos utilizado el criterio de rotacién oblicua oblimin directo ([16])
y hemos representado en la Tabla 4 las matrices de estructuras obtenidas con los 2
primeros factores (izquierda) y con los 3 primeros factores (derecha).

Una simple inspeccién de ambas matrices de la Tabla 4 nos permite ver que los
posibles grupos que pueden determinar los factores, buscando los elementos con valor
absoluto mds alto en cada individuo son, por un lado, el formado por las flores del
grupo Setosa (11, I2 y I3) que tienen una asociacion alta con la direccién negativa del
Factor 1 y, por tanto, cosenos directores préximos a — 1. Por otro lado, las flores de los
grupos Versicolor y Virginica (14, 16, 17, 18, 19 y 110) que se asocian al mismo factor
1 en su direccién positiva sin posibilidad clara de distincién entre los dos grupos,
mientras que la flor IS del grupo Versicolor quedaria asociada a la direccién negativa
del Factor 2.
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Tabla 4. Matrices de estructuras con dos y tres factores para el modelo Q-factorial con los datos
Iris, cemtrados por columnas y normalizados por filas, con la clasificacion obtenida
segiin el mayor grado de asociacion con los factores

Mat. de estr. (2 fact.) Mat. de estr. (3 fact.)
Iris Factor 1 Factor 2 Factor 1 Factor 2 Factor 3
1 -0.99 0.53 -0.99 0.58 0.01
12 -0.98 0.59 -0.98 0.62 -0.11
13 -0.98 0.62 -0.98 0.65 -0.06
14 -0.75 -0.74 0.34
15 0.58 -0.94 0.58 -0.96 0.15
16 093 -0.21 0.93 -0.31 -0.35
17 -0.53 -0.59 -0.06
18 0.99 -0.43 -0.46 0.05
19 -0.66 -0.71 -0.03
110 0.95 -0.44 -0.43 0.26

Aparece en este ejemplo el problema que comentdbamos anteriormente, debido a
que los dos grupos Versicolor y Virginica estdn asociados al mismo factor porque
estdn muy préximos respecto a los angulos que forman entre elios y, a la vez, con la
direccion positiva del primer factor principal. Veremos si una transformacién previa
de los datos puede resolver este problema.

4. UN PROCEDIMIENTO QUE PERMITE OBTENER CLUSTERS

Los problemas comentados en la seccién anterior pueden tener solucién. En esta
seccion se propone un procedimiento de obtencién de clusters a partir de los facto-
res obtenidos en el modelo Q-factorial propuesto en (17), sobre una matriz W, ,
obtenida al realizar ciertas transformaciones sobre la inicial X,,p- Dichas transforma-
ciones estdn orientadas a evitar los problemas de caricter geométrico que impedian
establecer una asociacién uno a uno entre las distancias originales entre individuos y
el coeficiente de asociacién obtenido entre ellos después de centrar por columnas y
normalizar por filas la matriz de datos.
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4.1. Preparacion de los datos. Obtencion de W

Partiremos de un conjunto de datos cualquiera X, ,, donde las variables analizadas
sean de tipo cuantitativo y en el que estudios previos realizados sobre ellos hayan
determinado la-existencia de posibles agrupaciones naturales.

Para tal matriz X, nuestro objetivo va a ser encontrar un conjunto de factores o
individuos ideales tales que podamos generar con ellos, aproximadamente, el conjunto
original de datos y, al mismo tiempo, nos permitan encontrar las posibles agrupaciones
que existan entre ellos.

La idea sobre la que trabajaremos es la siguiente: si en los datos existen grupos
homogéneos, y utilizamos la métrica euclidea para determinar la proximidad entre
los puntos que representan a los individuos, una buena forma de detectarlos seria que
pudiéramos «verlos» desde una perspectiva apropiada (fuera de la nube de puntos que
determinan), que nos permita descubririos con las direcciones que desde este punto
exterior pasen por los centros de tales grupos. Esta idea intuitiva vamos a concretarla
realizando algunas transformaciones sobre X que, aunque en un primer momento
distorsionan las distancias originales entre ellos, veremos que permiten clasificarlos
de acuerdo a las distancias originaies que presentan.

En primer lugar, seguiremos suponiendo que la matriz de datos X estd centrada por co-
lumnas, lo cual permitird situar a la nube de puntos en torno al origen de coordenadas
de R”.

En segundo lugar, incluiremos la nube de puntos de R” en un espacio de una dimensién
mds, R7*!, afiadiendo una columna de valores constante a X. Obtendremos una matriz

X[y oXp2o ocee Xip o A
x x ECaS _x

ro | 2 2p
Xnl  Xn2 " Xnp A

donde la dltima columna representa que se ha efectuado una traslacién en RP+! de
cada vector que representa a los individuos mediante el vector t = (0,---,0,A) del
espacio R’ es decir, se desplazarin a través de la dimensién p-+7 una longitud A, de
forma que este desplazamiento permita «ver» desde el origen los grupos homogeneos
con mayor claridad. ‘

En el tercer paso, normalizamos los vectores fila que representan a los individuos,
para que las longitudes originales de cada vector fila no influyan en los elementos de
la matriz de estructura. En este paso se obtienen las proyecciones de los vectores fila
de T en la bola de radio unidad del espacio R”*!. La matriz que tiene por filas estas
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proyecciones sera

Wi W12 0 Wip Wi ptd
W= waip W22 o0 W2p W] pi)
Wpi  Wn2 o0 Wpp Wi pt]

a la que le aplicaremos el modelo (17):

(20) Wopr1 R Bug - (Gpr1,4)

La matriz B se obtiene ahora descomponiendo espectralmente WW', cuyos elementos
son los productos escalares entre cada dos filas y, por tanto, [os cosenos entre los
dngulos que desde el origen forman los individuos desplazados en R7*!. Veremos a
continuacion que estos cosenos van a estar cerca de 1 (6 -1) para individuos préximos
respecto a la métrica euclidea y cerca de 0 para individuos alejados entre si.

Proposicion 1:

Sean dos puntos cualesquiera P; y Py de RV, llamemos Oy el dngulo que forman los
vectores OP;, OP, y d;, dy sus normas. Supongamos que incluimos estos puntos e
un espacio de dimension p + 1, desplazdndolos a través de la dimension p + 1 una
distancia ). > 0, siendo OP] y OP] los nuevos vectores desde el origen, oy el dngulo
que forman y t;, 1y sus normas. Entonces

1. Los valores del cosoyy, pueden expresarse como
A? + hd?cosBy
\/d,? + 12\/h2d,2 +2A2

(21) cosOly =

siendo dy, = h-d;, para h > 0

2. Los valores del cosQuy, que oscilan estdn -1y 1, estdn proximos a I para puntos P;
y Py, situados fuera de un entorno del origen, préximos entre si.

3. Los valores del cosoy, son menores que cos®y, cuando los puntos P; y Py, situados
fuera de un entorno del origen, tienden a estar alejados.

4. Los valores del cosoyy estdn préximos a 1 para puntos P; y Py situados en un entorno
del origen, independientemente del dngulo 8y, que formen.



Demostracion:

1. Ayudandonos de la Figura 4,

o]

Figura 4. Representacidn de elementos desplazados en RP*!.

se tiene que la expresion (14) puede escribirse indistintamente como
d% = d} +d} —2didicos8y
(22) = l,-2 -f-l’,? — 21it,COSOLg -

Pero como 2 =d? + A% y t} = d? + A2, sustituyendo en (22) y simplificando, se
obtiene

~2didycosBy = 202 — 24 /d? + 02 /22 + Wcoso

de donde, sustituyendo di por h-d; y despejando cosoy, se llega a la expresién
21n).

2. Para cualquier desplazamiento A > 0 de los puntos en la direccién p+ 1, sea un
punto P; no contenido en un entorno del origen de R”, es decir con distancia al
origen d; > M.

Los puntos proximos a P; seran aquellos que estén en una cierta bola de centro P;
y radio € : BP(P;,€). Para estos puntos debe verificarse que dj = d(P;,P) < &, y
utilizando (14): ' S

d = (di = dp)? +2-d;-di - (1 — cos®y)) = (h— 1)2d? + 2hd?(1 — cos(®y)) < €2,

!

lo cual implica que

g2 g

(23) (h— 1)+ 2h(1 — cosBy) < = <7
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2 . P . . ~
donde A%lf debe ser una cantidad proxima a O si € es suficientemente pequefio en

relaciéon a M.

Por tanto, la desigualdad (23) nos indica que los puntos préximos a P; son aquellos
para los que los valores de & y del cos8; estan en un entorno de 1. Pero estos
valores son transformados segun la funcién (21), que es continua, en valores de
cos(0yx) préoximos a1, ya que se verifica que

i A2+ hd?cos®y  AP+dr
= L=
R R OV B E A
cosBy — 1

Esta dltima expresién indica que puntos inicialmente préximos entre si van a tener
un coseno préximo a | cuando son desplazados en R7*1.

3. Por otra parte, si seguimos considerando un punto P; no contenido en un entorno
del origen de R”, para cualquier valor de cosO; se verifica que
i A2+ hdizcoseik dicosB;;
im =
SRR R 102 [
lo cual indica que, independientemente del dngulo inicial que formen los puntos

P; 'y Py, a medida que los puntos se alejen mas, el valor de cosoy, serd menor que
el de cosBj.

< cosBy,

4. Por udltimo, el limite

lim A% + hd*cosBy -1
A0Sl 202 e+ 2

indica que con los puntos que se encuentran en un entorno del origen de coorde-
nadas, vamos a obtener al desplazarlos cosenos préximos a 1, independientemente
del dngulo inicial que formen. :

LaFigura 5 es una representacién de las curvas de superficie obtenidas con el Software
Mathematica [23] para el cosoyy, cuando se toma A =1y d; = 1 y se hace variar /
en [0,5] y By en [—m,n]. El sombreado de las superficies que encierran indican la
evolucién del valor del cosoy, desde 1 (color blanco) hasta O (color negro). Puede
observarse cémo a medida que A se va haciendo mds grande y 6, se aleja de 0°, ias
curvas se van oscureciendo.
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Figura 5. Representacién mediante curvas de superficies de cosouy.

Por otra parte, también puede comprobarse que estas curvas de superficie se alargan
mucho mds hacia la derecha cuando se aumenta el valor de d; en relacién al de A = 1.
Esto nos indica que cuando las distancias d; son todas mds grandes, las diferencias de
distancias entre puntos proéximos serdn tambien mds grandes y los valores del cosouy
seguirdn siendo préximos a 1 incluso para valores de £ mayores.

Estos resultados nos permiten utilizar los elementos de WW’ en el modelo Q-factorial
como medidas de similaridad que van a conservar la configuracién inicial de los
puntos. Las caracteristicas del modelo factorial obtenido permiten establecer una regla
clara de clasificacién entre los clementos, obteniendo al mismo tiempo el nimero de
posibles clusters y la asignacién de los elementos a ellos.

El modelo (17), para la matriz W, obtiene un conjunto de g factores, cuyo niimero
puede venir determinado por la proximidad a 1 del coeficiente (3). Cada uno de estos
factores tiene posibilidad de determinar dos clusters, uno en su direccién positiva y
otro en la negativa. Denotemos estas direcciones por gT,g'{,--- ,gj,gl',g{, 84

Una vez obtenidos los factores, la matriz de estructuras S= (s;;) que se obtiene des-
pués de realizar una rotacién oblicua, serd la que determine el nimero de clusters y
asigne cada elemento a su grupo correspondiente. En concreto, para cada elemen-
to, la estructura maxima en valor absoluto determinara la asignacién a la direccién
correspondiente, es decir:

o . P
I e { g, Si MaXpei..g |sip| = sij
; A

f s MaXp=i,..4 [Sip| = —sij
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4.2. Obtencion del desplazamiento de la nube de puntos

En las transformaciones efectuadas a la matriz X, , hasta llegar ala W, ;| se ha dejado
un punto sin resolver: ;jqué distancia desplazaremos los puntos en la dimensién p+1?

Si recordamos que la traslacion a través de esta dimensién la hemos realizado con el
objetivo de ‘tener una perspectiva mejor’ desde el origen para detectar los posibles
grupos homogéneos en los datos, parece 1dgico que a la hora de determinar cuanto
debemos desplazarnos, es decir el valor de A, lo hagamos de forma que tal valor haga
méxima la dispersién que presentan los puntos desde el origen.

Pueden tomarse varias formas de medir la dispersién que presentan los datos. La
variacién total, obtenida con la traza de la matriz de varianzas-covarianzas de W
podria ser un buen coeficiente si no fuera porque va a ser siempre 2 el nimero de
filas de X, independientemente del valor de A. En efecto,

p+l on n p+l n

w(W'W) = ZZWU ZZWU 2 1=n

j=li=1 i=1 j=1 i=1

En su lugar, Mardia et al. [18] recogen el concepto de varianza generalizada que
Wilks [22], y anteriormente también Frisch [6], definieron y que utilizaremos para
este propdsito.

Definicion (Mardia et al., [18], p.13)

Dado un vector aleatorio con p variables observadas sobre n individuos y dada la
matriz de varianzas-covarianzas muestrales Sy, = (s i), siendo

1 14 _ _ i
sjk:_Z(Xij—xj)(xik_xk) Jakzlal"apv

s
se define la varianza generalizada como el determinante de S
VG =det(S) =| S|
La varianza generalizada es una medida que resume la dispersién general de las p
variables en el conjunto de los n individuos. Puede ser utilizado para determinar el
desplazamiento imponiendo que el valor A lo haga mdximo para la nube de puntos

determinada por W. Se probard a continuacién que este maximo existe para una
funcién que es miltiplo de la varianza generalizada de W: f(L) = det(W'W)
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Proposicion 2:

Dada la matriz X, , centrada por columnas, T, ,11 la obtenida al trasladar los datos
por una dimensién mds, cuya iltima columna tiene por elementos el pardmetro A, y
la matriz normalizada por las filas W, ,11, la dispersion que presentan los datos en
R desde el origen, es directamente proporcional a det(W'W). Ademds, la funcion
f(A) = det(W'W) alcanza un mdximo finito en [0,<].

Demostracion:

Con los datos centrados, considerados como puntos de R”, la varianza generalizada
es el determinante de la matriz de covarianzas S = (1/n)X'X.

Cuando estos datos se incluyen en un espacio de dimensién p+ 1 y se desplazan, el
volimen del hipercono determinado por det(W'W) es 0 cuando A = 0.

Cuando A tiende a o, tal volumen dependerd de

f(?\,) - z (_1)./!+~~.+./p+lhl‘il “.h(IH"l)ijrl

./I---.f/r+l

con j...jp+1 cualquier permutacion del orden natural y siendo los términos /4 los
elementos de H = W'W de la forma

XijXik XijXik j
hi = = Ph=Tep
J ,; Ak ,ZIZ,—IX%/"H”Z
Ctl x,-,-?\. ~
N l _ Jj= l, P
Hp+D) § I 1|2 ,_212 TR
n }\12
ke, =
(p+1){(p+1) ,; || 2 ||2 ,g’ Zl_lx +A2

con ¢; las filas de la matriz 7. Estos términos tienden todos a 0 cuando A tiende a oo,
excepto el A,y 1)(p41) que tiende a 1.

Tenemos, por tanto, que la funcién f(A) = det(W'W) toma el valor f(0) =0, y para
un cierto valor k en adelante puede hacerse tan pequefia como se quiera.

Con esto, Ta funcién f(A), que es continua en el intervalo [0,k] por ser sumas y
productos de funciones continuas, estd acotada, con lo que se sigue por continuidad
que debe alcanzarse un maximo absoluto en tal intervalo, es decir que tendremos un
valor de A para el cual la nube de puntos desde el origen tendrd mayor dispersién.
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4.3. Analisis del ejemplo de los datos Iris mediante el procedimiento propuesto

Los resultados obtenidos con las 10 primeras flores Iris, para la matriz 7 y W son

~9.1 27 =251 -119 67 -0.30 009 -0.83 -039 0.22

( —13.1 37 =250 =109 6.7 -0.42 012 -080 -035 0.2I
-13.1 57 =291 -119 67 —0.37 0.16 -0.82 -034 0.19

59 23 6.9 1.1 6.7 051 020 0.59 0.09 058

T= 29 -83 5.9 .1 67 W= 023 -0.066 0.47 0.08 0.53
- —0.1 1.7 8.9 41 67 - 0.00 0.14 0.74 034 055
49 =23 16.9 81 67 024 -0.11 0.82 039  0.32

7.9 0.7 16.9 10,1 6.7 0.35 0.03 0.76 045 0.30

39 -23 11.9 1.1 67 027 -0.16 0.82 0.07 046

9.9 0.7 11.9 9.1 6.7 0.51 0.03 0.62 047 035

El célculo de la funcién a maximizar se realiza a través de la obtencién de los
autovalores de W/ -W y la maximizacion de su producto. Ambas lareas se realizan
con subrutinas de FORTRAN de la libreria IMSL.

LLa Tabla 5 contiene las distancias cuadradas originales de las 10 flores (triangular
inferior) y los coeficientes de asociacién dados en (21). En ella pueden apreciarse
cémo estos coeficientes se aproximan a | tanto mds cuanto que las distancias son
menores.

Tabla 5. Matriz de distancias cuadradas originales (triangular inferior) y de similaridades
(triangular superior) entre las 10 flores transformadas en W

Iris | [l 2 I3 14 I5 i6 i7 I8 9 110
1 991 993 —-.558 425 -—-599 -—-.836 -.833 —.689 -—-.759
12 18 997 —.615 —-465 -570 -.836 —.841 —-709 —.791
I3 | 41 21 —.614 —494 581 -—-.842 -834 721 773
14 | 1443 1565 1890 846 769 854 842 936 874
I5 | 1395 1505 1846 46 583 717 618 810 619
16 11494 1554 1885 65 127 909 895 875  .828
17 | 2385 2485 2904 150 210 12t 980  .937 930
I8 | 2541 2655 3066 194 308 165 22 892 976
19 | 1732 1838 2203 29 73 50 75 131 .847
110 | 2175 2307 2676 114 230 135 60 30 109

Al obtener con W la solucién dada por (17) con los tres primeros factores, se obtiene
una matriz de estructuras dada en la Tabla 6, donde vemos cémo los Iris que tienen
estructura mds alta con el factor primero son del 6° al 10°, los que se asocian con el
segundo factor son del 1° al 3°, y con el tercer factor el 4° y 5°. Puede establecerse
asi una clasificacion originada por los factores, que como puede comprobarse agrupa
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a los Iris del grupo Setosa en el segundo factor, a dos Iris del grupo Versicolor en el
tercero y a los cuatro del grupo Virginica y uno del Versicolor en el primero.

Tabla 6. Matriz de estructuras después de rotar con tres factores en el modelo Q-factorial para
los datos Iris transformados en W, con la clasificacion obtenida

Iris | Factor 1 - Factor 2  Factor 3
I -0.62 0.95 0.37
12 —0.59 0.94 0.41
13 —0.60 0.94 0.44
14 0.80 -0.54 —0.87
15 0.51 -0.36 ~0.94
i6 1.00 -0.59 -0.60
17 0.91 ~-0.80 —-0.69
8 0.93 —0.82 —0.61
19 0.85 —0.66 —0.81
110 0.90 -0.77 0.62

Combinando la clasificacién original de los datos originales con la obtenida se tiene
la Tabla 7, la cual pone en evidencia que, a excepcidn del Iris 6°, hecho que era de
esperar si se observan sus distancias respectivas en la Tabla 5, los demas han sido
bien clasificados en un 90% de los casos.

Tabla 7. Correspondencia entre clasificacion original y clasificacion obtenida con el procedi-

miento propuesto para los datos Iris

Iris  Grupe Clasif.
11 A o
12 A g5
13 A g5
14 B g
I B g
16 B g7
17 C &
I8 C gf
19 C g
1o c gl

Cuando se ha utilizado el procedimiento con las 150 flores Iris (Fisher, 1936), los
resultados obtenidos son algo peores que los anteriores, ya que se han conseguido
clasificar bien a 124 de ellas (82.66 %), cuando se tomaron 2 factores, y a 111 (74 %)
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cuando se tomaron 3 factores. Es evidente que el procedimiento de clasificacién que
se ha propuesto no sélo depende del nimero de factores que se tomen en el modelo
Q-factorial, sino de todos aquellos pardmetros que influyan al detectar separaciones
entre los grupos: dimensidn de los datos, nimero de grupos, nimero de elementos
en cada grupo, etc.

5. ESTUDIO DE SIMULACION DEL PROCEDIMIENTO Y COMPARACION
CON EL METODO KM

Para evaluar el funcionamiento del procedimiento que se propone, se ha realizado una
simulacién generando una muestra de 100 conjuntos de datos, cada uno de ellos con
50 elementos entre los que existan grupos definidos.

Como el nimero de factores a tener en cuenta para la formacién de esta muestra es
muy elevado, se han acotado las posibilidades sin quitar generalidad y aleatoriedad a
la muestra elegida. Para ello, utilizando la generacién de nimeros aleatorios entre 0
y 1 se ha obtenido para cada uno de los 100 conjuntos:

1. Un nimero aleatorio entre | y 5 que determine la dimension del espacio inicial de
los datos.

2. Un ndmero aleatorio entre 2 y 6 que determine el ntimero de grupos definido en
cada conjunto.

3. Para cada grupo, un punto aleatorio del espacio determinado que serd considera-
do como centro del grupo, exigiendo que la distancia minima entre dos centros
cualesquiera dentro de un conjunto sea al menos de 3 unidades.

4. Por iltimo, en cada grupo se elije un nimero de elementos, con la restriccion
de que el conjunto en total tenga 50, y se han obtenido las coordenadas de los
elementos sumando o restando a las coordenadas del centro un nimero aleatorio
entre 1 y 3, calculado mediante un coeficiente de dispersion que se determina para
cada grupo y coordenada.

Cuando se ha utilizado el procedimiento descrito en la seccién 4 con los 100 conjuntos
de elementos generados, hemos realizado los cdlculos para distintas cotas impuestas
a los autovalores de W'W que, como se sabe, limitard en mayor o menor medida el
nidmero de factores a extraer en el modelo Q-factorial. Asi, la Tabla 8 nos proporciona
el porcentaje de elementos bien clasificados obtenido segiin el tanto por ciento de
variabilidad minimo que se ha exigido a cada factor para ser elegido en el modelo
Q-factorial.
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Tabla 8. Porcentaje de elementos bien clasificados de la muestra generada, segiin el porcentaje
minimo de variabilidad exigido a cada factor elegido en el modelo

% EXIGIDO 1 5 10 15 20 25 30
% BIEN CLASIF. | 8342 8524 8586 85.12 8436 82.88 82.88

Como puede verse, el porcentaje mayor de elementos bien clasificados se obtiene
cuando se toman los factores de forma que sean capaces de explicar al menos el 10%
de la variabilidad total. Este resuitado es el esperado ya que, por un lado, si se toma
un valor mds bajo el nimero de factores elegidos aumenta y ello hace que, al rotarlos,
aparezcan mds direcciones y, por tanto, mds clusters. Por otro, si se toma un valor
mds alto, pueden despreciarse direcciones antes de la rotacién que sean significativas
a la hora de formar grupos.

Por otra parte, como hemos dicho anteriormente, este procedimiento puede también
utilizarse para determinar el nimero de grupos en un conjunto. Si analizamos las di-
recciones (positivas o negativas) que han intervenido en cada uno de los 100 conjuntos
para determinar las clasificaciones, podemos enfrentar en la Tabla 9 los parametros
nimero de grupos inicial con el ndmero de direcciones significativas:

Tabla 9. Nimero de grupos inicial frente a niimero de direcciones significativas obtenidas en los
100 conjuntos generados

N° de grupos inicial
Nedir. | 2 | 3 4 1516

2 21 | 25| 4 |5
3 5112122
4 514
5 1

Como puede verse, el procedimiento determina, en general, menos grupos de los
que hay originalmente. La diagonal principal de la matriz formada con las 4 primeras
columnas tiene por traza el nimero de conjuntos en los que el nimero de grupos inicial
y el de direcciones obtenidas coinciden. En el 46% de los casos se ha obtenido el
mismo ndmero. Por otra parte, los elementos de la diagonal secundaria por encima
de la principal representan aquellos conjuntos en los que el ndmero de direcciones
obtenidas ha sido una menos que el nimero de grupos inicial, obteniendo el 41% de
estos casos. Resumiendo, en el 87% de los casos se ha obtenido el mismo nimero
de grupos iniciales 0 uno menos.
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Por otra parte, se ha confeccionado un algoritmo para obtener soluciones que cla-
sifiquen a cada uno de los 100 conjuntos generados, utilizando el procedimiento no
jerarquico de minimizar la traza de la matriz de dispersiéon dentro de un niimero de
grupos dado (Everitt, [4]). Este criterio es equivalente al de colocar cada individuo
en el cluster cuyo centro esté mas proximo a él (algoritmo de K-medias), cuya par-
ticién resultante depende del nimero de clusters del que partamos y, en ocasiones
(Blashfield, [1]), de la particién inicial de la que se parta.

Los resultados obtenidos con este algoritmo, teniendo en cuenta que se ha iniciado
con la particién correcta en cada conjunto, muestran que no ha sido capaz de clasificar
bien al 100 % de los elementos como deberia esperarse, sino que ha logrado 4285
elementos bien clasificados del total de los 5000, es decir, un 87.7 %. Ademaés, hemos
comprobado que el algoritmo ha cambiado la agrupacién original, al menos en un
elemento, en 64 de los 100 conjuntos, lo cual nos da una idea de lo poco eficiente
que resulta este algoritmo.

Si comparamos estos resultados con los obtenidos con el procedimiento propuesto,
vemos que ¢l de minimizar la traza se comporta de forma parecida cuando en el
primero se toman los autovalores capaces de explicar al menos el 10 % de la dispersion
de los datos, donde se obtenfan el 85.86 % de datos bien clasificados. Pero ademads,
hay que tener en cuenta que el primero tiene, por un lado, la ventaja sobre el segundo
de que no necesita el conocimiento previo del nimero de grupos para obtener este
porcentaje de clasificaciones y, por otro lado, que los resultados obtenidos no dependen
de ninguna particién u ordenacion inicial de los elementos.

6. CONCLUSIONES

Se ha propuesto un procedimiento de clasificacion en el que, utilizando algunas trans-
formaciones geométricas y el modelo Q-factorial, se ha conseguido dejar la decisién
del nimero de clusters y la asignacién de elementos al propio procedimiento. Los
resultados, sin ser excelentes, no son peores que los de uno de los métodos maés
utilizados dentro del andlisis cluster, con la ventaja de que no tenemos que partir de
ningdn conocimiento sobre el nimero de clusters.

No obstante, es evidente que el procedimiento depende del criterio de eleccion de
los factores en el modelo Q-factorial. Los estudios de simulacién parecen aconsejar
que sean elegidos aquéllos que expliquen al menos entre un 5% y un 15% de la
variabilidad total.

Ademds, el nimero de clusters que puede determinar estd limitado por el doble de
las direcciones factoriales (positivas y negativas) obtenidas, que dependen a su vez
del mimero de variables. Esto desaconseja que el procedimiento pueda utilizarse en
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conjuntos de datos donde el niimero de variables utilizadas sea pequeiio en relacién
con el de posibles clusters o se sospeche la existencia de un nimero de clusters muy
superior al de variables. De todas formas, futuros estudios pueden perfilar mejor todas
estas caracteristicas.
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ENGLISH SUMMARY

A PROCEDURE OF CLUSTERING USING THE SVD
OF A MATRIX. COMPARISONS WITH THE BIPLOT
AND WITH THE Q-FACTOR MODEL

JUAN L. GONZALEZ CABALLERO*
MARIANO J. VALDERRAMA BONNET"*

In this paper we intend to use the SVD to propose a geometric procedure
that allows us to obtain natural clusters within a data set. It’s inspired by
the geometric representations that the biplot and, especially, the Q-factor
model allow us to make of any individual or object set. It transforms first
the X, data matrix in W,, 4\, so that on obtaining the Q-factor model of
W, natural sets with greater clarity appear. Besides centering the X data
in columns, they move through another dimension and they are normalized
in rows (W matrix). The distance of displacement in the (p + 1) dimension
is looked for to maximize detfW’W), in order to maximize the generalized
variance. The results that the paper include show that this distance exists
and is finite and that the elements of WW' matrix, that represent the cosins
between the new row vectors, are next to 1 for individuals of a same clus-
ter and far from | for individuals of different clusters. The paper finishes
with analyzing the Iris data (Fisher[5]) with the proposed procedure, and
with seeing its behaviour with a random sample of data sets with clusters,
and subsequently its efficacy compared with the nonhierarchical clustering
procedure of minimizing the trace of the within-group dispersion matrix.

Keywords: Singular value decomposition; factor models; bipiot repre-
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The Singular Value Decomposition (SVD) of a matrix X, , is a result described for
the first time by the English mathematician Sylvester (1889), which allows us to write
X in (1), using the principal directions obtained in the R” and R" spaces, where the
row and column vectors of the X matrix can be represented, respectively. Its statistic
importance is owed to Eckart & Young (1936) and Householder & Young (1938),
who showed its use in obtaining the best least-squares fit of the X matrix for one
matrix of less rank.

The SVD, and the spectral decomposition of a square matrix that is a special case of
the SVD, are the foundation of many reduction techniques and data representation, as
principal components, principal coordinates, some factor models, the correspondence
analysis or the technique of biplot representation.

In the last few years, numerous references can be found in the literature about Cluster
Analysis (Gnanadesikan (1977), Gordon (1981), Everitt (1993)), in wich the use of
geometric procedures of data representation are suggested that, in most cases, refer
to some of the previous techniques. Although none of tem are specifically designed
for to indicate the presence of clusters within data, they are used for this purpose
together with other procedures for obtaining homogenous groups, not only to indicate
its presence but also for preventing excesive claims for cluster structure produced by
more complex techniques clustering.

In this paper we intend to use the SVD to propose a geometric procedure that allows
us to obtain natural clusters within a data set. This procedure is inspired by the
geometric representations that the biplot and, especially, the Q-factor model allow us
to make of any individual or objet set.

In section 2, we present, in outline, the biplot representation model with the main
results (4) to (13), that allow us to use it to obtain representations in the plan of
element set that, sometimes, let us discover homogeneous. With the first ten Iris
flowers (Table 1), used by Fisher (1936) in discrimination problems (3 of type Setosa,
3 of type Versicolor and 4 of type Virginica), the biplot representations are obtained
when the data for columns are centred (Figure 1). This representation show that some
natural sets can be discovered because the 3 Setosa flowers are separated from the
rest.

In section 3, the R and Q factor models are introduced by means of SVD. Through
the structure matrix obtained after rotating the solution (17) with the oblique rotation
criterion proposed by Jennrich and Sampson (14), the Q-factor model of centred by
columns and normalized in rows matrix, allows us to obtain (Table 4) practically the
same natural sets as with the biplot representation.

In section 4, we propose a procedure that transforms first the X, , data matrix in
W, p+1. so that on obtaining the Q-factor model of W, natural sets with greater cla-
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rity appear. Besides centering the X data in columns, they move through another
dimension ( T matrix ), and they are normalized in rows (W matrix). The distance of
displacement in the (p+ 1) dimension is looked for to maximize det(W'W), in order
to maximize the generalized variance. The results that includes the section show that
this distance exists and is finite and that the elements of WW’ matrix, that represent
the cosins between the new row vectors, are next to 1 for individuals of a same cluster
and far from | for individuals of different clusters. The section finish on analyzing
the Iris data with the proposed procedure again, and we obtain a structure matrix
(Table 6) for the Q-factor model of W which is capable of clasifyng well 90 % of the
elements.

In section 5, in order to evaluate the proposed procedure, we have seen its beha-
vior with a random sample of data sets with clusters, and subsequently its efficacy
compared with the nonhierarchical clustering procedure of minimizing the trace of
the within-group dispersion matrix. Here, we can see that the percentages of well
classified elements with boths procedures are very similar.
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;CUANTOS CLUSTERS HAY EN UNA POBLACION?

JUAN JOSE PRIETO MARTINEZ*

Sea una poblacion cerrada formada por un niimero desconocido K y finito
de clusters. El método bootstrap es utilizado para estimar el niimero de
clusters que constituyen una poblacion. Se propone un estimador para K,
el cual es ajustado y corregido por su sesgo estimado mediante el método
bootstrap de Efron (1979). La varianza del «estimador bootstrap» se cal-
cula por el método jackknife agrupado. Mediante simulacion, el estimador
es comparado con el de Bickel y Yahav (1985).

How many clusters are there in a population?
Clasificacion AMS: 162G05

Palabras clave: Ndmero de clusters, Bootstrap, Jackknife agrupado.
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1. INTRODUCCION

Existe una gran cantidad de trabajos en la literatura estadistica sobre los métodos de
estimacién del ndmero de clusters en una poblacién, pero la mayoria de ellos han
sido desarrollados en torno a la idea de que las probabilidades de observacion de los
distintos clusters son iguales. Ver, por ejemplo, Lewontin y Prout (1956), Darroch
(1958), Harris (1968), Jonhson y Kotz (1977), Marchand y Schrowck (1982), Darroch
y Ratclif (1980), Holst (1981) y Esty (1985).

Existe un concepto que estd muy ligado con el de nimero de clusters de una poblacidn,
que es el cubrimiento muestral. Se define como la suma de las probabilidades de los
clusters observados en una muestra. En el caso de clusters igualmente probables,
el cubrimiento viene dado por el nimero de clusters observados en una muestra, D,
dividido por el nimero de clusters que constituyen la poblacién, K. Darroch y Ratclif
(1980) utilizaron exactamente la idea del cubrimiento muestral para estimar K.

Ahora bien, considerar la hipétesis de que las probabilidades de los distintos clusters
son iguales es, en principio, un caso muy particular y poco frecuente. Por ejemplo,
no existe una misma cantidad de animales para cada especie en un ecosistema; no se
repite con la misma frecuencia cada una de las diferentes palabras que constituyen
un texto; no se acufia la misma cantidad de las distintas monedas utilizadas en un
pais durante un centenario, etc. La mayoria de los trabajos realizados para pobia-
ciones heterogéneas (es decir, constituidas por clusters no equiprobables) adoptan un
enfoque paramétrico. Por ejemplo, Fisher, Corbet y Williams (1943) asumen que
para cada cluster, el niimero de observaciones en la muestra se distribuye segiin una
distribucién de Poisson, y el pardmetro de dicha distribucién se asume que sigue una
distribucién Gamma. Muchos otros articulos sobre modelos de abundancia de espe-
cies en un ecosistema también hacen consideraciones paramétricas. Ver, por ejemplo,
McNeil (1973), Engen (1978), Efron y Thisted (1976). Fue Esty (1985), el primero
en estimar el nimero de clusters en una poblacién heterogénea mediante el concepto
de cubrimiento muestral, aunque bajo un modelo paramétrico. Chao (1992) propone
una técnica de estimacién no paramétrica, pero utilizando también la idea del cubri-
miento muestral. Bickel y Yahav (1985) propone un método no paramétrico para una
poblacién heterogénea sin utilizar el concepto de cubrimiento muestral.

La propuesta de este articulo es justamente plantear una técnica de estimacién no
paramétrica alternativa al estimador de Bickel (1985), sin necesidad de plantear un
modelo de probabilidad ni de recurrir al concepto de cubrimiento muestral, demos-
trdndose por métodos computacionales que el estimador propuesto es menos sesgado
que el estimador de Bickel y Yahav (1985).

Por tanto, considérese una poblacion cerrada en la cual las observaciones estdn agru-
padas en K clusters. El significado de cerrada hace alusién a que durante el estudio
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no se producen entradas o salidas de clusters existentes. Se propone inicialmente un
estimador sesgado, el cual es corregido por su sesgo estimado mediante el método
bootstrap de Efron (1979). En el apartado 2 se describe detalladamente dicho método,
el cual es aplicado en el siguiente apartado para obtener el estimador ajustado. Tam-
bién se calcula su esperanza matematica y su varianza, esta iltima mediante el método
Jjackknife agrupado. En el dltimo apartado se refleja un estudio realizado por simula-
cién para el estimador propuesto. Ademads de dar su valor, es comparado con el valor
del estimador de Bickel y Yahav (1985), bajo distintas distribuciones de probabilidad.
Se presentan seis casos posibles de una poblacién que pasa de ser totalmente ho-
mogénea a ser heterogénea, comprobando la eficiencia del estimador propuesto frente
a la del estimador de Bickel y Yahav. Finalmente se da el valor de su desviacién
tipica aplicando el método jackknife generalizado.

2. METODO BOOTSTRAP
Efron (1979) desarrolla el bootstrap como un método afin al jackknife, el cual requiere

métodos de simulacién para la estimacién de un pardmetro y de su varianza.

Considérese que xq,x2,....x, son observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidas de una funcién de distribucién F desconocida. El procedimiento bootstrap
sigue los siguientes pasos:

1. Construir la funcién de distribucién de probabilidad empirica poniendo masa 1/n
en cada una de las x;, parai=1,... ,n.

2. Extraer una submuestra de tamafio n con reemplazamiento de la muestra inicial,
denomindndose muestra bootstrap.

3. Calcular el estimador de 6 basado en la muestra bootstrap.

4. Repetir los pasos N veces hasta conseguir N estimadores de 6, denotdandolos por
i, i=1,...,N.

5. Calcular:

Efron sugiere que N sea un valor del intervalo [50,200] para generar estimadores
adecuados de 6.
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3. ESTIMACION NO PARAMETRICA DEL NUMERO DE CLUSTERS

3.1. El estimador

Sea una poblacidén constituida por K clusters. Se extraen ¢ muestras de tamafio n cada
una con reemplazamiento de dicha poblacién. La probabilidad de observar el cluster
J en cualquiera de las ¢ muestras es pj, con j=1,...,K. Se considerard como una
sola muestra inicial la unién de las (n-¢) observaciones procedentes de las ¢ muestras.
El tnico fin que tiene extraer ¢ muestras es para saber con qué probabilidad estimada
un cluster es observado. Nétese que:

nimero de muestras en que el cluster j es observado

pi= :
! numero total de muestras

Sea K el ndmero de clusters diferentes observados en las ¢ muestras. Naturalmente
K, es un estimador sesgado. El objetivo principal es corregir y ajustar K; mediante
su sesgo estimado. Para ello se extrae una submuestra de tamaiio (n-t) con reem-
plazamiento de la muestra inicial (se denomina muestra bootstrap). Considerando la
variable aleatoria indicatriz:

{ 1 si el cluster j es observado en la submuestra.
1~ =
J

0 en otro caso.

se define
K,
Ky=Y 1,
=1

como el nimero de clusters observados en la muestra bootstrap.

Bajo el muestreo bootstrap, el valor esperado de K> viene dado por:

K I
Ep(K2)=E <2 1./') =2 Es(l)).

J=1 J=1

Ahora, como las ¢t muestras se realizan con reemplazamiento,
Ep(Ij) = Probp(lj = 1) = 1 — Prob(l; = 0) = 1 — (1 — (n;/1))",

donde n; es el nimero de muestras en que el cluster j es observado. Obsérvese
que esta expresion es un valor muestral y no la esperanza matemdtica de la variable
aleatoria indicatriz, la cual participa en el cdlculo del sesgo producido por K;. Por
consiguiente, un estimador del sesgo producido viene dado por:

K

Se(K2) = Y, (1= (n;/0))",

J=1

72



y el estimador bootstrap para K es:

K
(1) K=K+ (1=(nj/t)"
J=1

Nétese que el valor méds pequefio de K es K| si y sélo si cada cluster de los K|
es observado en las r muestras (n; = ). En cambio, si n; =1 (para j=1,...,K)),
entonces el valor maximo de K es Ky + K (1(1/¢))" = K; (1(¢1/0)").

3.2. La esperanza matematica de K

Tomando esperanzas en (1),
~ Kl
E(K)=E (Kl +, (1- (n,//t))’”> :

/=1
Ahora,

K|
(8 o) - (g0 i)
J= /=

t

- ()

r

I
™=
M-

pi(1—pj)~

j=1r=l

Por otro lado, si

1 siel cluster j es observado en alguna de las t muestras iniciales.
b=
0 en otro caso.

K

K K
m)-E(Z >=§p(¢,,~—1 2 p(9;=0)) =

j=1

M>=

(2) = ~ (1 _(1_171 m =K- 2 (I‘P/)m
Asi,
~ K K 1t ¢
ER) = K-3, (1-p; "’+zlz -y (1) -pi-

J=1 J=lr=I
K t

?3) =K—2{ 2( )(1— r/)" pi(1=p)~ }
j=! =1
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3.3. La varianzade R

Cada muestra de tamaiio n se divide en g grupos de tamafio & de manera que se van
eliminando observaciones en bloque de cada muestra; es decir, primero se eliminan

o1 1 . 2} 2 2
xl),xz),... ,xh) de la primera muestra, xl),xz),... ,xh) de la segunda muestra, etc;
e D) 1 . 2) 2)
luego se eliminan x,’,,...,x,, de la primera muestra, x;_ |,...,x;, de la segunda

muestra, etc; en definitiva, se elimina de cada muestra uno cualquiera de los grupos
y se recalcula el estimador propuesto denotado por K(;y. Definiendo

o
Koy =22 K,

la varianza de K viene dada por

—1
Var(l?) = gTZ (K(,-) —K(,))z.

Este procedimiento de cdlculo de la varianza se denomina método jackknife agrupado.
Ver Efron (1982).

4. RESULTADOS NUMERICOS

Considérese una muestra aleatoria de tamafio n. Definiendo

; 1 Sin>0
1o six;=0"

donde X; es el nimero de veces que el cluster j es observado, se tiene que:

K
D=3 I
=1

es el nimero de clusters observados; y
K
fi=> 1(X;=1), i=0,1,...,n,
j=1

es el nimero de clusters que son observados exactamente / veces en la muestra n.
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Entonces, una cota inferior para K obtenida por Bickel y Yahav (1985) es
-1

=1

K
> X
j=1

P
= | -
h

Ky =D+ (f1/n)

Entonces, para comprobar la eficacia del estimador propuesto K con respecto al esti-
mador Kgy, se han evaluado mediante métodos computacionales por simulacién. La
evaluacién de K ha sido llevada a cabo simulando ¢ muestras aleatorias (en particular
1 y 5 muestras) de tamafio 50 y 100 de una poblacién de 200 clusters. Las proba-
bilidades de observar los diferentes clusters han sido consideradas pertenecientes al
intervalo [0,0020;0,01]. Se han considerado 6 casos posibles. En el primer caso se
han considerado las probabilidades iguales. En el segundo los primeros 100 clusters
tienen probabilidades 0,004 de ser observados y los 100 siguientes 0,006. Los si-
guientes casos se van considerando poblaciones mds heterogéneas. Cada caso se ha
simulado 50 veces y se han tomado el promedio de los resultados. Se han restringido
los tamafios de la muestras a 50 y 100 por motivos que se comentan a continuacion.
Para saber si el método para el calculo de la varianza del estimador propuesto es
apropiado para conocer su error estandar, también se han realizado métodos compu-
tacionales tales que los grupos en que se ha dividido las muestras de tamafio 50 y
100 son de 5 y 10 elementos respectivamente.

Los resultados obtenidos indican que:

— Para poblaciones con probabilidades de observacién iguales, la estima de K es
preferible a la de Kpy.

— En poblaciones heterogéneas es preferible utilizar K que Kpy, donde éste siempre
infraestima K, y en cambio K,cont=1,no siempre da un valor por defecto o por
exceso. Sin embargo, cuando ¢ y/o n crece el sesgo es por defecto. Su justificacion
viene a continuacién.

— Para cualquier poblacién, el sesgo estimado por K cuando se toma pocas muestras
es siempre menor que cuando se toman muchas muestras. Ademds, fijado z, es
preferible no considerar un tamafio muestral excesivamente grande. Esto es debido
a que el segundo sumando de K estd formado por sumas de valores comprendidos
en el intervalo (0,1) con exponente (n x t). Ver (1).

— Para cualquier poblacién, el sesgo cometido por Kpy cuando n = 50 es siempre
mayor que cuando n = 100.

— El sesgo de cada estimador aumenta cuando la poblacién es mds heterogénea,
aunque para K (con t = 1) lo hace mas débilmente. Por otro lado, obsérvese que
es preferible utilizar K (cuando ¢ crece) que Ray.
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— La varianza de K cuando n = 50 es m4 pequefia que cuando n = 100. A medida
que la poblacién es mds heterogénea, la varianza es ligeramente mayor.
Tabla 1
Casos n Pj Ky N° de Estimador V(R)
muestras Bootstrap
1 50 pj = 0.005 130.15 1 211.05 29.36
j=1-200 5 152.60
100 156.69 1 219.98 34.36
5 172.74
2 50 pj=0.004 128.67 1 195.26 28.12
j=1-100 5 145.97
pj=0.006
Jj=101-200
100 154.35 1 210.09 31.35
5 142.35
3 50 pj =0.0035 126.90 1 197.56 25.56
j=1-90 5 149.23
pj=0.0045
Jj=91-180
p;=0.014
Jj=181-200
100 143.04 1 203.81 30.54
5 141.79
4 50 pj=10.01 131.15 1 212.32 29.63
j=1-10 5 166.32
p; =0.004
j=11-100
100 pj=0.003 149.33 1 224.36 33.71
Jj=101-190 5 155.97
pj=10.023
j=191-200
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Tabla 1 (cont.)

Casos R pj Ray N° de Estimador V(K)
muestras Bootstrap
5 50 pj=10.0035 128.47 1 209.36 32.23
j=1-50 5 155.86
p;j = 0.006
Jj=51-100
p;j=0.002
J=101—-125
100 p;=0.009 144.73 1 189.49 39.36
Jj=126—-150 5 148.21
p;j=0.005
J=151-200
6 50 pj=0.006 149.52 1 216.52 36.23
j=1=-25 5 174.25
pj=0.0025
Jj=26-50
pj=0.009
j=51-175
100 pj=0.008 162.19 1 222.89 42.97
J=76—100 5 172.12
pj=0.001
Jj=101—-125
pj=0.002
Jj=126—-150
pj = 0.005
j=151-175
p;j=0.004
Jj=176-200 -
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HOW MANY CLUSTERS ARE THERE
IN A POPULATION?
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Let a closed population with a unknow finite number K of clusters. The
bootstrap method is used to estimate the number of cluster in a population.
An estimate for K is proposed, adjusted and bias corrected by mean the
bootstrap. Grouped jackknife is used to calculate its variance. The perfor-
mance of the proposed estimator is investigated by means of Monte Carlo
simulations and it is compared with Bickel and Yahav (1985).
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Assume that there is unknown number K of different clusters in a population. Suppose
t samples of size n are taken with replacement. Denote p; the probability that any
observation belong to the jth cluster, j =,...,K, Zle p= 1. If (nxt) observations
is only one sample, then an estimator of p; is:

number of samples where the cluster j is observed

A

pj=

number of samples

Let be K; the number of distinct clusters observed in the ¢ samples. K; is a biased
estimator. Now the goal is correct and adjust K for its estimated bias.

Then a subsample of size (n x r) with replacement is taken of the r samples. This is
name «the bootstrap sample». If

{ 1 if the cluster j is observed in the bootstrap sample.
I' =

0 if the cluster j is absent.

K,
Ky = Z I; is the number of clusters observed in the bootstrap sample.
J=1

Under bootstrap sampling the expected value of K3 is given by:

K,

Ep(Ka) =Y, [1— (1= (nj/)"],

J=1
with n; the number of samples where the cluster j is observed.

The estimator of the bias is then:

=

SMéZZ (nj/1))"

and a (bootstrap) estimator of K is:

K
R=Ki+Y (1—(n/t)".

J=1

The expectation of K is:

i{l—P” g( )m—/m” (I =p)"~ },

and its variance is calculate using the grouped jackknife.
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The performance of the proposed estimator is investigated by means of Monte Carlo
simulations and it is compared with Bickel and Yahav (1985) (Kpy). The simulations
results indicate that K is better than Kgy.
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UNA NOTA SOBRE EL CONTRASTE
DE RELACIONES DE COINTEGRACION
ENTRE INDICES DE PRECIOS*

ANDREU SANSO ROSSELLO**
MANUEL ARTIS ORTUNO**
JORDI SURINACH CARALT**

El contraste de relaciones de equilibrio usando técnicas de cointegracion, entre va-
riables economicas en general y entre indices de precios en particular, ha recibido
elevada atencion en los dltimos arios. De entre estas tiltimas relaciones destacar el
contraste de la hipétesis de la Paridad de Poder de Compra (PPP). Johnson (1991)
desarrolla un contraste para tratar de explicar los rechazos que de dicha hipétesis
se producian. El supuesto de qué parte es qué, aun cuando la hipétesis PPP se
cumpla para los bienes individuales, cambios relativos de precios en los indices
unido a diferentes ponderaciones, pueden provocar dichos rechazos. En articulo
que se presenta se realiza una extension y critica del trabajo citado. Respecto a
las extensiones, se amplia el andlisis a indices de Laspeyres, a la desagregacion
del indice en subindices de grupos de gasto y al andlisis de convergencia en tasas
de inflacion. Respecto a las criticas, se muestran las diferentes interpretaciones
del contraste propuesto, las limitaciones en cuanto a su aplicacion y, en un intento
de solucionar éstas, las pobres conclusiones que pueden extraerse de analizar los
cambios relativos entre indices de grupo de gasto. De los desarrollos propuestos
en la nota se desprende que el contraste de relaciones de equilibrio entre indices
de precios ponderados presenta la dificultad de que un rechazo de dicha relacion
no puede interpretarse directamente como un rechazo de la hipétesis econdmica
subyacente (PPF, convergencia en tasas de inflacién, eic.).
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1. INTRODUCCION

En los dltimos afios han aparecido abundantes trabajos que tratan de contrastar diversas
hipétesis econémicas utilizando técnicas del andlisis de cointegracion. Algunas de
estas hipétesis establecen relaciones de equilibrio entre indices de precios agregados
o transformaciones de éstos. De entre éstas destacan la hipétesis de Paridad del Poder
de Compra (Purchasing Power Parity, PPP) o la hipétesis de convergencia entre tasas
de inflacién de diferentes dreas geogréficas en el marco de un sistema de integracién
monetaria.

Respecto a la primera, ha aparecido evidencia tanto a favor como en contra de la
misma y ha sido analizada tanto bilateral como multilateralmente. A ese respecto
cabe citar, entre otros, los trabajos de Corbae y Quliaris (1988), Layton y Stark (1990)
que no hallan evidencia en favor de la hipétesis, y los de Enders (1988) y (1989),
McNown y Wallace (1989), Kim (1990), Heri y Theurillat (1990) que si la obtienen en
algunos casos. Por lo que respecta a la hipdtesis de convergencia en tasas de inflacién,
ejemplos de su contrastacién son los trabajos de Artis y Nachane (1990) y Caporale y
Pittis (1993) que estudian la convergencia en tasas de inflacién entre diversos paises
miembros del Sistema Monetario Europeo y el trabajo de Sansé y Surifiach (1995)
referente a la convergencia en tasas de inflacion entre las Comunidades Auténomas.

Johnson (1991), con el objeto de proporcionar una explicacién a los rechazos de la
hipétesis de la PPP usando indices de precios agregados y el andlisis de cointegracién,
desarrolla un contraste para tratar de explicar dichos rechazos. La idea de la que
parte es de que dicha hipétesis puede rechazarse si hay cambios internos en los
precios relativos de los indices y los paises utilizan diferentes ponderaciones en la
construccion de los indices de precios, aunque la hipétesis de PPP se cumpla para
cada bien individualmente. En este trabajo se extiende el andlisis iniciado por Johnson
y se muestra la limitada capacidad del mismo para extraer conclusiones sobre si son
los cambios internos en los indices los responsables del rechazo de la hipdtesis de
cointegracion (o equivalentemente la hipétesis de PPP o de convergencia en tasas de
inflacién).

El trabajo se estructura como sigue: se expone el modelo desarrollado por Johnson
para criticar los procedimientos habituales de contraste de la PPP utilizando indices
agregados de precios. Posteriormente, se muestra el contraste sugerido por el autor
para determinar si los cambios internos de precios relativos son los responsables del
rechazo de dicha hipdtesis. Una interpretacién y critica del contraste se expone en el
apartado 3. Los dos siguientes apartados tratan de solucionar las criticas al contraste
esbozadas anteriormente. Finalmente, en el apartado 6 se extiende el modelo al estudio
de la convergencia en tasas de inflacién. Termina el trabajo con una recopilacion de
las conclusiones.
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2. EIMODELO DE JOHNSON

Supéngase que hay n bienes diferentes (i = 1,...,n). Sea p; el logaritmo natural del
precio doméstico del bien i—ésimo en el momento ¢, p; el logaritmo natural del precio
extranjero del bien i—ésimo y e, el logaritmo natural del tipo de cambio (unidades
monetarias domésticas por unidad monetaria extranjera). Supdngase que pi, pj, Y
e son integrados de primer orden ({(1)). Si la hipétesis PPP se cumple para el
bien i, entonces o0 = (1,—1,~1)" cointegra xi = (pi, p},er)’, es decir, dy = o'xy =
Pir — p; — € es estacionario (/{0)). Debe considerarse que ello no implica que todos
los diy (i =1,...,n) sigan los mismos procesos. Si la PPP se cumple para todos los
bienes d; = o'x; = p, — p; — e; deberia ser estacionario, donde p; y p; son los vectores
de los logaritmos de los precios domésticos y extranjeros respectivamente.

Veamos como esta hipétesis no tiene porqué cumplirse cuando se utilizan indices de
precios agregados. Sean los indices de precios:

n n
) pi=38pi;  p =2, 0ip}

i=1 i=1
con X8; =1 y Z¢; = 1, es decir, una media ponderada de los logaritmos de los precios
de los n bienes.

Por otro lado, el logaritmo del precio doméstico del bien i—ésimo (i = 2,... ,n) en
relacion al bien | —ésimo, que se toma como numerario, es pi = pir — p1r, ¥ p1r = 0.
Si no hay cambios permanentes en los precios relativos de los bienes, entonces pj
serd estacionario. El objetivo del modelo que se mostrard es llegar a determinar
si los cambios permanentes en los precios relativos (junto con las diferencias de
ponderacion), it, son los responsables del rechazo de la hip6tesis de PPP.

Si pi no es estacionario para algdn i(i = 2,... ,n), es decir, hay cambios permanentes
en los precios relativos domésticos, y 6; # ¢;, entonces o no cointegra x, = (pr, p; ,e;)'.
Ello se comprueba a partir de escribir ¢, como:

2) dy = (8 — ) pic+ Y, Gici
i= i=1

Si se cumple la PPP para cada bien, el segundo sumatorio de la derecha de (2) es
estacionario.

Ademds, se comprueba que d;, depende de los cambios relativos en los precios
domésticos y de las ponderaciones de los diferentes bienes en cada pais (8; y ¢;).
Asi, si p; estd integrado para algin (i =2,...,n) y i &; # 0;, entonces d; serd no
estacionario, por lo que se rechazaria la hipétesis de PPP. De esta forma, los contrastes
de la hipétesis de PPP pueden tender a rechazarla a pesar de cumplirse para cada bien
individualmente.
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Mas adelante, en el apartado 4, se discute la aplicabilidad de este modelo a indices de
precios tipo Laspeyres, como son, por ejemplo, los IPC nacionales y los regionales.
Por otro lado, Johnson también construye un contraste para comprobar si el efecto de
los cambios relativos de precios son los responsables del rechazo de la hipdtesis de
PPP. Este se expone a continuacién.

3. CONTRASTE PARA COMPROBAR SI EL EFECTO DE LOS CAMBIOS
RELATIVOS DE PRECIOS ES EL RESPONSABLE DEL RECHAZO DE LA
HIPOTESIS DE PPP

Supéngase que d; es integrado de primer orden, por lo que se habrd rechazado la
PPP, pero que esta hipétesis se cumple para los bienes individuales y, por tanto, el
dltimo sumatorio de la derecha de la expresion (2) es estacionario. Asi, los cambios
en los precios relativos, py, junto con las diferencias en las ponderaciones son los
responsables de la no estacionariedad de 4,. El contraste que propone Johnson para
comprobar si los cambios de precios relativos no son los responsables del rechazo de
la PPP cuando se usan indices de precios agregados, consiste en contrastar la hipdtesis
de que d; y los p;, integrados no estdn cointegrados. Las etapas y la explicacion del
contraste se muestran a continuacién:

1) Una vez contrastada la integracién de primer orden de d;, se contrasta la de los
pir (i =2,...,n). Ello puede realizarse a partir de cualquier contraste de rajces
unitarias. Johnson utiliza el contraste de Phillips y Perron (1988). Comprobada
la integracion de orden 1 de los mismos, al mostrar éstos cambios permanentes,
existe la posibilidad que sean los responsables del rechazo de la PPP.

2) Comprobar que los it no estacionarios no estdn cointegrados entre ellos. De forma
similar a la primera etapa, ello puede llevarse a cabo mediante cualquiera de los
contrastes de cointegracion propuestos. Johnson utiliza el contraste de la traza
multivariante de Phillips y Ouliaris (1990). El contraste de esta hipdtesis es nece-
sario, ya que no es suficiente que los pj; sean integrados para que d, lo sea. En
otras palabras, se podria dar el caso de que los p; estuvieran cointegrados entre
ellos y que el primer sumatorio de la derecha de (2) fuera estacionario, pero que
dy no lo fuese al incumplirse la PPP para algin bien (segundo sumatorio de (2) no
estacionario). Asi, esta etapa elimina esta posibilidad.

3) Contrastar que d; no esta cointegrado con los p; integrados. La aceptacion de la
hipétesis de no cointegracion significa que los cambios de los precios relativos y
las diferentes ponderaciones NO son los responsables de la no estacionariedad de
di. Es decir, que la fuente de no estacionariedad de d, proviene, ademds de la de
los pi;, de dj;, incumpliéndose la PPP para algtin bien. En otras palabras, los p;
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no bastan para explicar la no estacionariedad de d;. Johnson utiliza en esta etapa
el contraste de no cointegracién sobre los residuos de la regresion estética:

n
d; =cts + Z 0ipir + 1y
i=2

Al esquema del contraste desarrollado por Johnson cabria afiadir las matizaciones
respecto a las diferentes implicaciones que tiene el rechazo de la hipdtesis de no
cointegracién en la tercera etapa. Asf, a pesar de que en la dltima etapa se rechace
la hipétesis de no cointegracién, la no estacionariedad de d; puede ser debida tanto
al efecto de los cambios relativos de precios y de las diferencias de ponderaciones
como al incumplimiento del supuesto de estacionariedad de los d;;. Ello puede verse
claramente si se considera que el vector cointegrante, 6 = (8;,...,6,)" puede ser
diferente al vector de diferencias de ponderaciones {8, — ¢2,...,6, —,). Es decir, el
no rechazo de una relacién de cointegracion entre dy y p;; puede significar:

a)

b)

Se cumple la hipétesis de PPP para todos los bienes, y la no estacionariedad de d,
se debe sélo al efecto de las ponderaciones y de los cambios relativos de precios.
Este caso se da cuando 6; = 8; —¢; (i = 2,... ,n) al comprobarse que:

n

di =Y (8i— i) pir = Y, didy ~ 1(0)

i=2 i=1

de esta manera, la no estacionariedad individual de d; viene explicada completa-
mente por el efecto de los cambios relativos y de las diferencias de ponderacion.
Esta hipdtesis es sencilla de contrastar cuando se conocen dichas diferencias de
ponderacién entre ambos indices.

La fuente de no estacionariedad univariante de d;, puede ser debida, ademds de
al efecto de los py, al incumplimiento de la PPP para algin bien (algin d; no
estacionario). Este caso se da cuando 6; # &; — ¢; para algiin i:

di—Y Oipy #di— Y, (8i—0:)pi=Y, dudis ~1(1)
=2 i=1

i=2

A la vista de lo anteriormente sefialado, en caso de rechazarse la hipétesis de no
cointegracion en la tercera etapa, deberfa comprobarse si el vector de diferencias
de ponderaciones pertenece al espacio de cointegracion con el fin de interpretar
correctamente los resultados.
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Al anterior contraste pueden dirigirse las siguientes criticas:

1) En general el nimero de bienes que comprenden los indices de precios agregados
es muy elevado. Ello provoca que no se puedan realizar los contrastes de cointe-
gracion de las etapas 2 y 3 debido al agotamiento de los grados de libertad, o bien
a la no disposicién de valores criticos para los contrastes de cointegracién, dado el
elevado nimero de variables que aparecen en la regresién de cointegracién y a que
estos valores criticos dependen de cuantas variables se incluyen en el contraste.
Johnson obvia este problema al usar los 9 grupos de gasto con que se divide el
indice de precios agregado de Estados Unidos que él utiliza, en lugar de emplear
directamente los precios de los bienes individuales. En este caso, la expresion (2)
no es directamente utilizable, ya que para los indices de grupos sélo consideraria
cambios relativos entre indices, sin tener en cuenta los cambios relativos entre
precios. El desarrollo de una expresién similar a (2) cuando se consideran indices
de precios de grupos de gasto se trata en el apartado 5.

2) La expresién (1) no es directamente aplicable a los indices de Laspeyres. Mu-
chos de los indices de precios usados habitualmente, como por ejemplo el IPC
espafiol, suelen ser de Laspeyres. No obstante, la expresién (2) es aplicable a una
transformacién de los IPC. A ello se dedica el siguiente apartado.

4. DESARROLLO DEL MODELO PARA UN INDICE DE LASPEYRES

La expresién general de un indice de Laspeyres es:

n
2 Gio Pit
il

~ n
Z 9io Pio
i=l1

donde el primer subindice hace referencia al bien y el segundo al momento temporal
Y gio s la cantidad del bien i—ésimo consumida en el periodo base. De esta forma el
logaritmo natural del indice [In (Zg;, pir) — In(Zgi, pir)] no coincide con la expresion
(1). Por otro lado, podemos escribir:

I

Zgio Pir—12 (1 + pir) _

Ay Inly = In(Zgi pir) — I (Zgiy pir-12) = In P

—In (1 +Z Gio Pit—12 pit)
z:qinpit—lz

donde pi = py—12(1 + pi) ¥y pir es la tasa de crecimiento interanual del precio del
bien i—ésimo.
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Mediante la aproximacion In(1 + x) ~ x para valores pequefios de x, se obtiene:

Gio Pir—12_ .
(3) - ApInl = T2 py = B8 py

2Gio Pir—12
que cumple X8; = 1, con 8 = g, pir—12/ (gio pir—12) , aunque el sistema de ponde-
raciones es dinamico. De esta forma, el modelo desarrollado por Johnson podria ser
aplicado a esta Ultima expresion, aunque las conclusiones serdn ligeramente distintas.

Por otro lado, esta formulacién puede ser ttil ya que existe evidencia de que los
(logaritmos de 1so) IPC requieren tanto una diferenciacién estacional, (1 —L'?), como
una regular, (1 — L), para conseguir su estacionariedad!. Por tanto, (1 — L'?) In IPC
serfa integrado de primer orden. De ese modo, esta transformacién de los IPC cumple
los dos supuestos en que se basa el modelo desarrollado por Johnson: la integracién de
primer orden de los indices y la suma unitaria de las ponderaciones. Asimismo, cabe
sefialar que con la expresién desarrollada no se contrastard la tendencia a la igualacién
de precios entre diferentes dreas geogréficas, sino la tendencia a la igualacién de las
tasas interanuales de crecimiento.

5. DESARROLLO DEL MODELO CUANDO SE CONSIDERAN DIFEREN-
TES INDICES DE GRUPOS DE GASTO EN LUGAR DE PRECIOS INDI-
VIDUALES

En este apartado se generaliza el modelo de Johnson para considerar los cambios
relativos entre indices de grupos de gasto en lugar de entre precios individuales.
Supdngase que hay k grupos de gasto, cada uno con un indice de precios agregado,
pl (j=1,....,k), de forma que:

oo oo
pi=28pi  pl =20 p}

i=] i=1

k 7 o
Smem  IH=Yel=1 =l

j=1 i=1 i=1

donde pj, (i =1,...,n;) son los logaritmos de los precios domésticos de los bienes
agrupados en la categoria de gasto j, y 8/ son sus respectivas ponderaciones dentro

"Por ejemplo, a nivel espafiol, Matea (1992) obtiene que algunas componentes del IPC son SI(2,1) (el
de servicios y el de bienes no elaborados) por lo que el indice agregado también lo serd; Vega (1991)
también halla evidencia que el IPC, asi como diferentes deflactores, son /{2) por lo que la tasa de inflacién
serfa I(1). A nivel regional Sansé y Surifiach (1995) muestran la integracién de primer orden de la tasa
de inflacién interanual de todas las Comunidades Auténomas.
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del grupo j. Para el indice agregado se tendra:

k . k .
=Y 8pls pi=20p
j=1 Jj=1

k k
2 5./‘: Zlq)/ =
i=

J=1

Definiendo los cambios relativos entre grupos de gasto como pj; = pl —pl se puede
derivar una expresion para d, similar a (2):

d[: —p:_e

/Pr - z ¢/Pt —é =

it
M»

C))

'1

Il
. M~

T
]

(8 —dj)pjc + Z bjdje
j=1

donde dj; = p’,/ - p,’* — ¢;. Desarrollando ahora una expresién para dj; similar a (2)

se llega a:
Ilj

. . . nj .
di =3, (8 ~of) o+ 3 0ld]
i=2 i=1
Pr = Ph—rle  dy=ri-pi -

por lo que (4) quedaria como:

k " NN
) di =73, (8;=0;)pje+ Z ; (Z ( ¢'i,> Pyt O dii)
=2 i=1

J=1 =2

De esta forma, aunque se cumpla la PPP para cada precio individual, es decir, que
todos los dj sean estacionarios, la no estacionariedad de d; puede ser debida a dos
tipos de factores:

1) Al efecto de los cambios relativos entre los indices de grupos de gasto combinado
con las diferencias de ponderaciones entre indices de grupos de gasto. Es decir,
al primer sumatorio de la derecha de (5);

2) Al efecto de los cambios relativos entre precios dentro de cada grupo de gasto,
Jjunto con las diferencias de ponderacién entre indices de distintas dreas geograficas.
Es decir, al segundo término de la derecha de la expresién (5).

90



De ese modo, la conclusién de Johnson de que, al no hallar cointegracién entre d;
y los pi, los cambios relativos de precios no parecen los responsables del rechazo
de la hipétesis de PPP dos a dos entre Estados Unidos y Canadd, Francia, Italia,
Jap6n, Reino Unido y Republica Federal Alemana, ha de ser matizada, ya que no ha
considerado los cambios en los precios relativos dentro de cada grupo de gasto.

A la vista de los efectos antes comentados sobre la aplicacién del contraste de Johnson
cuando se usan indices de grupos de gasto, se pueden obtener sélo las siguientes
conclusiones:

a) En caso de no rechazo de la hipédtesis de no cointegracién en la tercera etapa
del contraste, no se pueden obtener conclusiones por lo que respecta a si son los
cambios en los precios relativos los causantes de la no estacionariedad de ;. Lo
que si puede concluirse es que la no estacionariedad no sélo puede deberse al
efecto de los cambios relativos entre indices de grupos de gasto y a las distintas
ponderaciones de éstos;

b) Si se rechaza la hipdtesis de no cointegracién en la tercera etapa, con un vector
de cointegracién 8 = (8,,...,6;)’, puede suceder:
) s Uk p

bl) 8; =06, —0¢; ({=2,...,k) por lo que:

i=2

k k nj ) . . rlj ) .
© A=Y (8-0)pi=2 0 (z (87-0l)pl+ 3 of d;-£> ~1(0)
j=2 j=1 i=1

asi, adicionalmente, pueden darse dos casos:

bla) que todos los términos de la derecha de la expresion (6) sean estacionarios,
lo cual implica que la PPP se cumple para cada bien individualmente;

b1b) que algunos términos sean no estacionarios pero que haya cointegracién entre
los mismos. De esta manera, la PPP individual para el precio de cada bien
puede incumplirse;

b2) 0; # 0; — ¢; para algun i. Asi:

k k
d — Y 0jpu#di—Y, (8;—0,)pji =
j=2 =
k nj . . . o
o - 3o, (/- ol)oi+ 3 o) 10
=1 i=2 =1

y la no estacionariedad de d; puede deberse, ademds de al efecto de los pj;, al de los
p7, o al incumplimiento de la PPP para algtn bien (algtin d} no estacionario).
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6. EXTENSION DEL MODELO AL ANALISIS DE LA CONVERGENCIA EN-
TRE TASAS DE INFLACION

A partir de las anteriores consideraciones, el modelo desarrollado inicialmente por
Johnson puede ser extendido al andlisis de la convergencia entre tasas de inflacion,
medidas éstas a partir de los IPC (indices de Laspeyres). Asf, debe extenderse el
modelo a fin de considerar los siguientes factores:

1) lo apuntado sobre la aplicabilidad del modelo en indices de Laspeyres (apartado
4);

2) la utilizacién de indices de grupos de gasto en lugar de precios individuales (apar-
tado 5);

La hipétesis de convergencia en tasas de inflacion de dos economias, una vez con-
siderado el efecto de las variaciones del tipo de cambio, implica que ambas han de
tender a la igualdad. En otras palabras, se ha de cumplir que n; = &y + g;, donde =,
y T} son las tasas de inflacion doméstica y extranjera respectivamente, y g, es la tasa
de variacién del tipo de cambio. Si las tasas de inflacién doméstica y extranjera estdn
integradas, para que se cumpla la PPP relativa cabe que estén cointegradas con g,
con vector cointegrante (1,—1,—1) y perturbaciones con media nula. De esta formz,
la hipétesis de PPP relativa en un entorno de unién monetaria o de tipos de cambio
fijos (g, = 0 para todo ¢) es equivalente a la hipdtesis de convergencia estocdstica en
tasas de inflacién?.

El modelo que se desarrollard permitird determinar si el rechazo de la hipétesis de
convergencia es debido a los efectos de cambios relativos entre indices de grupos de
gasto o bien a otros factores. Un indice de precios de Laspeyres, I;, puede descom-

ponerse a fin de considerar £ indices de precios de grupos de gasto, It-j(j =1,...,k):

k .
L= o1
=1

donde:

njo njo

J ot -
2 qiu pit 2 9iv Pio
i=1 =1

J_ -
It - " y O(]

—on

Jof Cp.

Z G, Pio Z Gio Pio
i=1 i=1

2Para una introduccién al concepto de convergencia estocdstica se puede consultar Bernard y Durlauf
(1991 y 1994).
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Derivando una expresion similar a (3), la tasa interanual de crecimiento del indice de
precios agregado de un pais o regién, ;, aproximada por la diferencia estacional del
logaritmo natural del indice, puede escribirse como:

k .
~ o
T, ~ E oy

J=1

. k . .
donde &; = (ocj ]il—lz) / Z oI/, | ym eslatasa de crecimiento interanual del
j=1

indice de precios del grupo de gasto j—ésimo. Asimismo, desarrollando una expresion

similar para TE',/ se obtiene:
nj
J

J oo jo.J
T ~ Z & Py
Jj=1
Ilv,'

donde 8 = (4}, pl_12) / | 3 @l phoiz
i=1

Considerando ahora la hipétesis de convergencia entre tasas de inflacién, tenemos que

d; tendria que ser estacionario, definido éste como d; = m, — w;. Desarrollando esta

expresion de forma similar a (4):

k . k . k k
(8) dr = z 5,;‘; Tt'r’ - 2 O 7Vr,' == z (Sﬁ - ¢./‘t) pj+ Z b djt
i=1 j=1 J=2 J=1
donde pj, = 1t',/ -nly dj = n't/ — n','-*. Desarrollando ahora la expresién para d;:
njy . . fnj . . njy . . . i . .
© A=Y 8- el ==Y (81-0l)pl+ Y 0ld]
i=1 i=1 =2 i=1

donde p} = pl — Py d;i = p',.’; — pi’. Substituyendo (9) en (8):

njy nj

k k ) . . A
10)  d=Y @u-0npi+ Y 0| (8h-0))ph+ o}d]
j=2 i=1

j=1 i=2

De esta forma, a pesar de que se cumpla la convergencia en tasas de crecimiento
interanual de los precios individuales, es decir, que todos los d4 sean estacionarios,
la no estacionariedad de d; puede deberse a dos tipos de factores:

1) al efecto de los cambios relativos entre las tasas de variacion interanual de los
indices de grupos de gasto combinado con las diferencias de ponderaciones entre
indices de grupos de gasto. Es decir, al primer sumatorio de la derecha de (10);
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2) al efecto de los cambios relativos entre la evolucién de los precios dentro de cada
grupo de gasto, junto con las diferencias de ponderacién entre indices de distintas
dreas geograficas. Es decir, al segundo término de la derecha de la expresion (10).

Con el fin determinar si son los cambios relativos entre las tasas de variacién interanual
de los indices de grupos de gasto (combinado con las diferencias de ponderaciones
entre indices de grupos de gasto) los responsables del rechazo de la hipdtesis de
convergencia (d; no estacionario) se puede utilizar la misma estrategia de contraste
que la sugerida por Johnson:

1°) contrastar la integracién de los pj(i =2,... ,k);
2°) comprobar que los pj; no estacionarios no estdn cointegrados entre ellos;

3°) contrastar que d, no estd cointegrado con los p (i =2, ... ,k) no estacionarios. El
aceptar la hipétesis de no cointegracion significa que los cambios de los indices
de precios relativos y las diferentes ponderaciones NO son los responsables de
la no estacionariedad de d;. Es decir, que la fuente de no estacionariedad de d;
proviene, ademds de la de los pj, de la no estacionariedad del segundo término

de la derecha de (10), o sea, los d;; y los p',.’;.
Asi, se pueden obtener las siguientes conclusiones:

a) en caso de no rechazar la hipétesis de no cointegracién en la tercera etapa del
contraste, no se pueden obtener conclusiones por lo que respecta a si son los
cambios de los precios relativos la causa de la no estacionariedad de d;. Lo que
si puede concluirse es que la no estacionariedad no sélo se debe al efecto de
los cambios relativos entre tasas de crecimiento de los indices de gasto y a las
diferentes ponderaciones de éstos. Un andlisis mds profundo requerird analizar si
son los cambios relativos de precios dentro de cada indice de grupo de gasto los
responsables de la no estacionariedad de d,, es decir, el término entre corchetes de
la derecha de (10) que incluye los pj.

b) si se rechaza la hipétesis de no cointegracién en la tercera etapa, con un vector de
cointegracion 6 = (0,,...,6,)’, puede ocurrir que:

bl) 6; =08y —; (i =2,...,k) por lo que:

Il,’ Ilj

k k . . . .
A d=Y Gu-0)pi= 2 0 | X (8 -0)) i+ X oldl | ~1(0)
Jj=2

=1 i=2 i=1
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asi, se pueden dar adicionalmente dos casos:

bla). que todos los términos de la derecha de la expresion (11) sean estacio-
narios, lo cual implica que la convergencia se cumple para la tasa de
crecimiento de cada precio individualmente;

bi1b) que algunos términos sean no estacionarios pero que haya cointegracion
entre los mismos. De esta forma, la convergencia individual para la tasa
de variacion del precio de cada bien puede no cumplirse;

b2) ©; # 8, — ¢ para algiin i. Asf:

(12)
k

k k
d; — 22 0pj #di— Y, (8ji—0i)pir= 2] bji (
i= i=

=2

nj

) . Y R
> (3 - ,f,)p-,-',+2¢;’,d;’f) ~ 1)
i=1

i=2

y la no estacionariedad de d; puede ser debida, ademds de por el efecto de los p,
al efecto de los p, o al incumplimiento de la convergencia para la tasa de algin bien
(algin dJ no estacionario).

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha realizado una extensién del de Johnson (1991) para tratar de
explicar los rechazos de la hipétesis de la paridad del poder de compra utilizando
indices agregados de precios. Dicho autor introduce la hipétesis de que los rechazos
son causados por los cambios relativos entre precios dentro de cada indice, combinado
con la utilizacién de diferentes ponderaciones. Para comprobar dicha hipétesis el autor
disefia un contraste, del cual se han mostrado las limitaciones.

Las aportaciones realizadas en este trabajo son, en primer lugar, una interpretacién
de los resultados del contraste propuesto por el mencionado autor; en segundo lugar,
una extension para indices de Laspeyres; en tercer lugar, la utilizacién de los indices
de grupos de gasto en que se dividen los indices de precios, en lugar de utilizar
directamente los cambios relativos entre precios; finalmente, una extensién para in-
tentar explicar los rechazos de la hipédtesis de convergencia en tasas de inflacién entre
diferentes ambitos geogrificos.

De todos los desarrollos propuestos se desprende que el contraste de relaciones de
equilibrio entre nimeéros indice de precios ponderados presenta la dificultad de que
un rechazo de dicha relacién de equilibrio no puede interpretarse directamente co-
mo un rechazo de la hipdtesis econémica subyacente (paridad de poder de compra,
convergencia en tasas de inflacidn,...). Dicho rechazo puede ser causado por la com-
binacién de cambios internos entre los precios que constituyen los indices, unido a
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las diferencias de ponderacién. El intento de comprobar dichos efectos es igualmente
dificultosa debido al elevado ndmero de precios que componen los indices de precios.
El intento de solucionar este problema utilizando los indices de grupo de gasto en que
se pueden dividir los niimeros indice en general no resuelve dicho problema. Ello es
debido a las limitadas conclusiones que se pueden extraer.
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A great deal of works aiming to test different economic hypothesis by means of coin-
tegration analysis has already been carried out. Some of these hypothesis establish
-equilibrium relationships between aggregate price indexes or their transformations
(for instance, the Purchasing Power Parity or the convergence among inflation rates).
Johnson (1991) designs a test in order to explain the rejections of the PPP hypothesis
using agreggate price indexes and cointegration analysis: he concludes that the hy-
pothesis can be rejected if there are relative price changes in the indexes and if the
countries make use of different weights in constructing the price indexes, although
the hypothesis is held for each individual good.

In order to illustrate this assertion, we assume that there are n different goods (i =
1,...,n), let p; be the natural logarithm of the domestic price of the good i, let p}; be
the natural logarithm of the foreign price of the good i and ¢, the natural logarithm
of the exchange rate (domestic currency units per unit of foreign currency). We also
assume that p;, p} and ¢, are first order integrated (I/(1)). If the PPP hypothesis
holds for good i, then d;; = p;; — pj, — ¢ is stationary. On another hand, when we use
aggregate price indexes this can be written as:

n n
di=p—pi—e=Y, (8i—0:)pu+ Y, didi
i=2 =1

where p; = X8; pir, pi =Z¢;p}, & =1, Z¢; = 1, pir = pi — p1r and py, = 0. If the
PPP hypothesis holds for each good, the second term of the right-hand side will be
stationary. Besides, it is shown that d; depends on the relative changes in the domestic
prices (p;) and on the weight of the different goods in each country (§; and ¢;). So,
if pi it is integrated for some i (i = 2,...,n) and &; # ¢;, dr will be non stationary
and the (aggregate) PPP hypothesis will then be rejected. In this manner, the tests of
the PPP hypothesis is likely to reject it although it holds for each individual good.

Our work can be considered as an enlargement of Johnson’s work. Our contributions
are the following: firstly, an interpretation of Johnson’s test results and the limita-
tions of this test are shown; secondly, an enlargement for Laspeyres price indexes is
presented; thirdly, we use broad component indexes instead of the price relative chan-
ges and, finally, our generalization explains the convergence hypothesis rejections in
inflation rates of different geographical areas.

It is then concluded, from all the suggested developments, that the rejection of the
equilibrium relationship (that is, the cointegration hypothesis) among (some transfor-
mations of) indexes of weighted prices cannot be considered as a rejection of the
underlying economic hypothesis (Purchasing Power Parity, convergence in inflation
rates...). This rejection can be caused by the combination of both the internal chan-
ges among the price indexes and the weight differences. The attempt to verify those
effects is difficult too due to the high number of individual prices forming the price
indexes. The attempt to solve this problem by using the indexes of broad components
is not a solution to it. This is mainly due to the limited conclusions that can be drawn.
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IMPLEMENTACION DE UN ALGORITMO
PRIMAL-DUAL DE ORDEN SUPERIOR
MEDIANTE EL USO DE UN METODO
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PARA PROGRAMACION LINEAL’
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Se presenta una implementacion de un algoritmo primal-dual de punto in-
terior para la solucion de problemas lineales. El algoritmo difiere de otros
ya existentes (como el implementado en el sistema LoQo) en el hecho de
que soluciona las denominadas «ecuaciones normales en forma primal»
(LoQo soluciona el denominado «sistema aumentado») y en que realiza
una clara distincion entre variables acotadas superior e inferiormente,
y aquellas solo acotadas inferiormente. La eficiencia de la implementa-
cion es comparada con el sistema LoQo. Para la comparacion se utilizan
80 problemas lineales de la coleccion Netlib (Gay (1985)) (una bateria
estdndar de problemas de programacion lineal). Este trabajo es el prime-
ro de una serie de dos, cuyo objetivo es la resolucion eficiente de problemas
cuadrdticos por técnicas de punto interior.

An implementation of a higher-order primal-dual interior point algo-
rithm using a predictor-corrector method for linear programming.
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1. INTRODUCCION

Desde la aparicién del algoritmo de Karmarkar (Karmarkar (1984)) se ha dedicado un
gran esfuerzo al estudio de los métodos de punto interior, debido fundamentalmente
a la gran eficiencia que han mostrado tener en la resolucién de ciertos tipos de
problemas de programacién lineal. Ver en Monteiro y Adler (1989) un estudio sobre la
convergencia de estos métodos para la solucién de problemas lineales. En la actualidad
existen diversas implementaciones de cardcter practico, tales como el sistema LoQo
(Linear Optimization, Quadratic Optimization), ver Vanderbei (1992).

La implementacion presentada en este trabajo difiere del sistema LoQo en dos puntos
fundamentalmente. Primero, LoQo utiliza técnicas para matrices simétricas casi de-
finidas, dado que resuelve el denominado «sistema aumentado» (que no es mds que
una simplificacion del sistema de ecuaciones de Karush-Kuhn-Tucker del problema).
Por su parte, nuestra implementacién utiliza las denominadas «ecuaciones normales
en forma primal» (consistentes en una simplificacion adicional del «sistema aumen-
tado»); ver en Vanderbei (1996) una descripcién de ambas técnicas. En segundo
lugar, nuestra implementacién realiza una clara distincién entre las variables acotadas
superior ¢ inferiormente y aquéllas sélo inferiormente. Se realiza un preproceso pre-
vio en donde se agrupan las variables pertenecientes a cada tipo de variables. Esta
reordenacién de variables repercute en una mayor eficiencia computacional.

Este trabajo es una extensién de la implementacién de un método primal-dual para
problemas lineales descrita en Castro (1995). La diferencia entre ambos algoritmos
es la inclusién de un método predictor-corrector para la obtencidn de direcciones de
movimiento de orden superior. Este hecho mejora la convergencia del algoritmo, per-
mitiendo que, a diferencia de la presentada en Castro (1995), la nueva implementacion
sea tan eficiente como el sistema LoQo en la resolucién de problemas lineales.

A su vez, este trabajo también es el primero de una serie de dos, cuyo objetivo es
la resolucién eficiente de problemas cuadréticos por técnicas de punto interior. Los
resultados aqui obtenidos son la base para el desarrollo de un algoritmo de punto
interior para problemas cuadriticos tal y como se describe en Castro (1998).

El trabajo tiene la siguiente organizacién. La seccién 2 presenta brevemente el algo-
ritmo primal-dual de punto interior para problemas lineales. La seccién 3 detalla el
cdlculo de la nueva direccién de orden superior. La seccién 4 discute los resultados
computacionales obtenidos en la solucién de una bateria de 80 problemas lineales.
Finalmente, la seccidn 5 resume las principales conclusiones de este trabajo.
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2. ALGORITMO PRIMAL-DUAL DE PUNTO INTERIOR PARA
PROBLEMAS LINEALES

En esta seccidn se presenta brevemente el método primal-dual para problemas lineales
implementado en Castro (1995) (dicha implementacién sera referida como IP).

El problema de minimizacién primal considerado es:

min CrXu+ Cixg
sujetoa  Aux,+Ax; =b
M (P) Xyt f =%y
x>0
f=0

donde ¢y, xu, f € R™, ¢;,x € RY, ¢ = (c},,¢))'s x = (x,,x;)" (por tanto c¢,x € R,
n=n,+n), beR", A, € R y A € R™™ (por tanto A = [A4,|4;] € R™*") (ob-
servar que todos los elementos , corresponden a las variables acotadas superior e
inferiormente, mientras que aquéllos denotados con ; corresponden a variables sélo
acotadas inferiormente).

El problema dual asociado puede expresarse como:

max b'y—xw
subj. a  Aly+z,—w = ¢,
2 (D) Ay+z = ¢
yER™
2120 2,20 w>0

donde y € R", z=(z,,2)' (zu € R™, z7 € R", por tanto z € R") y w € R™.

Las condiciones de primer orden a satisfacer por la solucién dptima de los problemas
(D) y (2) (denominadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) una vez eliminados los
limites inferiores x > 0, f > 0, z > 0 y w > 0 mediante la introduccion de una barrera
logaritmica (ver Castro (1995)), son las siguientes:

(3) XuZyen, = pen,
4) XiZiey, = ey,
(5) Ay +Axy = b
©) Ay+z = ¢
@) FWe,, = pe,,
® Ay+zu—w=c,

donde ¢; denota el vector I-dimensional de 1I's, y X, X;, Z,, Z;, W, F son matrices
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diagonales, definidas como:

(4} : (]1,...,11)/
X, = diag(x, ,...,x,, )
X = diag(x,l,...,x,nl)
9) Z, = diag(z,, v Z )
Z; = diag(z,l ,...,z,",)
W = diag(w,...,wy,)
F = diag(x, —x Xons = Fum,)

i wp 2T gy,

Los dos siguientes apartados presentan la modificacién que se propone al algoritmo
original basado en el primal-dual para IP, y los resultados computacionales obtenidos
con la nueva variante.

3. INTRODUCCION DE INFORMACION DE SEGUNDO ORDEN

La solucién del modelo (3)-(8) presentada en Castro (1995), e implementada en IP,
resuelve el sistema anterior mediante el método de Newton. Se resuelve a cada
iteracién i el sistema J(&;)d&; = —f(&;), siendo d€; la direccién de Newton, y J(&;)
y f(&:) el jacobiano del sistema y su evaluacién en el punto actual & = (x},y},z},w})".

El sisterna a resolver es en este caso:

Z,dx, +X,dz, = Hen, — Xuzuen,,
Zidx; + Xidzy = Hey — XlZlen/
-Wdx, + Fdw = pe,, — WFe,,
Audx,+Aidx; = b— Ax
A;dy+dzu —dw = ¢, —AL}’ —Zutw
Aldy+dy = c—Aly—z

(10)

Se puede mejorar la efectividad del algoritmo, mediante la resolucion del sistema
(3)-(8), considerando f;(&+d&) =0 j=1,...,6 y una aproximacién cuadrdtica
para cada f;(), tal que:

A E) VG A+ VA EE =0 j=1,...6

En este caso, puede comprobarse que el sistema de ecuaciones a resolver a cada
iteracion viene dado por:

Zudxy + Xydz, +dZ,dx, = Heén, — XuZuen,,
Zydx; + Xidz +dZidx) = pey, — X1Zjey,
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—Wdxy+Fdw — dWdx, = pe,, —Wie,, - -
Audx, +Aidx; = b— Ax
Aldy+dz,—dw = c,—Aly—zu+w
Aldy+dzy = ci—Apy—z

(12)

Se puede observar cémo la unica diferencia entre (12) y (10) se debe a la introduccién
de los términos no lineales dZ,dx,, dZydx; y dWdx, en las tres primeras ecuacio-
nes de (12). La forma cldsica de solucionar este sistema, propuesta inicialmente en
Mehrotra (1990) (ver también Lustig et al. (1992), Vanderbei (1994)), consiste en
realizar dos pasos, denominados el paso predictor y el paso corrector. En el paso
predictor se obtiene una direccién cf&,- aproximada, mediante la solucién del sistema
(12) eliminando las no linealidades y los términos u:

Z,,cixu +XudAzu = —X,Z,en,
Z;cixl +chizl = —XiZey,
—~Wdx, + Fdw = —WFe,,
Aucixu +A1dAx[ = b—Ax
A;dAy +dz,—dw = ¢, —Aly—z,+w
A;Jy +dy = ¢ — Ay—z

(13)

Se utiliza la direccién aproximada d&; para aproximar los términos no lineales dZ,dx,,
dZidx; y dWdx, de (12). Entonces, la direccién d&; a utilizar viene dada por Ia
solucién del paso corrector:

Zudxy + Xydzy = pen, — XuZyen, — dZ,dx,
Zidx; + Xidzy = Hen, — X[Z[E,l, - JZ[a?XI
~Wdx, + Fdw = ue,, —WFe,, +JWd3cu
Audx, +Aidx; = b—-Ax
Aldy+dz,—dw = c,—Aly—z,+w
Ady+dzy = c;— Ay -z

(14)

Hay que destacar que los términos de la izquierda de los sistemas (13) y (14) son
iguales, y tan s6lo varian los términos independientes. En Castro (1995) se muestra
que este tipo de sistemas de ecuaciones se resuelven mediante:

(15) (ASA"Ydy = b3+ ASr

(16) dx = S(A'dy—r)

(17) dw = F~ ' (by+Wdx,)
(18) dzy, = by, +dw—A,dy
(19) dz; = by, — Aldy
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donde el vector r y la matriz S se definen como:

r=(r,r) reR rneR" reRv

20) ru = F~lby+ba,—X'by, ri=bs—X'by,

S = Su 0 S € ]Rnxn kY c ]R"" X Py Sl c Rn;xn,u
@n 0 S, v P ’

Su = FX (ZF+X W)™ S=2Z7'%

y b1, by, b2, b3, bg, y bs, denotan, por este orden, los términos independientes de
las ecuaciones de (13) o (14) (segun el sistema a resolver).

El punto més costoso consiste en la resolucién de un sistema con la matriz ASA’ en
(15), para lo cual es necesario realizar su factorizacién de Cholesky. Sin embargo,
dicha factorizacion es la misma tanto para el paso predictor como para el paso co-
rrector. Por tanto, el hecho de introducir un método predictor-corrector, respecto del
método original implementado en IP, implica la resolucién de un sistema adicional,
pero teniendo ya la factorizacién de Cholesky realizada (por tanto tan sélo debe rea-
lizarse una sustitucién inversa y una directa adicionales). Este coste computacional
extra, sin embargo, permite la introduccién de informacién de segundo orden en la
resolucién de (3)—(8).

4. RESULTADOS COMPUTACIONALES CON EL METODO PREDICTOR-
CORRECTOR

Sea IPPC (Interior Point Predictor-Corrector) la nueva version del cédigo IP en el
que se ha implementado la modificacién introducida en el apartado anterior. IPPC es
semejante a otros c6digos que implementan el mismo algoritmo, como LoQo (Vander-
bei (1994)). Sin embargo existen algunas diferencias entre IPPC y LoQo. En primer
lugar, IPPC realiza una clara distincién entre las variables acotadas inferior y supe-
riormente y aquéllas sélo acotadas inferiormente, realizando una reordenacion previa
de variables que agiliza el comportamiento computacional del algoritmo. Ademds,
IPPC no considera las variables de holgura f explicitamente (LoQo si 1o hace) y, en
vez de ello, usa en todo momento la relacién: f = x, — x,. Finalmente, cabe destacar
también que IPPC, como se ha indicado anteriormente, resuelve el sistema simétrico
y definido positivo ASA’ en cada iteracién. LoQo, por su parte, resuelve (13) y (14)
usando técnicas para matrices simétricas casi-definidas.

El cédigo IPPC (implementado en C) utiliza el procedimiento de IP para la obtencién
de la longitud de paso primal y dual, actualizacién del pardmetro de la barrera lo-
garitmica, obtencion del punto inicial de iteracién y deteccién de la optimalidad del
punto actual. La dnica diferencia es la solucién de los sistemas (13) y (14) por parte
de IPPC, mientras que IP soluciona (10). Hay que hacer notar, sin embargo, que IPPC
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implementa una ligera modificacién en el método predictor-corrector expuesto en el
apartado anterior: realiza un escalado (el factor de escala es siempre menor que 1.0)
de los términos no lineales dZ,dx,, dZidx, y dWdx, de (12), a utilizar en (14) una
vez obtenidos en (13), en las primeras iteraciones del algoritmo, simulando una dis-
minucién de paso de las direcciones d&;. En la practica, este escalado se ha mostrado
como una opcidn algoritmica ventajosa y ha permitido agilizar el comportamiento del
algoritmo, e incluso, en algunos casos, solucionar problemas de estabilidad numérica.
Este escalado tan s6lo se aplica en las primeras iteraciones del algoritmo, lejos todavia
de obtener la factibilidad primal y dual.

Se han utilizado 80 problemas de la coleccién Netlib (Gay (1985)) para comprobar
la eficiencia de IPPC. Las caracteristicas de estos problemas se muestran en la tabla
1 donde m, n y nel son el nimero de condiciones, variables y elementos no nulos de
la matriz de restricciones.

La tabla 2 recoge el niimero de iteraciones (niter) y el tiempo computacional (t),
en segundos de CPU, requerido por los cédigos IPPC, IP y LoQo para resolver los
problemas Netlib cuyas dimensiones se han recogido en la tabla 1. El valor éptimo
alcanzado no se muestra, dado que no hubo discrepancias entre los tres cédigos (el
criterio de parada para los tres era de 8 digitos de igualdad en las funciones primal
y dual). Todas las ejecuciones han sido realizadas sobre una SunSparc 10/41 de
64 Mbytes de memoria (32 reales y 32 mapeadas en disco) y aproximadamente 10
Mflops.

Hay que destacar que las versiones actuales desarrolladas de IP e IPPC no permiten
solucionar problemas con variables libres (no acotadas), y no realizan ningiin trata-
miento especifico de columnas densas de la matriz de restricciones A (LoQo sf trata
ambas situaciones). (En préximas versiones de IPPC se prevé que estos problemas
sean solventados.) El hecho de no realizar un tratamiento especifico de columnas
densas provoca que IP e IPPC no puedan solucionar algunos problemas por falta de
memoria (como «fit2p» y «maros-r7»). LoQo, por su parte, ha podido solucionar
todos los problemas (es el mds robusto de los tres cédigos, seguido de IPPC). El
tiempo de computacién requerido por IPPC es equiparable al de LoQo, y ligeramen-
te inferior en algunos problemas de dimensién elevada que requieren un tiempo de
célculo considerable (p.e, «d2q06c¢», «pilot», «pilot87»). La dltima fila nos muestra
el valor promedio (ntimero de iteraciones y tiempo de CPU) para cada c6digo. No se
han considerado en este promedio los problemas «fit2p» y «maros-r7», dado que ni IP
ni IPPC han podido solucionarlos por problemas de memoria. Si comparamos IPPC,
IP y LoQo, se observa como IPPC realiza un nimero de iteraciones equivalente al
de LoQo, y es ligeramente mds eficiente que aquél. IP, por su parte, realiza muchas
mads iteraciones y tiene un rendimiento claramente inferior. Este hecho ya fue notado
en Castro (1995), donde se indicaba que, a pesar de que el tiempo por iteracién de
IP era menor que el de L.oQo, aquél era mds ineficiente debido a que realizaba un
mayor nimero de iteraciones.
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Tabla 1. Dimensiones de los problemas Netlib

Problema m n nel Problema m n nel
25fv47 822 1571 11127 nesm 663 2923 13988
80bau3b 2263 9799 29063 pilot 1442 | 3652 | 43220
adlittle 571 97 465 pilot87 2031 | 4883 | 73804
afiro 28 32 38 pilotnov 976 2172 13129
agg 489 163 2541 recipe 92 180 752
agg?2 517 302 4515 sc105 106 103 281
agg3 517 302 4531 s¢205 206 203 552
bandm 306 472 2659 sc50a 51 48 131
beaconfd 174 262 3476 sc50b 51 48 119
blend 75 83 521 scagr2s 472 500 2029
bnll 644 1175 6129 scagr7 130 140 553
bnl2 2325 3489 16124 scfxm! 331 457 2612
boeing 1 351 384 3865 scfxm?2 661 914 5229
boeing?2 167 143 1339 scfxm3 991 1371 7846
bore3d 234 315 1525 scorpion 389 358 1708
brandy 221 249 2150 scrs8 491 1169 4029
czprob 930 3523 14173 scsdl 78 760 3148
d2q06¢ 2172 5167 35674 scsd6 148 1350 5666
d6cube 416 6184 43888 scsd8 398 2750 | 11334
degen2 445 534 4449 sctap | 301 480 2052
degen3 1504 1818 26230 sctap2 1091 1880 8124
€226 224 282 2767 sctap3 1481 2480 10734
etamacro 401 688 2489 seba 516 1028 4874
800 525 854 6235 sharelb 118 225 1182
finnis 498 614 2714 share2b 97 79 730
fitld 25 1026 14430 shell 537 1775 4900
fitlp 628 1677 10894 ship04l 403 2118 8450
fit2d 26 10500 | 138018 shipO4s 403 1458 5810
fit2p 3001 13525 60784 |- ship081 779 4283 17085
ganges 1310 1681 7021 ship08s 779 2387 9501
gfrd-pnc 617 1092 3467 shipl2l 1152 | 5427 | 21597
greenbea 2393 5405 31499 ship12s 1152 | 2763 10941
growl5 301 645 5665 sierra 1228 | 2036 9252
grow22 441 946 8318 standata 360 1075 3038
grow’7 141 301 2633 standgub 362 1184 3147
israel 175 142 2358 standmps 468 1075 3686
kb2 44 41 291 stocforl 118 111 474
lotfi 154 308 1086 stocfor2 2158 | 2031 9492
maros 847 1443 10006 woodlp 245 2594 | 70216
maros-r7 3137 9408 151120 woodw 1099 | 8405 37478
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Tabla 2. Efectividad de los sistemas IPPC, IP y LoQo

IPPC - 1P LoQo
Problema niter t niter t niter t
25fv47 27 16.6 45 23.9 29 20.6
80bau3b 33 41.4 71 61.3 44 52.2
adlittle 15 0.1 20 0.1 14 0.1
afiro 10 0.0 13 0.0 13 0.0
agg 29 52 43 6.8 26 1.8
agg? 26 7.5 37 9.5 22 43
agg3 36 9.5 39 9.8 22 43
bandm 21 1.2 34 1.5 20 1.5
beaconfd 13 1.1 18 1.3 14 i.0
blend 15 0.1 20 0.1 14 0.2
bnll 28 52 51 7.5 35 7.0
bnl2 39 85.9 61 1247 40 122.5
boeingl 28 32 44 4.0 28 2.8
boeing?2 25 0.8 32 0.8 28 0.9
bore3d 16 0.7 29 0.9 17 0.8
brandy 24 1.1 29 1.2 22 1.3
czprob 45 11.9 56 12.8 38 10.2
d2q06¢ 34 167.2 58 263.6 36 249.0
d6cube 43 72.5 51 80.8 23 75.6
degen? 14 49 26 6.7 14 4.6
degen3 24 136.9 38 165.6 17 74.8
€226 24 1.2 39 1.7 22 1.3
etamacro 29 3.8 49 5.6 30 10.0
800 53 13.1 78 17.8 36 1.2
finnis 25 2.0 42 2.7 26 2.3
fitld 28 2.9 56 4.8 21 4.8
fitlp 16 258.4 26 381.6 26 4.5
fit2d 24 28.2 48 44.7 24 195.0
fit2p (@) (a) 24 38.5
ganges 26 11.7 41 15.2 23 1.1
gfrd-pnc 38 .6 55 1.9 19 1.4
greenbea 62 93.6 94 {#) 126.8 47 87.1
grow 15 19 1.9 24 2.0 23 2.8
grow22 19 3.0 25 3.3 28 5.1
grow7 17 0.7 23 0.8 20 1.1
israel 45 8.4 71 i2.3 28 1.2
kb2 19 0.1 28 0.1 21 0.2
lotfi 21 0.5 29 0.5 25 0.7
maros 49 18.7 65 222 28 14.2
maros-17 (@) () 22 3603.3

() Memoria insuficiente.

() Problemas de convergencia.
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Tabla 2. (cont.) Resultados de los problemas Netlib lineales con IPPC, IP 'y LoQo

IPPC "™~ P LoQo
Problema niter t niter t niter t
nesm 42 149 65 19.4 38 233
pilot 48 365.5 72 520.5 44 489.6
pilot87 54 1650.7 79 2312.7 46 1976.0
pilotnov 31 33.0 40 40.1 29 40.6
recipe 11 0.1 18 0.1 i3 0.2
scl05 12 0.1 15 0.1 14 0.1
s¢c205 13 0.2 17 0.2 17 0.3
sc50a It 0.0 15 0.0 14 0.1
s¢S50b 10 0.0 12 0.0 13 0.0
scagr25 21 0.9 47 1.4 18 0.9
scagr7 17 0.1 23 0.2 5 0.2
scfxml 25 1.4 38 1.7 26 1.9
scfxm?2 26 3.5 46 4.8 28 4.0
scfxm3 28 6.7 46 8.4 28 6.8
scorpion 14 0.6 23 0.7 16 0.7
scrs8 22 1.8 37 2.5 23 2.6
scsdl 13 0.4 14 0.3 15 0.9
scsd6 14 0.7 17 0.8 17 1.4
scsd8 13 1.8 17 1.8 17 2.9
sctap | 19 0.7 30 0.8 18 0.8
sctap2 17 5.8 33 7.7 16 4.6
sctap3 18 9.2 36 11.9 16 5.9
seba 26 47.8 40 68.4 19 1.7
sharelb 71 1.0 39 1.0 26 0.7
share2b 14 0.2 20 0.2 14 0.2
shell 39 2.1 32 1.6 25 2.8
ship041 14 2.3 21 2.4 19 2.6
shipO4s 15 1.4 24 1.6 19 1.8
ship08l 18 6.1 27 6.9 20 6.8
ship08s 16 2.9 24 33 20 33
ship121 16 8.5 25 10.0 24 8.9
ship12s 16 4.1 25 4.8 22 5.2
sierra 21 6.4 25 6.6 21 6.1
standata 19 1.3 29 1.4 23 1.7
standgub 19 12 29 1.4 23 19"
standmps 28 2.5 42 3.7 32 3.6
stocfor | 18 02 22 0.2 17 0.2
stocfor2 28 16.1 45 19.6 31 11.8
wood Ip 24 43.6 38 57.1 28 55.9
woodw 30 374 51 49.1 27 40.5
Promedio 25 42.4 37 59.0 23 47.5
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5. CONCLUSIONES

Basados en la experiencia computacional bastante fuerte, cuyos resultados principales
se han obtenido en el apartado anterior, el método presentado en este trabajo se
ha mostrado como una alternativa eficiente al sistema LoQo para la solucién de
problemas lineales. De ello se concluye que el motivo por el cual la implementacién
IP presentada en Castro (1995) era menos eficiente que LoQo, era precisamente la
falta de informacion de segundo orden en el célculo de la direccién de movimiento.
La introduccién de dicha informacién en IPPC hace que éste claramente supere en
rendimiento a IP. Los resultados obtenidos garantizan que la extensién del algoritmo
al caso cuadrdtico permitird obtener una estrategia de resolucién eficiente para este
tipo de problemas (tal y como se detalla en Castro (1998)).
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This paper presents an implementation (called IPPC) of a primal-dual
interior point algorithm for linear programming. The main differences
between the algorithm presented and others, like that implemented in the
LoQo package, is that it solves the «normal equations in primal form»
instead of the «augmented system», and that a partition of the set of va-
riables is considered, depending on they are just lower bounded or lower
and upper bounded. The efficiency of the implementation is compared with
that of the LoQo package. The comparison is performed through the so-
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programming). Though it has been stated in the literature that solving the
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tions in primal form», the computational results presented show that IPPC
is competitive against LoQo. This paper is the first of two, whose aim is the
development of an efficient implementation of an interior point algorithm
Jor quadratic programming. IPPC will be used as the starting point for the
development of this quadratic programming code.

Keywords: Interior point methods, linear programming, predictor-corrector
method, primal-dual algorithm.

*This work has been supported by Iberdrola grant 95-005 and by CICYT project TAP96-1044-J02-93.

*]J. Castro. Estadistica 1 Investigacié Operativa. Dept. d’Enginyeria Quimica. Universitat Rovira i Virgili.
Autovia de Salou, s/n. 43006 Tarragona.

—Received November 1996.
—Accepted July 1997.

114



This paper presents an implementation of a primal-dual interior point algorithm for
linear problems (named IPPC). This implementation is an extension of a previous one
(denoted as IP) presented in Castro (1995). The main feature of [IPPC compared to IP
is the inclusion of higher order information when computing the direction of move-
ment, using, as usual, a predictor-corrector strategy. This has considerably increased
the performance of the solver. IPPC has been employed as the starting point for the
development of an efficient solver for quadratic problems in a later work.

The main features of IPPC are as follows:

1. it considers a partition of the set of variables depending on they are just lower
bounded and lower and upper bounded, leading us to the solution of the following
primal problem

min CoXu+ Cpxy
sujeto a  Aux, +Ax;=>
(P) Xy + f = )_Cu
x>0
fz0

2. the algorithm solves the commonly called «normal equations in primal form»,
instead of the «augmented system», thus solving at each iteration of the algorithm
the following symmetric positive definite kind of systems

(ASA"Ydy = b

A being the constraints matrix, S a diagonal positive matrix, and dy the dual
direction.

In this last point IPPC differs substantially from other interior point solvers, like L.oQo,
which solves the «augmented system». Though it has been stated in the literature that
solving the indefinite symmetric augmented system can be more efficient that solving
the positive definite primal normal equations, the computational results presented in
the paper show that an accurate implementation based on the last technique can be as
efficient as a solver based on the augmented system.

The first section of the document presents a brief overview of the state of the art,
and details the main differences between IPPC and the LoQo package. The second
section briefly outlines the primal-dual interior methodology, as implemented in IP,
showing the first order necessary Karush-Kuhn-Tucker conditions to be satisfied by
the optimizer. This algorithm is the basis for IPPC. The third section describes the
classical predictor-corrector technique, and shows how this has been incorporated in
the context of IPPC. Finally, section four presents and discusses the computational
results obtained with IP, IPPC and LoQo over a battery of 80 linear problems extracted
from the standard Netlib collection.
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Looking at the computational results presented, it can be stated that IPPC is, at least,
as efficient as LoQo in the solution of linear problems. In fact, IPPC has clearly
outperformed his predecessor IP, which was not competitive compared to LLoQo. Thus,
using the predictor-corrector strategy has shown to be instrumental in the performance
of IPPC.
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Se presenta un algoritmo de punto interior para la solucién de problemas
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en problemas equivalentes separables (esto es, la matriz de coeficientes
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fiere de otros ya existentes (como el implementado en el sistema LoQo)
en el hecho de que soluciona las denominadas «ecuaciones normales en
forma primal» (LoQo soluciona el denominado «sistema aumentado») y
en que no requiere ningin tratamiento especifico para las variables libres
creadas durante la obtencion del problema equivalente separable. Se pre-
senta una implementacion del algoritmo y su eficiencia es comparada con
los sistemas LoQo y Minos 5.3. Para la comparacion se utilizan 80 pro-
blemas cuadrdticos derivados de problemas lineales de la coleccién Netlib
(Gay (1985)) (una bateria estdndar de problemas de programacion lineal).
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1. INTRODUCCION

Desde la aparicién del algoritmo de Karmarkar (Karmarkar (1984)) se ha dedicado un
gran esfuerzo al estudio de los métodos de punto interior, debido fundamentalmente
a la gran eficiencia que han mostrado tener en la resolucién de ciertos tipos de
problemas de programacion lineal. Ver en Kranich (1991) una extensa recopilacién
bibliogréfica sobre métodos de punto interior. Ver en Terlaky (1996) los dltimos
avances conseguidos en este campo.

Durante los primeros afios de estudio, los métodos de punto interior fueron aplicados
con éxito a problemas de programacién lineal. Ver en Monteiro y Adler (1989)
un estudio sobre la convergencia de estos métodos para la solucién de problemas
cuadréticos. Existen diversas implementaciones de cardcter préctico, tales como el
sistema LoQo (Linear Optimization, Quadratic Optimization), ver Vanderbei (1992).

El algoritmo presentado en este trabajo difiere del implementado en LoQo en tres
puntos fundamentalmente. Primero, LoQo utiliza técnicas para matrices simétricas
casi-definidas, dado que resuelve el denominado «sistema aumentado» (que no es
mads que una simplificacién del sistema de ecuaciones de Karush-Kuhn-Tucker del
problema). Por su parte, nuestro algoritmo utiliza las denominadas «ecuaciones nor-
males en forma primal» (consistentes en una simplificacion adicional del «sistema
aumentado»); ver en Vanderbei (1996) una descripcién de ambas técnicas. En contra
del sentir general en la literatura (ver Vanderbei y Carpenter (1993)) que considera que
la utilizacién del «sistema aumentado» reduce el incremento de la degradacion de la
esparsidad (i.e., poca densidad) del sistema de ecuaciones, en este trabajo se muestra
como el uso de las «ecuaciones normales en forma primal» puede dar lugar a mejores
rendimientos computacionales. Esto es debido a que, a pesar de tener un aumento
en la degradacion de la esparsidad, este hecho se ve compensado por la solucién de
un sistema mas simplificado. Asimismo, las «ecuaciones normales en forma primal»
también son utilizadas en otras implementaciones eficientes, como OB1 (Lustig et al.
(1992)).

El segundo punto en donde ambos métodos difieren es en el preproceso previo a
la solucién del problema, dado que cada método resuelve un sistema de ecuaciones
distinto. La utilizacién de las «ecuaciones normales en forma primal» en nuestro
método, fuerza a transformar el problema original en uno equivalente separable. De
otro modo, el coste computacional serfa excesivo y no podrian obtenerse implementa-
ciones competitivas. Por su parte, la estrategia implementada en LoQo permite tanto
transformar el problema en uno equivalente separable como solucionar el problema
en su forma original. En este sentido, ofrece una mayor flexibilidad. Sin embargo,
tal y como se mostrard en los resultados obtenidos, la implementacion de nuestro al-
goritmo obtiene, en general, mejores rendimientos que LoQo, tanto si éste soluciona
el problema original o uno transformado.
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El tercer punto a destacar es el tratamiento de las variables cuadraticas libres (éstas
aparecen al transformar el problema en uno equivalente separable). LoQo (ver Vander-
bei y Carpenter (1993)) efectida un tratamiento especifico para este tipo de variables.
El método propuesto en este trabajo, sin embargo, no requiere dicho tratamiento, lo
cual permite agilizar su rendimiento.

Este trabajo es una extension de la implementacién de un algoritmo primal-dual para
problemas lineales, utilizando un método predictor-corrector descrito en Castro (1998)
(que a su vez es una extension del presentado en Castro (1995)). El trabajo tiene la
siguiente organizacion: la seccién 2 recoge la extension del algoritmo presentado en
Castro (1998) al caso cuadrdtico; la seccién 3 detalla la transformacién del problema
original en uno equivalente y separable; la seccién 4 presenta el generador de proble-
mas cuadrdticos, la seccién 5 discute los resultados computacionales obtenidos en la
solucién de una baterfa de 80 problemas cuadriticos; finalmente, la seccién 6 ofrece
las conclusiones obtenidas de los resultados de este trabajo.

2. ALGORITMO PRIMAL-DUAL PREDICTOR-CORRECTOR PARA
PROBLEMAS CUADRATICOS

En este apartado se describe el algoritmo primal-dual para problemas cuadriticos como
extension del algoritmo presentado en Castro (1998). De nuevo, la principal diferencia
entre el algoritmo aqui detallado y el utilizado por LoQo reside en la solucidén de las
«ecuaciones normales en forma primal», en vez del «sistema aumentado». Para el
caso cuadrdtico se verd c6mo este hecho tiene unas repercusiones mayores que para el
caso lineal, forzando a transformar el problema cuadrdtico original en uno equivalente
separable.

2.1. Formulacion de los problemas primal y dual

Sea la siguiente formulacion general del problema cuadratico (en forma primal):

min, x+ 3x'Ox
sujeto a  Ayx, +Apx +Apxy=b
() (P) 0<% <Xy
0<x
xy libre

donde x € R" representa el vector de variables, el cual puede ser particionado como
X =(x x} Xy) (x, € R™ corresponde a las variables con limites superiores e inferiores,
x; € R" denota las variables s6lo acotadas inferiormente, y xy € R/ representa las
variables libres —por lo tanto, n, +n;+ny =n). @ € R*™" es una matriz simétrica y
definida positiva con los costes cuadrdticos, y ¢ € R es el vector de costes lineales.
La matriz de restricciones A € R™ " se encuentra particionada segin los tres tipos
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de variables en A, € R A, € R y Ay € R™*7f b es el vector de términos
independientes, y X, es el vector de los limites superiores de las. variables x,,.

Afiadiendo variables de holgura f € R™ para las variables acotadas superiormente,
sea la siguiente expresién del problema (1) en la forma estandar:

min, ¢ cx+ %x’Qx

sujeto a  Apx,+Ax+Axyp=5b
2 P X+ Apx
2) (P) Xut =Xy

Xy 2 Q? X2 9, f >0, Xf libre

Considerando una particién del vector ¢ y de la matriz Q de acuerdo con los tres tipos
de variables x' = (x;, x; xy), resulta que ¢’ = (¢}, ¢j ¢) y

OQu Qu Quy
3 0=\ Qu @ Q)
Our Qir QO

El dual de (2) tiene la expresién:

maxy,zw bPy—%w— %x’Qx
sujeto a ALy — (Quxy -+ Qlyxl + Q;fxf) +z,—w=c,
4 (D) A — (Quixu+ Qi+ Qjpxp) +z =
A%y — (Qupxu+ Qupxi + Qpxs) = ¢y
2 >0,2 >0, w>0,ylibre

donde y € R™ son las variables duales asociadas con el primer grupo de restricciones
de (2), y zs € R, z € R" y w € R™ son las variables de holgura duales.

Nota: observar que las variables x, tienen asociadas las holguras duales z, y w, las
variables x; tinicamente tienen asociadas las holguras duales z;, y las variables libres
Xy no tienen ninguna holgura dual asociada.

2.2. Obtencion de las funciones Lagrangianas a través de una barrera logaritmica

Una vez formulados los problemas primal y dual, se pueden eliminar las restricciones
de no-negatividad de las variables afiadiendo una barrera logaritmica. El problema
primal tendrd la siguiente expresion:

min clx+ %x’Qx - /,1221:{"’ Inx; — p 30 In(%y; — xu;)
(5) sujetoa  Ax=2b
uz0
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mientras que el dual puede formularse como:

max bly _ %xl Ox — 7 W +'uznu+n, anl +‘uzn“ Inw;
sujetoa - Ay~ (qu“—i_Qulxl‘f_Qufxf) FZu— W=y
© A;y — (Quixu+ Qux; + Q;fxf) +u=c¢
oA (Qupxu+ Qupxi+ Qrxs) =cy
y libre, >0

A continuacién, asociando los multiplicadores de Lagrange y € R™ a las restricciones
de igualdad de (5) se obtiene la funcién Lagrangiana L, del problema primal:

Hy+ny ny

) Lp(x,y,u) =c'x+ xQ J7 z Inx; — len Xy, — %) — Y (Ax = b)

=1 i=l

Andlogamente, asociando los multiplicadores x, € R™, x; € R y xy € R a las
restricciones de igualdad de (6), se obteniene la funcién Lagrangiana del dual L;:

Ly(x,y,z,w,1) =b'y— %x’Qx X w+,uZ””+"’ Inzi+uX™, Inw;
=X, (ALY — (Quxu+ Q)1 + Qufx_f) +zy—w—cy)
—xQ(Afy (Quixu + Quxi + Q) pxp) + 21— €1)
—x,( (Qu,xu+Q[;x/+Q;x,«)—c,«)

(8)

2.3. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker de primer orden

Sea ¢; el vector [-dimensional de 1's 'y X,, X;, X¢, X, Z,, Z;, W, F las matrices
diagonales, definidas como:

el :(11,...,11)’
XM = dlag( T 'xum,)
X = dlag(x . ’"/)

Xy = diag(x X, ..,x,nf)
X, '
)] X = X;
. X,
Z, =diag(z,,,---»2,, )

Z; =diag(z ,.. "Z/u,)
W =diag(wi,...,w,,)
Fo=diag(x, —x,,---.%, —%, )

iy u| ’ 7ty
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Teniendo en cuenta la estructura de Q presentada en (3), las condiciones de optima-
lidad necesarias de primer orden de L, (7) tienen la siguiente expresion:

dL _ _
(10 ax” = cu—pX; ey, +1F " e, — Ay + (Quxu+ Qi + Q) xs) =0
/3
aLI’ -1 ! . » /
(1D = ¢ —puX; en, — A+ (Quixu + Orxy + Qppxy) :=0
E)x, .
oL, , _
(12) W = cf —-A/«y + (Quprn+ Qupxi + Qfxf‘) =0
oL,
(13) ayl = —(Ax—b):=0

Por otro lado, las condiciones de optimalidad de primer orden de Ly (8) tienen la
expresién:

dL
(14) axd = cu— Ay — 2+ wH (Quxu+ Quxi + @ pxp) =0
i3
oLy , .
(15) oy T Ay ~ 71+ (Quixu + Qux + Qppxy) =0
Ly ,
(16) Ax s = ¢f —~ Ay + (Qusxu+ Qupxi + Qpxp) :=0
oL,
a7 al =b—-Ax:=0
y
aL(I —_
(18) 5 = M Len, — Xuen, =0
11
aL(I _
(19) P = pz, le,l, —Xien, :=0
aLd -
(20) = = W le,, — Fen, :=0

Las condiciones (13) y (17) son las mismas e imponen la factibilidad primal. Las
condiciones (14)—(16) imponen la factibilidad«dual. Las condiciones (18)-(20), de-
nominadas condiciones de complementariedad, garantizan que la solucién verifique
las condiciones de holgura complementaria. Finalmente, puede observarse que, ga-
rantizdndose la factibilidad primal, la factibilidad dual y la complementariedad, au-
tomaticamente quedan satisfechas las condiciones restantes (10)—(12). Por ejemplo,
para (10) se puede observar que:

9
0= cy -,UXM_IL)”“ +:‘1F_lenu - A:zy + (quu + Q;lxl + Q:zfxf)
—uX e, +puF ey, 42— w [usando (14)]
=0 [usando (18) y (20)]

I
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De igual forma puede verificarse que se satisfacen (11) y (12).

Finalmente, las condiciones necesarias de Karush‘-Kuhn—Tucker de primer orden del
problema cuadrdtico (1) (condiciones de factibilidad primal, factibilidad dual y com-
plementariedad) a satisfacer por la solucién Gptima tienen la siguiente expresion:

Q2D o ' fi =XuZyen, — uen, =0
22) h=XZe, —pe,, =0
(23) L =FWe,, —pe,, =0
(24 fi=Ax—b =0
(25) 5 =AY +zu—w— (Quiy+ Qyxi + Qppxp) —cu = 0
(26) foe=Ay+z— (Quxu+ Quu+ Qipxs) —cr = 0
27) F1 =A%y — (Qupxu+ Qupxi + Qpxp) —cp = 0

2.4. Solucion del sistema no lineal

Se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones (21)—(27) mediante un método iterativo.
Una buena eleccién consistiria en usar el método de Newton, partiendo del punto
actual & = (x}, y%, zi,w}) a un nuevo punto &; + d&;, donde las sucesivas direcciones
d&; se obtienen como solucién del sistema Vf(&;)dE; = —f(€;). Sin embargo, tal y
como se describe para el caso lineal en Castro (1998), puede aprovecharse informacién

de segundo orden y realizar una aproximacién cuadrética de f;(&;+ +d&;)) =0 j=

1,...,7 (f; hace referencia a cada una de las ecuaciones de (21)-(27)), obteniendo:
. 1 .
(28) Fi&)+ V&) i+ 5 dEVI ()& =0 j=1,...7
Aplicando (28) al sistema (21-27), el nuevo sistema serd:
Zydxy+ X, dz, + dZ,dx, = —f1 (&)
Zidx + Xidzy +dZydx; = ~f2(E;)
~Wdx,+ Fdw —dWdx, = —f3(&;)
(29) Audxy +Aidx +Apdxy = — f4(8;)
—Qudxy ~ Qydx) — @y, pdxy + Ady + dz, — dw = —f5(§;)
—Qudxy — Qudx; — Qjpdxy + Ajdy +dz; = —f5(&))
—Qusdxy = Qupdx; — Qpdxy + Aldy = —f1(&))

Si se hubiera usado el método de Newton sin introducir informacién de segundo
orden, la tnica diferencia hubiera sido la no aparacién de los términos no lineales
dZ,dx,, dZidx; y dWdx,. Sin estos términos, el sistema resultante es lineal y puede
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ser directamente solucionado. Sin embargo, al introducir la informacién de segundo
orden es preciso utilizar una estrategia alternativa. La forma cldsica de solucionar
este sistema (propuesta inicialmente en Mehrotra (1990)) consiste en realizar dos
pasos, denominados el paso predictor y el paso corrector, tal y como se detalla en
Castro (1998). En el paso predictor (tal y como indica su nombre) se obtiene una
direccién d€; aproximada. Dicha direccién se obtiene como solucién del sistema (29)
eliminando las no linealidades y los términos ¢ de los términos independientes de las
tres primeras ecuaciones:

Zydxy + Xudzy = —XuZyey,
Zidx; + X dzy = ~XiZep,
~Wdx, + Fdw = ~WFe,,
(30) Audx, + Aidx; +A.,«-a?x.,«~ = —fa(&)
—Qudx, — Q' dx; — Q;fﬁixf +Aldy + dz, —dw = —f5())
—Quidx, — Qudx; — Q) pdxy + Ajdy +dzy = — f5(8)
~Qupdxy = Qiydxi — Qpdxy + Aldy = — f1(&:)
Se utiliza la direccién aproximada dé&; para aproximar los términos no lineales dZ,dx,,

ciZ,cfxl y a?Wa?x,,, de (29). Entonces, la direccién d&; a utilizar viene dada por la
solucién del paso corrector:

Zudxu -+ XudZu == —‘fl i) — dZudxu
Zidx;+ Xidzg = —fo(&;) — dAZ[cixl
i+ chaix,,

(3D Audx, +Adx; +Apdxy = ~fy
—Qudxy — Qlydx; — @, cdxp+ Aldy + dz, — dw = — fs
—Quidxy — Qudx; — Qpdxy + Ajdy +dz; = — fo(
—Qupdxy — Quydx; — Qpdxy + Aldy = — f1(&

(

(
—Wdx, + Fdw = —f3(&;

(

(

Puede observarse cémo los términos de la izquierda de los sistemas (30) y (31) son
iguales, y tan sélo varian los términos independientes. Por lo tanto Unicamente debe
solucionarse el mismo sistema de ecuaciones lineal dos veces con distintos términos
independientes.

2.5. Solucion del sistema lineal

Sea el siguiente sistema donde los términos de la izquierda son los correspondientes
de 30y y (31):
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Zudxy +Xudzy. = by, -
Zidx; + Xidzy = by,
—Wdx,+ Fdw = by
(32) Audx, + Ajdx; +Afd)Cf = b3
—Qudx, — Q;[dxl - Q;/'dxf +ALdy +dz,—dw = b4,,
~Quidx, — Qdx; — Q) ,dxy + Ajdy + dz; = by,
—Qufdx,, - Q[fdxl - Qdef +A’fdy = b4f

Para simplificar la obtencion de la solucién de (32), sea el sistema equivalente:

(33) Zdx+Xdz = bl
(34) —Wdx+Fdw = b
(35) Adx = b;

(36) —Qdx+Aldy+di—dw = by

donde ahora todos los términos (matrices o vectores) se encuentran constituidos por
tres partes (submatrices o subvectores) asociadas a los tres tipos de variables (y.1,7),
de forma que:

(37
dx, dz, dw by, b,
dx = a'xl JZ = dZ[ CZW = 0 51 = b], ) l;'_;v = 0
dxy 0 0 0 0
ba, Zy w F
by=| by | Z= Z w=[ o F=| 1
b4r 0 0 1

Se inicia la solucién de (33)—(36) aislando d,, de (34) y d, de (36):

dlv = F~Y(by+Wdx)

(38) dz = by+dw+ Qdx —Aldy

Sustituyendo (38) en (33) resulta:

39)
Zdx+ Xdz = bt
Zdx+ X (bs+dw+ Qdx — A'dy) = bl
(Z+XQ)dx = bl — Xby+ XA'dy — X[F~(by + Wdx)]
(Z+XQ)dx = bl — Xby+XA'dy — XF~'by — XF~'Wdx
(Z+XQ+XF~'W)dx = bl — Xby+ XA'dy— XF~'b,
(Q+ZX "4+ F'W)dx = X~'b1l —bg+ XAldy — F~'b,
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Ahora definiendo: .

© = (Q+2X~' +F W)
r=Fby+bs—X"'b1

(40)
la expresién (39) puede escribirse como:

(41) Odx=Ady—r

Dado que © es invertible (ya que es simétrica y definida positiva, puesto que Q

también lo es y ZX~!, F~'W no son mds que matrices diagonales con elementos no
negativos), se puede sustituir (41) en (35):

Adx = b3
(42) Al@~YAldy—r)] = b3
(AO~'Ady = b3 +AOQ"'r

Por lo tanto, la solucidn del sistema equivalente (33)—(36) se obtiene calculando por
este orden:

(A®~'A"dy = b3 + A~y
dx = @ Y (A'dy—r)
(43) o
dw = F~'(by +Wdx)
dz = by+dw+ Qdx— A'dy
Una vez obtenida la solucién del sistema equivalente, es preciso reescribir las ecua-

ciones de (43) en funcidn de las variables originales, usando (37).

En primer lugar sean las expresiones de ©® y r (40) en base a (3),

(44)
O=(Q+ZX '+ F'Ww)
Zo O\ (X (F W
=0+ Z X! + 1 0
0 X! 1 0

Qu +ZuXu_1 +FW :41 1 Q;f
= Qul O+ Z/Xl_ Q/l)‘
Quf Qlf Qf
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[;2+b4—- -5

=F-
| b\ (YN b,
0 |+ by |- X! by,
(45) 0 by, x;! 0

u F— ! bz‘ +>b4u - Xu_lblu
|l = b4,—XI_]b|,
ry b4f

La expresién de dw (38) en las variables originales ser:

g
I

Hby + Wdx)

U)o (2),

- (b2 + deu) )

I
dw = F~1(by+ Wdx,)

La expresion de dz en las variables originales serd:

dz = by + Qdx — Aldy +dw

ba, dx, A, dw
=\ by | +0| dx | -| A Jdy+| O
b4f d)C_f Alf 0

b4,, + (Qudxu + Q;ldX[ + Q;j-dx_f) — A;dy +dw
ba; + (Quidxy + Qudx; + Q) pdxr) — Ajdy
ba, + (Qurdxu + Qidx; + Qpdxy) — Aldy

4
47 dzy = by, + (Qudx, + Qjdx; + Q) sdxy) — Ady +dw
(48) dz1 = ba, + (Quidx, + Qrdx; + Q) ydxs) — Ajdy
(49) 0= l)4f + (Q,,,_,-a'xu + Qipdx; + Q.,'dxf) - A}-dy

Se puede observar ficilmente que la ecuacién (49) se satisface. Para ello basta
observar que, usando la definicion de © en (44), el término Q, rdx, + Qirdx; + Qrdxy
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es igual a las ny ultimas componentes de @dx. Usando ahora la relacién Odx =
A'dy —r de (41), directamente se tiene que las wltimas n; componentes de ©dx son
igual a Ady — ry, donde ry = by, tal y como fue definido en (45). Por o tanto

0 = by, + (Qurdxu + Qypdx + Qpdaxy) — Alydy
= by, + (Aldy —rp) — Aldy
= b4f —rr
=0

Finalmente, la solucién del sistema lineal (32) tiene la siguiente expresion:

(50) (AO~'AYdy = b3 +AO7r

(51) dx = @ " (Aldy—r)

(52) dw = F~(by +Wadx,)

(53) dzy = ba, + (Qudxy + Qydx; + Ol sdxy) — Aydy +dw
(54) dz; = bg, + (Qudx, + Qudx; + Q}fdx_;-) — A;dy

donde © y r se recogen en (44) y (45), respectivamente.

Nota: Una vez calculada la direccién de movimiento, el resto de pasos del algoritmo
(cdlculo del paso y actualizacién del nuevo punto) se realiza de forma andloga al
caso del problema lineal. Unicamente hay que tener en cuenta que no se debe hacer
intervenir las variables libres al calcular la longitud de paso que preserve la no-
negatividad de las variables (puesto que por ser libres no tienen esta restriccion).

2.6. Notas sobre la solucion obtenida

e Si no existiera la matriz Q (se tiene, por tanto, un problema lineal con variables
libres), y segun la definicién (44), se puede observar que en este caso la matriz
©; (que representa la matriz ® para el caso de sélo disponer de variables lineales)
vendria dada por:

ZX; '+ Flw

(55) Q= zx!
0

y, claramente, no seria invertible. Por lo tanto, el método descrito anteriormente no
serfa viable para problemas lineales con variables libres. En el caso de problemas
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cuadréticos, podrd invertirse la matriz © siempre que al sumar Q a la matriz ©;
anterior se rompa la singularidad. Si @ es simétrica y definida positiva este hecho
siempre se garantizard. No hace falta, sin embargo, imponer una condicién tan
restrictiva. Por ejemplo, una matriz Q diagonal con ceros en las n, + r; primeras
posiciones diagonales y valores positivos en las ny tltimas posiciones diagona-
les, también garantizaria la invertibilidad de ©. Ver en el apartado siguiente una
aplicacién de una matriz con estas caracteristicas.

e De nuevo y como en el caso lineal, la operacién mas costosa es la solucién de un
sistema simétrico y definido positivo: (A®@~'A")dy = b3 +A©®~!r. Sin embargo, a
diferencia del caso lineal donde © era una matriz diagonal, en el caso cuadrético
hay que factorizar ©~! en cada iteracién. Y una vez factorizada, utilizar esta fac-
torizacién para obtener A®~!A’ y poder realizar su posterior descomposicién de
Cholesky. El coste computacional de estas operaciones es elevado. Naturalmente,
si la matriz Q fuera diagonal, el coste computacional del sistema anterior serfa equi-
valente al de un problema lineal (ver la siguiente seccién). Vanderbei y Carpenter
(1993) proponen la solucién del ya citado «sistema aumentado» (método imple-
mentado en LoQo) en vez del sistema de ecuaciones «normales en forma primal»
(AO~'A"dy = by +AO'r

o Una posible forma de proceder en un problema lineal con variables libres es como
sigue, ver Vanderbei y Carpenter (1993). Se observé en (55) que en este caso
la matriz ©; no era invertible, debido a la no existencia de las holguras duales
zy. Por tanto, se pueden considerar existentes dichas holguras zy, asociadas con
las variables libres xy. Sin embargo, zy = 0 en el dptimo forzosamente (ya que
tedricamente no deberfan existir estas holguras duales). Dado que siempre se debe
garantizar que zzxp, =0 Vi=1,... ny, y se pretende que z5, =0, se debe asegurar
que x; # 0. Se obtendra entonces el paso de las variables primales sin tener
en cuenta las variables libres x¢. Si con este paso alguna de las variables libres
Xf pasa a tener un valor cercano a 0 o negativo (inicialmente todas las xy son
positivas), entonces se realiza el cambio de variable xf =k —xy, donde k es un valor
positivo suficientemente alejado de 0 (Vanderbei y Carpenter (1993) proponen k =
2) modificando convenientemente la estructura del problema (negar una columna
de A y modificar el término de la derecha b). En el nuevo espacio de variables,

f tendrd un valor suficientemente positivo, y la Zf asociada deberd valer 0. Este
proceso deberd repetirse a lo largo del algoritmo tantas veces como sea necesario.

3. TRANSFORMACION DEL PROBLEMA CUADRATICO EN UNO
EQUIVALENTE SEPARABLE

El algoritmo descrito en la seccidn anterior para problemas cuadraticos tiene el in-

conveniente computacional de tener que factorizar A©™'A’ en cada iteracién. Si la
matriz © fuera diagonal (el problema se denomina en este caso «separable») el esfuer-
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zo computacional seria equivalente al realizado para problemas lineales. La estrategia
a usar consistird en transformar el problema original en uno equivalente donde la ma-
triz Q sea diagonal. Vanderbei y Carpenter (1993), entre otros, utilizan también esta
estrategia para el «sistema aumentado». En cambio, en este trabajo se observard el
rendimiento logrado usando la transformacién del problema cuando se solucionan las
ecuaciones «normales en forma primal».

Sea el siguiente problema cuadritico:

min, dx+ %x’Qx
sujetoa Ay, +Ax; =Ax=5>
(>6) 0<x, <X
0<x

Factorizando la matriz Q de forma que:
57 o=LL

la nueva expresién de la funcién objetivo serd:
et Ok = xS LUk = dx+ —xhx;  donde xy =L’
cx 2xQx_cx 2x X=cx zxfx_/ onde xy = L'x
El problema original (56) sera:

min, dx+3% X
sujetoa  Ax=b
L'x—x;=0
0<x <Xy
0<x
Xy libre

(58)

La matriz del nuevo problema, que serd denotada por Q, es ahora:

0
(59) o={ 0
1

donde la matriz identidad corresponde a las variables libres xs, y los bloques diago-
nales asociados con x, y x; son 0. El nuevo problema (58) tiene la ventaja de que la
matriz Q es diagonal, 6 cual reduciré el esfuerzo computacional. El inconveniente es
que tiene ny nuevas variables y restricciones, donde ny = rango(Q) = rango(L). Sin
embargo, si la esparsidad de la matriz L definida en (57) es grande, puede esperarse
una mayor rapidez en la resolucién del problema equivalente (58) que optimizando
directamente el original (56).
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Para poder aplicar el algoritmo desarrollado en el apartado anterior, se vié que se debia
garantizar que la matriz © definida en (44) fuera invertible. Sin embargo, usando la
definicién (59) de Q se observa que:

zZ.X;! F~'w
0 =0+ zZX! + 0
0 0

ZX '+ Fw
zXx!
1

y, por tanto, claramente es una matriz invertible. Ademas, dado que las unicas varia-
bles libres son las creadas en el proceso de transformacién de un problema a otro, y
que la submatriz de © asociada con estas variables serd siempre 1, no es necesario
realizar ningin tratamiento especifico para variables libres, con el consiguiente ahorro
computacional.

4. GENERACION DE PROBLEMAS TESTS CUADRATICOS

Para poder verificar el rendimiento computacional de la implementacién realizada del
algoritmo anterior y su comparacién con implementacines alternativas, se ha desarro-
llado un generador automatico de problemas cuadriticos con Q simétrica y definida
positiva. A diferencia del caso lineal, donde existe la bateria estindard de proble-
mas Netlib, para el caso cuadritico no se conoce de ninguna coleccién de problemas
simétricos y definidos positivos usados como bateria de tests. A pesar de existir ya
algunos generadores aleatorios de problemas cuadraticos (como el descrito en Calamai
etal. (1993)), estos generan problemas con una estructura totalmente aleatoria. Otros
autores (como Vanderbei y Carpenter (1993)) han generado problemas cuadréticos a
partir de los problemas lineales de la Netlib, obteniendo la matriz Q como Q = AA,,
donde A, representa las r% primeras filas de la matriz de restricciones lineales A
(siendo r un pardmetro preestablecido).

En este trabajo se ha optado por una opcién intermedia entre las dos anteriores. Por
un lado, los problemas cuadriticos serdn generados -a partir de un problema lineal
ya existente (se han usado los problema Netlib). Asi, el problema generado no
serd totalmente aleatorio y de estructura cualquiera. Sin embargo, si ha sido obtenida
aleatorimente la estructura y coeficientes de la matriz Q, en vez de definirla a partir de
la matriz de restricciones lineales A. De hecho, si se usara la técnica antes comentada
de definir @ = A/ A,, claramente al convertir el problema cuadratico en uno equivalente
separable, la nueva matriz de restricciones A que aparecerfa, segiin (58), vendria dada
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.por

A0
A,

A=

Dado que A, no es mds que una submatriz de A, este hecho influiria al construir la
matriz A®A, la cual estaria formada por submatrices que serian unas subconjuto de
las otras (resultando, por tanto, patrones de esparsidad repetidos).

El generador desarrollado, por tanto, genera la matriz O de forma aleatoria a partir
de tres parametros: pi, p2 y s. El primer parametro (con rango de 1 a 100) es usado
para calcular la dimensién de la matriz Q como ny = n- p( /100, siendo n el nimero
de variables del problema, donde n, denota la dimensién de . Las n, variables
que intervendran en la parte cuadrética se escogen aleatoriamente de entre las n, + ny
variables lineales del problema (56). El segundo pardmetro (también expresado como
un porcentaje) es usado para obtener el nimero de elementos diferentes de O de la
parte sobrediagonal de Q (la parte subdiagonal es simétrica y la diagonal siempre tiene
un coeficiente diferente de 0). El nimero de elementos diferentes de 0, denotado por
nzy, viene dado por nz, = ng - p2/100. La distribucién de estos nz, elementos se hace
de forma aleatoria sobre la parte sobrediagonal de Q. Los valores que pueden tomar
los coeficientes sobrediagonales de Q se obtienen aleatoriamente de una distribucién
uniforme [0,M], donde M =¥ ¢;/n, siendo ¢; el coste lineal de la variable x; (por
tanto, M es la media del vector de costes lineales ¢). Para obtener de forma aleatoria
el patrén de esparsidad y los coeficientes cuadrdticos se utiliza el generador pseudo-
aleatorio descrito por Schrage (1979), el cual es alimentado inicialmente con la semilla
proporcionada por el tercer pardmetro s. Una vez se han obtenido los coeficientes
sobrediagonales, se obtienen los términos diagonales Qy;, { = 1,...,n aleatoriamente
de una distribucién uniforme [Z’;zl Q,-_,-,Z’;:l Qi+ M], garantizando de esta forma que
la matriz sera diagonal dominante y definida positiva.

Se han utilizado los 80 problemas lineales de la coleccién Netlib para la obtencién de
una bateria de problemas tests cuadriticos, segiin la técnica descrita anteriormente.
Las caracteristicas de los problemas lineales Netlib se muestran en la tabla 1 donde
m, n'y nel son el nimero de condiciones, variables'y elementos no nulos de la matriz
de restricciones. Las caracteristicas de la matriz Q generada en cada caso (dimensién
y nimero de elementos sobrediagonales no nulos) puede inferirse a partir de las
definiciones anteriores de n, y nzy, de los pardmetros py,.p2.y s (concretamente,
se han usado en todas las pruebas p; =5, pp =35 y s = 3141592) y del nimero de
variables de cada problema segiin se recoge en la tabla 1.!

lContactar con el autor para obtener una copia del generador (programado en ANSI-C) en jeas-
tro@etse.urv.es.
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Tabla 1. Dimensiones de los problemas Netlib

Problema | m A nel Problema m n nel
25fv47 822 1571 11127 nesm 663 2923 13988
80bau3b 2263 9799 29063 pilot 1442 | 3652 | 43220
adlittle 57 97 465 pilot87 2031 | 4883 | 73804
afiro 28 32 88 pilotnov 976 2172 13129
agg 489 163 2541 recipe 92 180 752
agg2 517 302 4515 scl05 106 103 281
agg3 517 302 4531 5c205 206 203 552
bandm 306 472 2659 sc50a 51 48 131
beaconfd 174 262 3476 sc50b 51 48 119
blend 75 83 521 scagr2s 472 500 2029
bnll 644 1175 6129 scagr7 130 140 553
bnl2 2325 3489 16124 scfxm] 331 457 2612
boeingl 351 384 3865 scfxm2 661 914 5229
boeing?2 167 143 1339 scfxm3 991 1371 7846
bore3d 234 315 1525 scorpion 389 358 1708
brandy 221 249 2150 scrs8 491 1169 4029
czprob 930 3523 14173 scsd ] 78 760 3148
d2q06¢ 2172 5167 35674 scsd6 148 1350 5666
d6ecube 416 6184 43888 scsd8 398 2750 | 11334
degen2 445 534 4449 sctapl 301 4380 2052
degen3 1504 1818 26230 sctap2 1091 1880 8124
€226 224 282 2767 sctap3 1481 | 2480 | 10734
etamacro 401 688 2489 seba 516 1028 4874
{800 525 854 6235 sharelb 118 225 1182
finnis 498 614 2714 share2b 97 79 730
fitld 25 1026 14430 shell 537 1775 4900
fitlp 628 1677 10894 ship041 403 2118 8450
fit2d 26 10500 | 138018 shipOds 403 1458 5810
fit2p 3001 13525 60784 .- |- ship08] 779 4283 17085
ganges 1310 1681 7021 ship08s 779 2387 9501
gfrd-pnc 617 1092 3467 shipi2l 1152 | 5427 | 21597
greenbea | 2393 5405 31499 ship12s 1152 | 2763 10941
growl5 301 645 5665 sierra 1228 | 2036 9252
grow22 441 946 8318 standata 360 1075 3038
grow7 141 301 2633 standgub 362 1184 3147
israel 175 142 2358 standmps 468 1075 3686
kb2 44 41 291 stocforl 118 111 474
lotfi 154 308 1086 stocfor2 2158 | 2031 9492
maros 847 1443 10006 woodlp 245 2594 | 70216
maros-r7 3137 9408 151120 woodw 1099 | 8405 | 37478
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Tabla 2. Efectividad de los sistemas IPQ, LoQo y Minos en los problemas cuadrdticos

IPPC 1P LoQo Minos 5.3
Problema niter t niter ot niter t t
25fv47 26 31.7 31 57.9 32 135.0 312.5
80bau3b 35 900.7 (@) 146 6675.9 1211.7
adlittle 15 0.1 18 0.5 18 0.6 0.4
afiro 10 0.0 13 0.3 13 03 0.1
agg 4] 8.4 27 42 26 5.2 2.0
agg2 42 15.1 26 15.5 27 21.1 4.1
agg3 36 133 24 13.9 24 18.8 3.9
bandm 21 1.7 22 238 22 3.7 4.0
beaconfd 14 1.3 17 2.0 18 2.3 1.4
blend 15 0.2 17 0.5 17 0.6 0.4
bnll 50 18.0 65 28.3 64 147.4 29.8
bnl2 37 2445 (h) 70 3104.7 4247
boeing| 34 4.8 43 8.1 41 28.1 9.3
boeing? 23 0.9 32 1.9 22 15 1.3
bore3d 21 1.0 2] 1.7 23 1.9 1.0
brandy 16 1.0 23 2.8 22 3.1 2.1
czprob 45 35.2 61 24.4 86 52.8 109.4
d2q06¢ 37 636.4 53 742.2 () 4777.0
décube 53 316.4 36 2478 (@) 1058.5
degen? 14 6.1 20 11.8 20 17.6 113
degen3 20 170.9 23 197.5 23 233.4 2452
€226 23 1.6 22 3.1 23 4.4 4.8
etamacro 31 6.6 42 15.6 42 18.3 7.2
fFFFF800 55 18.1 37 259 101 125.5 5.8
finnis 27 3.4 29 43 36 92 10.1
fitld 27 4.1 23 8.3 25 8.7 233
fitlp 15 237.1 30 8.4 30 252 25.6
fit2d {a) 26 341.8 29 3743 3921.0
fit2p («) 4] 142.0 43 698.6 2285.2
ganges 38 21.6 32 18.9 34 41.2 12.4
gfrd-pnc 52 3.9 (h) (h) 75
greenbea 125 832.0 () 63 1588.4 1209.0
grow!5 21 3.0 28 73 31 937 153
grow22 24 6.4 32 13.1 43 305.4 26.2
grow7 20 1.0 25 29 26 12.4 3.7
israel 46 8.8 28 2.4 28 42 3.6
kb2 15 0.1 16 0.3 16 03 0.2
lotfi 23 0.6 38 1.9 18 33 15
maros ) 45 68.1 76 2514 96.4
maros-r7 () () 29 7981.5 ()
() Memoria insuficiente. ("} Problemas de convergencia.
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Tabla 2. (cont.) Efectividad de los sistemas IPQ, LoQo y Minos en los problemas cuadrdticos

IPPC "~ i 1P LoQo Minos 5.3
nesm 39 47.2 38 40.9 25 I 193.9 103.9
pilot 46 850.0 51 1049.6 h) 2886.4
pilot87 50 3312.9 71 6291.6 70 | 14929.4 8679.1
pilotnov 42 82.1 40 887 (») 317.2
recipe 22 0.3 16 0.7 16 0.8 0.4
scl105 15 0.1 14 0.4 17 0.6 0.3
5c205 16 0.3 53 2.1 20 1.1 0.5
sc50a 13 0.1 15 0.4 15 0.4 0.2
sc50b 12 0.1 18 0.3 18 0.3 0.2
scagr2s 28 1.7 41 3.6 43 5.6 6.3
scagr’ 19 0.2 20 0.6 20 0.8 0.5
scfxml 26 2.2 26 34 29 6.0 32
scfxm?2 25 5.7 30 8.1 33 13.8 12.7
scfxm3 33 14.6 35 16.6 38 26.2 24.2
scorpion 15 0.8 25 2.0 27 3.0 1.7
scrs8 25 4.1 34 6.2 34 24.9 8.2
scsd | 18 0.8 17 1.5 18 127.7 1.9
scsd6 16 2.0 18 2.9 26 715.5 4.5
scsd8 18 10.3 23 9.0 25 1083.9 22.2
sctapl 18 1.1 32 2.7 31 10.3 24
sctap2 22 8.1 28 16.7 31 3253 22.0
sctap3 21 34.5 28 22.2 30 479.7 36.3
seba 30 55.2 59 8.3 58 14.2 4.3
sharelb 55 0.9 22 1.2 28 1.7 1.1
share2b 13 0.2 22 0.8 23 0.9 0.5
shell 47 6.9 33 5.9 34 27.4 5.1
ship041 14 5.6 29 7.1 30 21.5 6.2
shipOds 14 2.7 29 4.6 33 9.4 3.6
ship08l 16 26.0 38 223 36 72.1 25.9
ship08s 18 8.2 35 10.2 36 18.1 8.8
shipl2l 17 50.6 44 41.1 47 114.0 50.6
ship12s 18 12.1 41 15.5 40 21.1 13.2
sierra 42 37.9 48 31.5 55 1989.4 13.2
standata 21 27 22 3.5 21 6.2 2.7
standgub 22 33 20 3.1 21 7.0 2.9
standmps 29 4.8 23 4.5 23 17.7 4.0
stocforl 19 0.2 20 0.6 20 0.9 0.3
stocfor2 31 49.4 38 36.8 37 38.2 30.6
woodlp 24 67.5 35 135.1 35 207.0 31.0
woodw 30 465.4 80 359.5 75 7254.9 100.8
Promedio 25 71.7 30 119 31 4279 148.7

@) Memoria insuficiente.  {#) Problemas de convergencia.
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5. RESULTADOS COMPUTACIONES PARA LOS PROBLEMAS
CUADRATICOS

En este apartado se presenta una comparacién computacional de la implementacién
realizada del método presentado en los apartados anteriores, sea IPQ, y los sistemas
LoQo y Minos 5.3 (Murtagh y Saunders (1983)). Dado que LoQo permite abordar
los problemas cuadriticos tanto directamente en su forma original como a través
de la transformacion en equivalentes separables, se utilizan ambas alternativas en la
comparacion. De esta forma se observa si la eficiencia de IPQ respecto a LoQo
se debe al hecho de transformar el problema en uno equivalente separable o a la
utilizacion de las «ecuaciones normales en forma primal».

La tabla 2 recoge los resultados obtenidos con los 80 problemas de la coleccién Netlib
presentados en la tabla 1, una vez transformados en problemas cuadraticos mediante
el algoritmo descrito en el apartado anterior (usando, tal y como ya se ha indicado, los
valores de p; =5, p» =5y s =3141592). La tabla recoge el niimero de iteraciones
(niter) y tiempo de computacion requerido (t), en segundos de CPU, para IPC y las
alternativas de LoQo para el problema original y el problema equivalente separable
(denotado por LoQo(sep)), y Minos. Para Minos dnicamente se muestra el tiempo
total de computacién (no tiene sentido comparar su nimero de iteraciones con el de
los métodos de punto interior). No se muestra el valor de funcidn objetivo puesto que
para los cuatro cédigos se obtuvieron los mismos resultados. Las ejecuciones han sido
realizadas sobre una estacién de trabajo SunSparc 10/41 de 64 Mbytes de memoria (32
reales y 32 mapeadas en disco) y aproximadamente 10 Mflops. Cuando la ejecucion
no ha podido ser realizada se indica el motivo: ) indica memoria insuficiente, y ()
problemas de convergencia.

Teniendo en cuenta los resultados recogidos en la tabla 2 puede observarse, en primer
lugar, que Minos es el sistema mds robusto, solucionando 79 de los 80 casos posibles.
IPQ resuelve 76 casos. LoQo no pudo ejecutar cinco casos y LoQo(sep) tampoco
pudo ejecutar cinco casos.

En lo que se refiere al rendimiento (s6lo se tendrén en cuenta los 68 problemas que han
podido ser solucionados por los cuatro cédigos), se observa como IPQ ha sido el mds
eficiente en 44 problemas, LoQo en 9 y Minos en 15. LoQo(sep) no tuvo un mejor
rendimiento que los otros sistemas en ningun caso. La diferencia de rendimiento entre
IPQ y los otros sistemas es especialmente significativa para los problemas de grandes
dimensiones (como «pilot87», donde IPQ es mucho mds eficiente que LoQo y Minos).
También puede observarse como en algunos casos las técnicas cldsicas de optimizacién
no lineal de gradiente reducido en que se basa Minos son mds eficientes que las de
punto interior (como, por ejemplo, en los problemas «woodlp» y «woodw»). Hay
que tener en cuenta, sin embargo, que IPQ no incluye ningin tratamiento especifico
para columnas densas (en la version actual) lo cual repercute negativamente en su
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rendimiento (este hecho explica la gran diferencia de rendimiento entre IPQ y los
otros sistemas en los problemas fitlp y seba). Afiadiendo un tratamiento para este
tipo de columnas su eficiencia se veria claramente aumentada.

Otro de los aspectos a destacar es el comportamiento de LoQo y LoQo(sep). En
general, LoQo es mds eficiente solucionando el problema en su formulacién original
que una vez transformado. Estos resultados difieren de los obtenidos y presentados en
Vanderbei y Carpenter (1993), probablemente debido a la forma en que se construye-
ron los problemas cuadrdticos. Serfa necesario, pues, un estudio mucho mas amplio
con un mayor nimero de problemas tests (reales y generados) para poder concluir si
es mejor transformar el problema o solucionarlo en su forma original. En el método
descrito en este trabajo e implementado en IPQ, sin embargo, no hay ninguna duda,
puesto que la transformacién es practicamente la dnica alternativa computacionalmen-
te efectiva.

La dltima fila de la tabla recoge los promedios de niimero de iteraciones y tiempo
de computacion (sélo se han tenido en cuenta los problemas que se resolvieron por
los cuatro cédigos). Se puede observar que IPQ es el mas eficiente. Sin embargo,
esta observacion estd muy influenciada por los resultados del problema «pilot87», y
porque algunos de los problemas mds costosos («d2q06», «d6cube», «pilot») no han
sido contemplados (no fueron solucionados por los cuatro sistemas).

6. CONCLUSIONES

Basados en la experiencia computacional bastante fuerte cuyos resultados principales
se han obtenido en el apartado anterior, el método presentado en este trabajo se ha
mostrado como una alternativa eficiente al sistema LoQo para la solucién de problemas
cuadréticos. La diferencia entre ambos enfoques es el hecho de solucionar un sistema
simétrico e indefinido («sistema aumentado» en LoQo) o la solucién de un sistema
simétrico y definido positivo («ecuaciones normales en forma primal» en IPQ). En este
Giltimo caso se ha mostrado cémo es necesario transformar el problema en un problema
equivalente separable. Sin embargo, IPQ es mds eficiente en el problema transformado
que lo es LoQo en el problema original. . A la vista de los resultados obtenidos,
también se observa que las técnicas de punto interior para problemas cuadriticos son,
en general, una alternativa mds eficiente a las técnicas cldsicas de programacion no
lineal de gradiente reducido (sistema Minos entre otros).
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ENGLISH SUMMARY

AN INTERIOR-POINT ALGORITHM FOR
QUADRATIC PROGRAMMING THROUGH
SEPARABLE EQUIVALENT PROBLEMS'

J. CASTRO"

Universitat Rovira i Virgili

This paper presents an interior point algorithm for the solution of sym-
metric and positive definite quadratic programming problems. Instead of
solving the original problem, the algorithm transforms it into an equivalent
separable one, thus having a diagonal quadratic coefficients matrix. The
main differences between this algorithm and others, like that implemen-
ted in the LoQo package, is that it solves the «normal equations in primal
SJorm» instead of the «augmented system», and that it does not require an
explicit treatment for the quadratic free variables, i.e. those created when
obtaining the separable equivalent problem. This algorithm is implemen-
ted in the IPQ package, and its efficiency is compared with that of the LoQo
and Minos 5.3 packages. The comparison is performed through the solu-
tion of 80 problems of the Netlib collection (a standard suite for linear
programming). The quadratic problems are generated from the linear ones
through an ad-hoc generator for quadratic programming. Though it has
been stated in the literature that solving the «augmented system» can be
more efficient that solving the «normal equations in primal form» the com-
putational results presented show that IPQ is competitive against LoQo
and Minos 5.3, specially in some of the largest instances.

Keywords: Interior point methods, predictor-corrector method, primal-
dual algorithm, quadratic programming.
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This paper presents a variation of the primal-dual algorithm for quadratic problems.
The main features of the algorithm are as follows:

i) it considers a partition of the set of variables depending on they are just lower
bounded, lower and upper bounded, and free variables (free variables are only
allowed to be quadratic ones); leading us to the solution of the following linear
programming problem

min, x+ 5x'Qx
subject to  Aux, + A +Apxp=b
(P) 0<x <Xy
0<x
xy libre

ii) it is not required an explicit treatment for the free quadratic variables.

iii) the algorithm solves the commonly called «normal equations in primal formp»,
instead of the «augmented system».

In this last point the algorithm presented differs substantially from other quadratic
interior point solvers, like LoQo, which solves the «augmented system». Though
it has been stated in the literature that solving the indefinite symmetric augmented
system can be more efficient that solving the positive definite primal normal equations,
the computational results presented in the paper show that an accurate implementation
based on the last technique can outperform a solver based on the augmented system.

The algorithm presented solves at each iteration the following «normal equations
system»

(A0~ 'A"Ydy =b
where matrix © is defined as follows
Qu + ZuXu—l +F- : w Iul :4_/"
©=(Q+ZX™'+F W)= Qu Q+zX7" Q)
Quy Qir Oy

Q being the quadratic coefficients matrix. The computational cost of the above sys-
tem is prohibitive for non-diagonal Q matrices. Therefore, instead of attempting the
solution of the original problem, the algorithm transforms it to a separable equivalent
one with a diagonal Q matrix. This increases the number of variables and constraints,
but reduces considerably the cost of the «normal equations in primal form» system
to be solved at each iteration of the algorithm.

The structure of the paper is as follows. The first section of the document presents
a brief overview of the state of the art, and outlines the main differences between
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the algorithm presented and that implemented in the LoQo package (as stated in the
former paragraph).

The second section fully details the algorithm presented for solving quadratic pro-
gramming problems. The process of reduction of the Karush-Kuhn-Tucker necessary
optimality conditions to the positive definite primal normal equations is showed, and
the main characteristics of the system (A®A’)dy = b3 + A®~'r obtained are com-
mented. It is also shown that the solution of the previous system is computationally
prohibitive if the matrix © is not a diagonal one. This forces us to transform the
original problem into another equivalent and separable, where the matrix © satisfies
the property of being diagonal. This is presented in section three.

Last two sections focuses on the computational experiments. In section four the
quadratic problems generator employed in the work is detailed. It creates a quadra-
tic problem from a linear one, adding a positive definite matrix Q to the objective
function. Section five reports the computational results obtained, comparing the im-
plementation developed (named IPQ) with LoQo, and Minos5.3 over a battery test of
80 problems. Looking at the results, it can be concluded that IPQ is more efficient
than the other codes, specially when the dimension of the quadratic problem tends to
be large.
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THE POST RANDOMISATION METHOD
FOR PROTECTING MICRODATA

JOSE GOUWELEEUW
PETER KOOIMAN
LEON WILLENBORG
PETER-PAUL DE WOLF
Statistics Netherlands

This paper describes the Post Randomisation Method (PRAM) as a method
for disclosure protection of microdata. Applying PRAM means that for ea-
ch record in the data file according to a specified probability mechanism
the score on a number of variables is changed. Since this probability me-
chanism is known, the characteristics of the latent true data can unbiasedly
be estimated from the observed data moments in the perturbed file.

PRAM is applied to categorical variables. It is shown that both cross-
tabulation and standard multivariate analysis techniques can easily be
adapted to account for PRAM. It only requires pre-multiplication by the
transpose of the inverted Markov transition matrix, specifying the rando-
misation process. Also, estimates for the additional variance introduced by
PRAM are given. By a proper choice of the transition probabilities, PRAM
can be applied in such a way that certain chosen marginal distributions
in the original data file are left invariant in expectation. In that case the
perturbed data can be used as if it were the original data. We describe how
to obtain such an invariant PRAM process. Finally, some consequences of
using PRAM in practice are discussed. The present paper is a shortened
version of Kooiman et al. (1997).

Keywords: Post RAndomisation Method (PRAM), disclosure, randomi-
sed response, Markov matrix, invariant matrix, perturbed da-
ta, data swapping.
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1. INTRODUCTION

This paper-investigates a suggestion by Sérndal ef al.. (1992), pp. 572-3, to protect
microdata files against disclosure by randomisation of individual record data, using
the methodology of randomised response techniques due to Warner (1965). This met-
hodology is employed when interviewers have to deal with highly sensitive questions,
on which the respondent is not likely to report true values in a face-to-face interview
setting. By embedding the question in a pure chance experiment the true value of
the respondent is never revealed to the interviewer. By knowing the probabilities in-
volved in the chance experiment, the analyst can nevertheless make inferences about
the population frequencies of the characteristic investigated, be it with some loss in
precision. The suggestion of Sirndal ef al. amounts to applying the same randomisa-
tion technique to reported individual scores, prior to their release as microdata files.
Thus, true individual scores will not be revealed, whereas an analyst, by taking the
(known) randomisation model into account, can still make valid inferences from the
data set as a whole.

The methodology advocated in this paper represents an alternative to data swapping
as a technique for disclosure protection of microdata (see Dalenius and Reiss, 1982).
In data swapping individual scores on certain variables are interchanged between
records in such a way that second order moments are kept more or less intact (first
order moments are unchanged automatically).

In this paper we take another approach. We no longer require the perturbed file to
mimic the original one. Instead we require that data moments of the original file
can unbiasedly be estimated from the perturbed file. This is achieved as follows.
For each record in the original microdata file, the score on one or more variables
is replaced by an other score according to some probability mechanism. Because of
this the moments of the data will change, the true data moments of the original file
become latent. Since the probability mechanism that is used for perturbing the scores
is completely known to the data protector, it can be shipped to the analyst jointly with
the perturbed file. This allows the analyst to reconstruct the latent true data moments
to the extent that these moments can unbiasedly be estimated from the observed data
moments in the perturbed file. This method for disclosure protection of microdata
will be called the Post Randomisation Method (PRAM).

In order to make valid inferences from the perturbed file the analyst has to account
for the fact that the true data patterns are hidden behind a veil of errors delibera-
tely introduced to protect the ‘individual records. Thus, he has to apply somewhat
more complicated types of statistical analyses, which is a drawback of the method
in comparison with other disclosure control techniques as for example recoding or
suppression of values. However, in this paper we show that this drawback is minor
when PRAM is applied to categorical variables. Most disclosure protection analysis
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of microdata involves categorical variables. Due to the fact that the analyst knows the
complete distribution of the errors, simple corrections that can be routinely applied
using standard statistical software are sufficient. As compared to data swapping, the
method has the important advantage that it is squndly statistical, not mechanical. This
allows us to invoke the complete apparatus of statistical modelling and inference, both
to make probability statements about disclosure risks at the individual record level
and to calculate the loss in precision of aggregate statistics, due to PRAM.

The remainder of this paper is organised as follows. In Section 2, PRAM is introduced
by an example. In Section 3, the technique is worked out for the most elementary
type of analysis: cross-tabulation of categorical variables. The probability mechanism
used for PRAM can be chosen in such a way that the distribution of the variables in
the perturbed file equals that in the original file, in which case the perturbed file can
be used directly for analysis. Section 4 describes how to construct such a probability
mechanism. In Section 5 the consequences of using PRAM in practice are discussed
and finally Section 6 contains some conclusions and topics for further research.

2. DISCLOSURE PROTECTION BY RANDOMISATION

Consider a {0, 1}-variable, e.g. gender with 0 = male, 1 = female. Scores are
randomised, independently for each record, by using the following (known) probability

matrix Py = {py }:
3 8o 1-69
X = l _ el 91 bl

where py; represents the probability that the reported randomised score equals [ given
that the latent true score equals k. In the sequel we denote the true score with &, and
the randomised score with x. Assume that a data file representing a simple random
sample of n records is available. We want to estimate the true population fractions of
both categories. From the original file this would be achieved by calculating T &/n,
T & being the total of & in the data file. From the perturbed file we can similarly
calculate 7,. The relation between both totals can be computed as:

E(T|E) =T:0 + (n—Tz) (1-86p),

where E(.|.) denotes the conditional expectation. An unbiased estimator for T is
directly obtained as
7 T, —n(1 —6)

2.1
(2.1 0, +6p—~1
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Clearly

22) v (ffe) = (e—:r%

where V(.|.) indicates the conditional variance. Note that we have to assume that
01 # 1 — 6y, since otherwise the denominator in (2.1) as well as (2.2) becomes 0. In
practice, it is desirable that 8| is not too close to 1 — 8y, since a value of 8; close to
1 — 8y would lead to a large variance as can be seen from formula (2.2).

Formula (2.2) can be rewritten as follows. Note that T;|€ is distributed as the sum of
two independent binomially distributed random variables with parameters (7¢,6;) and
(n— T 8) respectively. Consequently V(T,|§) = Tz 0, (1 —6;) + (n— T¢)6o(1 — 6p),
so that

Tgel(l —0))+ (n— Té) Bo(1 —6p)

(8 +60—1)°

)

V(Tel€) =
which for 8y = 8, (= 8) reduces to

R n6(1—-6

This demonstrates that under the assumptions stated the standard deviation does
not depend on the true proportion Tz /n. Consequently the coefficient of variation

V(fgl&)l/z/Té is inversely proportional with Tg. Thus, the distortion is relatively
large when the true score T (or n—Tg) is (very) low. This fits nicely into our general
purpose to protect rare scores, since these are the most vulnerable to disclosure.

We conclude this section with an example indicating the effect of PRAM on protecting
the individual scores. Consider a microdata file of n records, representing a simple
random sample of a population of size N. The data set contains exactly one surgeon,
whose gender is given as female. PRAM has been applied to the gender variable,
though. Independently for each record, the gender score has been kept intact with
probability 0.9, and has been changed to the opposite score with probability 0.1.
Other variables in the file are not perturbed. Suppose an intruder knows that the
population contains 1 female surgeon and 99 male surgeons. He can derive that the
(posterior) odds are 11:1 in favour of a perturbed male surgeon in the data file. When
the population contains 9 male surgeons besides the one female surgeon, the odds
are 1:1. So without additional information, the intruder can not conclude that he has
identified the female surgeon.

148



3. CROSS-TABULATION

We now turn to the problem of deriving valid cross-tabulations from a perturbed data
file with categorical variables. The example of Section 2, which refers to the simplest
non-trivial tabulation possible, i.e. a (2 x 1) table, will be generalised step by step.
First consider a categorical variable &, with categories §(k), k=1,...,K. To protect
a data file containing &, we perturb the scores é(k). In particular, £X) is transformed
into a score x¥ = ) with probability py, for k,/ = 1,... K. The matrix P, = {py}
is a Markov matrix, i.e. Pyt =1,1 being a (K x 1) vector of ones. Since in practical
situations we only want to change a small minority of the true values the diagonal
elements of P, dominate strongly (these will in general be in the range of 0.9 — 1.0),
so that P, certainly has full rank. Now let Tz be the (K x 1) vector of frequencies of
the K categories of &, observed in the original data file, and similarly, let 7, be the
vector of frequencies in the perturbed file. It is easy to verify that

(3.1) E(T,|&) = P! T;,
where the superscript T indicates transposition.
Thus 7 can unbiasedly be estimated by

. T

Te=(P7') T
Note that the matrix P, has to be non-singular in order for Tg to be well defined. This
implies that the matrix P, can not contain two equal rows, which means that each
value of & corresponds uniquely with a distribution of the perturbed variable over the
categories, as determined by the rows of P.. The conditional variance of Tg is given
by

R _I\T _
V(Tele) = (P") V() T

Due to the recordwise independence of the multinomial transition process we obtain
the covariance matrix of 7, as

K
V(TE) = Y Te(k) Vi,
k=1

where, for k= 1,...,K, V, is the (K x K) covariance matrix of the outcomes x(’),
[=1,...,K, of the multinomial transition process of an element with true score &£(*):
_ Pu(l=Py) ifl=j i
3.2) Vill, j) = - o, for Lj=1,...,K.
=Pyt Py if 1]

Substituting the estimator fé for the unknown true frequencies 7z we obtain an esti-
mator for the uncertainty introduced by the noise process:

K
(3.3) V(T[E) = Y, Te(k) Vi
k=1

149



The derivations show that univariate frequencies can straightforwardly be corrected
for the noise added to the file. It just requires pre-multiplication with the transpose
of the inverted transition probability matrix. This matrix can be supplied with the
(perturbed) data file so that analysis only requires a matrix multiplication as an extra
step in the tabulation. Using the same information it is also possible to estimate
covariances of the-estimated true frequencies. This result generalises to multivariate
distributions (see Kooiman er al., 1997).

A problem related to cross-tabulation that is of practical importance is the following.
Some users of statistical microdata sets want to match extra variables to the data set
supplied. We give a simplified example. Suppose the data set supplied to a client
contains the dichotomous variable car ownership C (0: does not possess a car; 1: does
possess a car) and the highly detailed geographical classification indicating place of
living G (say, 1000 localities). The client wants to analyse the relationship between
car ownership and the presence of a railway station in the place of living. For each of
the 1000 localities of the geographical classification the client knows whether there is
a railway station or not. When the file is not perturbed it is easy to match this data to
the file and add a third variable railway station R (0: has no direct access to railway
facilities; 1: does have direct access to railway facilities). Then, the analysis could be
done by studying the 2 ( 2 cross classification of the variables C and R. The variable
G is only used as an intermediate variable; it does not play a role in the subsequent
analysis.

The question arises whether this process, which occurs frequently in practice, is still
feasible when the microdata file supplied to the client has been perturbed. The answer
is: yes, it is still possible, but not by matching the new variable to the (perturbed)
microdata file itself. What can be done is the following. First estimate the (2 x 1000)
table Tc. Then an unbiased estimate of the true table is

N T a
Ter = (Pe N Te Pg " Tor,
where Teg = (PC_I)Z Teo P(;l is the estimated C x G table.

In fact the Tgr table acts as an aggregator of the rows of Trg. The process of
matching additional variables as indicated above, therefore amounts to the addition of
specific aggregation keys for detailed classificatory variables present in the data set.
A similar example is occupation, which could for instance be aggregated according
to the distinction between white collar and blue collar work.

So far we have demonstrated that tabular analysis of perturbed microdata sets con-
sisting of categorical variables poses no fundamental problems. The frequency tables
summarise all available information in the data set. Multivariate analysis for catego-
rical data, like loglinear modelling or correspondence analysis, can therefore proceed
from the estimates of the latent true tables. The presence of a small bit of extra va-
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riance in these estimates will generally pose no problems to the analyst, as the extra
variance just adds to the sampling variance that is present in the data anyhow.

A somewhat more serious problem might be that for small frequencies in the original
table the estimated frequencies can turn out to be negative. Indeed, when a true
frequency is zero and its estimate is unbiased, positive and negative estimates are
equally likely to occur. When the analyst is interested in the cross-tabulation per se,
he might truncate estimated frequencies at zero: although a biased estimate results,
the mean squared error of the cells involved decreases by the truncation. However,
this procedure introduces an upward bias in the row and column totals associated with
these cells.

A final problem is that subdomain analysis can not proceed as usual, as subdomains
can no longer be properly identified when the domain indicator involved has been
affected by PRAM. The solution is simple, though. We add the domain indicator
to the set of variables under analysis, and (re)construct the relevant tables, including
the domain indicator as an extra variable in the tabulations. The table entries pertai-
ning to the subdomain of interest give unbiased estimates of the original subdomain
tabulations.

4. INVARIANT PRAM

So far, it was seen that applying PRAM implies that the perturbed tables have to be
pre-multiplied by (P7")'. In this section, it will be demonstrated that the analysis of
the perturbed data file can be simplified if Py is chosen to be invariant with respect to
the distribution of the variable that is to be perturbed. Here distribution can refer to the
distribution in the data file (the sample) as well as the distribution in the population.
The consequence of this choice of P, will be discussed in this section.

First consider the case where the data file contains one categorical variable & with
categories E0), k= 1,... K. As before, E®) is transformed into a score x¥) = £()
with probability py for k,{ =1,...,K. The matrix P, = {py} now should be chosen
in such a way that the distribution of & over the different categories in the original
data file is invariant with respect to Py, i.e. P, should satisfy .

Tr _
@.1) PIT =T

The K x K identity matrix I always satisfies this equation, but this is not very inte-
resting, since the perturbed data file will be the same as the unperturbed data file. In
general, there will be at least one other solution P, for this set of equations (since
there are K(K — 1) unknowns and K equations). For example, P; can be chosen as
follows. Assume without loss of generality that the categories are ordered in such a
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way that Te (k) > Te(K) > Ofork=1,...,K
1= (0.1T:(K)/Te(k)) if [=k
(4.2) P = 0.1T:(K)/T; (k) if = (k+1)modK

0 otherwise

Then a simple computation shows that this matrix P, satisfies

Pli=1 and P =T

X

There are other choices of P, possible.

Now suppose that Py is chosen such that (4.1) is satisfied. In that case

E(TE) =P T, =T

Here the first equality follows from formula (3.1) and the second equality follows
from the choice of P,. This means that T¢ can unbiasedly be estimated by

T: =T.

Note that a transformation satisfying (4.1) is indeed invariant with respect to the (sam-
ple) distribution of . However this invariance does not entail that the transformation
is invariant with respect to crossings of £ with other variables in the file.

5. APPLICATION OF PRAM

Now that we have introduced PRAM, the question that remains to be considered is
how to apply this technique in practice. This essentially means that a choice should
be made for the Markov matrices to be applied. This involves several aspects that
are discussed in separate subsections.

5.1. Markov Matrix Classes

For practical purposes it is impertant to study a few special classes of Markov matrices
that might be considered for use in PRAM. Below we study three types of such
matrices. Other choices are also possible, however. What type of Markov matrix to
choose for a variable or set of variables in a particular application of PRAM depends
on such things as the initial distribution to be left invariant (if any) and requirements
implied by the acceptability of certain combinations of values (only if combinations
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of variables have to be considered in the light of integrity checks). In fact it takes
some further study into the structure of these matrices so as to inform the practitioner
who wants to make a motivated choice among the various possibilities.

5.1.1. Type I: two different non-zero values per row

Suppose that the number of categories for a variable on which PRAM is applied, is
K. A type 1 Markov matrix P is one that has nonzero values on the main diagonal
and for each row there is at least one other nonzero entry. Nonzero entries outside
the main diagonal are all the same within a row (they may differ among rows) and
they will in general not be equal to the entry on the diagonal in the same row. In
fact if in row i there are k; — 1 nonzero off-diagonal elements, they are all equal to
(1= pii)/(ki— 1), where p; is the i—th diagonal element. Furthermore we require
that P is non-singular, so that the inverse of P exists. Note that each row in P has
two unknowns, implying that, because the row entries should add to 1, there are K
unknowns. Note that the matrix that is defined in formula (4.2) is a type I matrix. In
this case k; = 2 for all i.

Special cases of Type I matrices are given in (5.1) below. In both cases k; does not
depend on i. In the first case k; = 2, and in the second case k; = K.

(4.3)
Pl ﬁl 0 ... ... 0 } i
0 ppps 0 ... O P1 Pl e . P
o . P2 p2 P2 ... P2
: . _O Bict o Bet Peet Brot
0 ... ... 0 pi-1 Pr-y 77 T )"
ﬁk O ...... O pk

where p; = (1 — p;), in the first matrix, and p; = (1 — p;)/(K — 1) in the second matrix,
fori=1,... K.

5.1.2. Type II: more than two different non-zero values per row

In this case we assume well-defined functional relationships between diagonal ele-
ments and the nonzero off-diagonal elements in the same row as the respective diago-
nal element. In this light the Type I matrices are a subclass of the Type II matrices:
each off-diagonal element is a linear function of the corresponding diagonal element,
and besides these linear relationships are the same for the off-diagonal elements in the
same row. This removes the tight constraint for the Type I Markov matrices namely
that of the equality of the nonzero off-diagonal elements in the same row.
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5.1.3. Block matrices

This is not a new type in the sense of the previous two cases, but rather a type that
can be used with the blocks of e.g. Type I or of Type II. A block matrix has blocks
P; on the diagonal and all off-diagonal blocks have only zero entries. A block matrix
can be used in case the vector of probabilities to be left invariant can be split into
two or more parts that can, or should, be considered independent from each other. A
motivation for this could be derived from the values in the probability vector to be
left invariant. It might be more attractive to group these value into blocks consisting
of categories for whom the associated probabilities of the probability vector to remain
invariant are (almost) equal.

5.2. Disclosure Risk

We discuss the disclosure risk criterion that can be used to judge the effectiveness
of a PRAM procedure. The idea behind the risk measure that we propose is based
on the paradigm used by Statistics Netherlands (see Willenborg and De Waal, 1996).
Suppose that we consider a particular combination of key values in a record in the
perturbed file, given the PRAM techniques that have been applied to the variables
whose values are considered in the combination. For this combination the set of
original values that could yield it can be determined, as well as their probabilities. In
fact, we may consider the combination observed in the perturbed file equivalent to
the set of original combinations, together with their probabilities. To judge whether
this set of combinations is safe we apply a reasoning borrowed from the case of
data without measurement errors. In that case one can apply the principle that the
frequency of a particular combination in the population is used to decide about the
safety or unsafety of that combination. If the combination occurs more frequently
than a threshold value it is considered safe, otherwise it is considered unsafe.

Instead of considering the expected frequency of the observed scores, the effectiveness
of PRAM can also be judged by considering the posterior odds, as was done in
the example at the end of Section 2. With posterior odds, we mean the (relative)
probability that a rare score in the perturbed file corresponds with a rare score in
the original file. These posterior odds should be small, so as to confuse a potential
intruder. How small these odds have to be, is a topic of further research.

5.3. Information Loss

In this subsection we consider a method to quantify the information loss due to the
application of PRAM. A straightforward measure is the increase of variance of the
estimates due to the measurement error introduced by PRAM. Appropriate variance
formulas have been derived in Sections 3 and 4. Another approach that could be used
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for this purpose is by considering the concept of entropy, as introduced by Shannon in
communication theory in the 1940’s (see Shannon and Weaver, 1949). In information
theory it is assumed that a message is to be transmitted across a noisy channel, that
is a communication channel that may perturb part of the message. As a result of the
noisiness of the channel the message received at the other end of the channel may
be distorted. The problem then is to restore the original message from the received
message.

We can use the paradigm of the noisy channel through which a message is sent, to
calculate the information loss in case of the application of disclosure control techni-
ques such as PRAM!. It is a reasonable approach to produce a safe microdata file
from an unsafe one by applying disclosure control techniques in such a way to the
original microdata set that the resulting file is safe (according to the criteria applied)
while the amount of information loss due to the modification is minimised.

6. CONCLUDING REMARKS

In this paper, PRAM was introduced for categorical variables. It was shown how
cross-tabulations for the unperturbed variables could be unbiasedly estimated from the
perturbed file and how the additional variance introduced by the PRAM process could
be estimated. Furthermore, it was shown that the analysis could be simplified if an
invariant matrix P, was used for PRAM. However it remains to be studied whether it
is possible to choose P, in such a way that all cross-tabulations are (nearly) preserved.
A difficulty with the PRAM method is the preservation of consistency in the data.
Inconsistent data are undesirable for statistical purposes. Moreover inconsistencies in
the data might give a potential intruder a clue about the values that have possibly
been perturbed in a record. This knowledge might help such a person to (partly) undo
the protective effect of PRAM applied to a microdata file.

A number of topics remain for further research. For instance it should be clear what
Markov matrices should be used to apply PRAM: how should the entries be chosen,
especially in the case where P, is invariant with respect to the distribution of some
variables: if a block matrix is used, how should the blocks be constructed. This issue
is, of course, directly related to the degree of safety that one tries to achieve with a
particular PRAM method applied to a microdata file, and also with the information
loss that one is willing to accept.

!"The information theory description is mainly colourful tmagery. One can just as well assume that the
measurement error is specified so that the observed measurements can be used to estimate the underlying,
latent values. Contrary to the usual situation encountered when dealing with measurement errors in statistics,
the error process in PRAM is exactly known.
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Furthermore it remains to be studied what is more convenient in practice: general
PRAM or invariant PRAM. The first method is easier for the data protector to apply
but it requires extra work on the part of the user, whereas for the second method
things are reversed. It is also possible to use a mixture of these two: a matrix which
is invariant for a number of combinations in the perturbed data file, but not for all.
Some cross-tabulations can then directly be derived from the perturbed data file, and
for some a matrix multiplication has to be performed. In that case it is not possible
to reconstruct the original microdata file from P,.

An important topic for further research is to check which standard statistical analysis
techniques survive PRAM, and how these techniques could be modified to account
for the PRAM process. Techniques that can be framed in terms of second moments of
the data, like regression analysis, can easily be adapted to yield consistent estimation
results. However, many more statistical techniques still have to be considered.
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1. INTRODUCTION

One of the main tasks of the Statistical Office of the European Community consists
in providing deciders with information about the economy of the Member States.
This information is subject to a statistical treatment in order to meet the requirements
of analysts and commentators. Typically, short-term analysis and the monitoring of
the economy are conducted on the basis of seasonally adjusted series. Sometimes,
when seasonally adjusted figures display too much erraticity, the attention is reported
to a smoother signal such as the trend. Accordingly, EUROSTAT proceeds to seaso-
nal adjustment and to trend extraction before publishing economic time series (see
EUROSTAT 1997a).

Several methods for seasonal adjustment and trend extraction are available. Broad-
ly speaking, they may be classified into three main groups: regression methods,
empirical filtering and signal extraction. With the first one, the patterns of interest are
represented as deterministic functions of time (see for example Hylleberg, 1986). It is
perhaps the earliest model-based approach to seasonal adjustment and trend extraction,
and was in use in EUROSTAT until recently with the software Dainties (see Fischer,
1995). The second group performs ad hoc application of moving average filters. The
filters in use are said empirical because they do not depend on the statistical properties
of the series under analysis: they are pre-existing filters and it is up to the user to
select the most adequate one given the series under analysis. This is the principle
implemented in the softwares of the X11-family (see Shiskin and al., 1967), which
are very widely spread in public data-analysis agencies. The last approach, seasonal
adjustment by signal extraction, has been developed by Burman (1980), Hillmer and
Tiao (1982), among others (for a general presentation, see Maravall, 1993b). It is
based on optimal filtering, the optimal filter being derived from a time series model
of the ARIMA-type which describes the behaviour of the series while the components
are explicitly specified. It is generally known as the ARIMA-Model-Based (AMB)
approach to unobserved components analysis.

The comparison of the different approaches has been subject of a large debate in the
statistical literature; see Bell and Hillmer, 1984. Yet the debate was oriented towards
the search of an optimal criterion for evaluating seasonal adjustment procedures and
with this perspective no definitive conclusion could be reached. Consequently, the
evaluation of the relative performances of the different approaches is still an open
question. Furthermore, EUROSTAT is confronted every day with the problem of cho-
osing the method ensuring the highest quality data.

A glance at the situation in national statistical institutes of the European Union shows
that practitioners favour ad hoc filtering through the general use of softwares of the
X11 family (EUROSTAT 1997d). Two noticeable exceptions, however, are Bank of
Italy and Bank of Spain, which have adopted AMB procedures (Bank of Italy, 1997,
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and Bank of Spain, 1993). The situation is opposite on the side of academic research
where model-based approaches prevail; see for example the references in Maravall,
1993b. The dichotomy between the applied importance of X11 and variants of, and
the attention that academics devote to model-based methods to decompose economic
time series, heightens the need of a rigorous assessment of the different approaches.

During 1995, EUROSTAT set up a program for investigating issues related to seasonal
adjustment. The first step was an internal study comparing 6 different packages
(see Fischer, 1995). It has led to the decision of concentrating the attention on
X12-REGARIMA (X12 in short), a last update of the X11-family from the Bureau
of the Census (see Findley and al., 1996), and on SEATS-TRAMO (see Gomez and
Maravall, 1996) which implements the AMB approach to decompose time series. In
brief, both programs are based on the following scheme: REGARIMA and TRAMO are
respectively in charge of removing some deterministic effects like for example outliers
and calendar effects, and of identifying and estimating linear stochastic models of the
ARIMA-type for the remaining part of the series. It is that stochastic part which is then
decomposed into seasonal, trend plus noise by X12 and by SEATS. The program X12
uses the forecasts made available by REGARIMA to extend the series before applying
the adjustment filters and the trend filters. These filters were already present in X11,
so X12 still embodies the X11 decomposition filters. On the other hand, SEATS
uses the model identified and estimated by TRAMO to derive the optimal filters for
estimating the different components. Details of the two decomposition procedures are
given in sections 2 and 3.

The EUROSTAT activities in seasonal adjustment are currently developed in three
main directions: evaluation and comparison of these two approaches, construction
of a software embodying and interfacing X12 and SEATS-TRAMO, and training in
applied time series analysis. The first one is mainly a research project, and it has
given rise to a number of papers. Section 4 presents some of the main results which
have been obtained, while section 5 gives an overview of the software project.

2. X11 LINEAR SEASONAL ADJUSTMENT FILTERS

We first present the principle of linear filtering. Writing B the backshift operator such
that for a time series x;, Bx; = x,_1, a linear time invariant filter can be expressed as:

r

@.1) aB)= Y B,

k=—m

where the weights ¢; are real, do not depend on time, and satisfy Y a; = 1 and ZaiZ < oo,
The moving average filters most often employed share the property of being linear and,
for observations not too close to both ends of the sample, symmetric. Such filters are
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considered since they induce no phase shift in the filtered series (see Priestley, 1981).
Hence m = r, and assuming that a(B) is a seasonal filter the seasonal component
estimator will be written as:

§ [ao + ﬁ ak(Bk -+ B"k)} X
k=1

2.2) = a(B)x

while the nonseasonal part of the series will be obtained as :

Ay =1 —a(B)]x

so that the additive relationship x; = §; + A, holds. If needed, the nonseasonal part of
the series can be further decomposed into a trend plus an irregular component.

Given that an unobserved component like seasonality is built so as to catch the
movements of a series at some specific frequencies, it is convenient to draw the inter-
pretation of linear filters in the frequency domain. Let w denote frequency measured
in radians, w € [0, 7], then the frequency response function of a(B) is given by:

(2.3) a(w) =ale™™) =ap+2 Y axcoskw.
k=1
The squared gain of a filter defined by | a(w) |* relates the spectrum of the input
series gy(w) to the spectrum of the component estimator g¢(w) through the general
expression:
gs(w) =l a(w) > g«(w).

The squared gain controls the extent in which a movement of particular amplitude at
a frequency w is delivered to the output series. For example, a zero-gain in [wy, wy]
corresponding to a response function vanishing in this band will make the output
series free of movements in this range of frequencies. This is the principle adopted in
empirical linear filtering as performed in X11 (which, we recall, is still embodied in
X12). Actually, the decomposition of time series in X11 may also be multiplicative,
but the linear filters can be seen as approximation of the multiplicative approach;
see Young (1968). Dealing with linear filters eases the interpretation at the cost of
missing some nonlinearities, which according to Young are in general not important.

The linear filters in X11 can be seen as convolutions of moving averages. Details of
the procedure can be found in Wallis (1974, 1982). According to the filter chosen
at each step, a different outcome is obtained. For monthly series, standard options
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for seasonal moving average filters are 3 x 3, 3 x 3 followed by 3 x 5 (default), 3 x9
and 3-term seasonal average filters. These are combined with a Henderson trend
filter, whose standard length may be 9, 13, 23 terms. Graphics of the filters weights
and squared gains can be found in numerous articles; the most complete may be
Bell and Monsell (1992). For convenience, we reproduce the squared gains of the
monthly seasonal adjustment filters. Namely, the default, 3 x 3, 3 x 9, and 3-term
filters associated with a 13-term Henderson moving average are presented; the 3 x 5
is omitted since it does not differ very much to the default (see Bell and Monsell).

2 T 2
L5¢ 1.5f
i
o 1 l
0 2
Default Seasonal MA 3x3 Seasonal MA
2 2
1.5F R 1.5¢ B
1 1 4
M m\l
05+ J 0.5 \ U \ H
0 1 0 \/
0 2 0 2
3x9 Seasonal MA 3 term Seasonal MA

Figure 1. Squared Gain Functions of X11 Monthly Adjustment Filters

The graphics displayed in figure 1 illustrates how X11-filtering works in the frequency
domain. The seasonal component is designed to capture the movements in the series
which occur with a seasonal frequency. Thus the seasonal adjustment filters should
annihilate the variability associated with the seasonal frequencies, and let the other
unchanged. In agreement with that, the gain of the X11 adjustment filters presented
on figure 1 displays that bandpass structure: they show a gain close to 0 around the
seasonal frequencies and a.gain close to one in the other regions. The width of the
region where the gain is null is related to the stability of the seasonal movements which
are supposed to be removed: for example, an unstable seasonal pattern yields large
spectral peaks around the seasonal frequencies, and hence the range of frequencies
where an adjustment filter should display a zero-gain must be sufficiently large to
match them. Figure 1 shows that the 3-term seasonal filter would be adequate for
a relatively unstable seasonality while the 3 x 9 filter corresponds to a relatively
stable seasonality. Given the series under analysis, it is up to the user to select
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the filter which is believed to be the more appropriate. The X12 software helps
in that task by delivering empirical measurement like irregular-to-seasonal ratio or
cycle-to-irregular ratio (see Dagum, 1988) which are designed to indicate whether the
seasonality is stable or not, or also whether the series presents a seasonal behaviour or
not. However, for series displaying seasonal movements whose characteristics would
be more accentuated than the two extreme patterns that the 3 x 9 and 3-term filters are
able to accommodate, then respectively too much or not enough seasonality would be
removed by simple application of these filters. This is an important feature of X11
that we shall discuss further in section 4.

3. ARIMA-MODEL-BASED SIGNAL EXTRACTION

The signal extraction approach to seasonal adjustment consists in estimating an unob-
served seasonal component s, having observation on a series x; such that:

X = 8¢+ ny,

where n; represent the nonseasonal part of the series, independent of s;. This problem
can be solved using the so-called «Wiener-Kolmogorov» (WK) filter. The WK filter
is also a linear moving average filter, but the main difference with ad hoc filters
lies in the way that it is constructed: the WK filter is built so as to minimise the
mean squared errors in the estimator. The component estimator corresponds to the
linear projection of the unobserved component on the series; it gives the conditional
expectation of the component.

Under the assumptions that the components are orthogonal and that an infinite rea-
lisation of the series is available, the WK filter v4(w) is given by the ratio of the
component spectrum to the series spectrum (see Whittle, 1983). Let the seasonal
spectrum and the series spectrum be denoted gy(w) and g,(w), respectively. Then,
for stationary series,

_ gs(w)
g:(w)’

and, using the Fourier Transform, the estimator of the seasonal component is:

(3.1) vi(w)

(3.2) § = vy(B)x;.

It has been shown that the WK still yields consistent estimates when the series is
nonstationary (see, for example, Pierce (1979) or Bell (1984)).

Cleveland and Tiao (1976) and Burman (1980) have suggested to use the signal
extraction theory in conjunction with the specification of stochastic linear models of
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the ARIMA-type for the series and for the components. A simple reason for that is
that the ARIMA models provide a very simple way to parametrize a spectrum (see
Box and Jenkins, 1970). Typical models for the seasonal component are:

S(B)St - e_\'(B)a‘\‘l

where S(B) = | +B+---+B"~!, m being the data-periodicity (e.g. 12 for monthly
series), 6,(B) a polynomial of order at most m — 1, and ay is an independent white
noise variable normally distributed. Importantly, this specification let the sum of m
consecutive seasonal movements be zero in expectation.

In the time domain, the WK filter can be seen as the ratio of the component AutoCo-
rrelation Generating Function (ACGF) to the series ACGF, which are straightforwardly
available from the ARIMA modelling. Hence, the historical WK filter is symmetric,
as the X11 central filters. It is also convergent, so it is valid for computing the esti-
mators in the central periods of the samples. At the end of the sample, preliminary
estimates are obtained by replacing unknown future observations with their forecasts.

In practice, the selection and estimation of an ARIMA model for the observed series is
conducted using the well-known Box-Jenkins techniques, and the spectrum associated
with that model is decomposed by partial fraction decomposition. However, the
derivation of a model for the unobserved components is subject to an important
identification problem. In general, when a time series admits a decomposition into
unobservables, the number of admissible decompositions is infinite. In the ARIMA-
model-based approach, the selection of a single one is operated by maximizing the
irregular component variance (see Hillmer and Tiao 1982). This yields the canonical
decomposition, where the canonical components display a zero in their spectra.

Looking at the WK filter in the frequency domain, it is easily seen that it displays a
band pass structure similar to that of X11. From (3.1), and using g,(w) = g,(w) +
gs(w), we have

1

BN
! + L’.\'(W)

When the relative contribution of the seasonal component is large at a particular
frequency w*, we have g,(w*)/g;(w*) ~ 0. In that case, most of the observed series
spectrum is used for the signal estimation: the gain of the filter for this frequency
will be close to one. Conversely, when the relative contribution is low at a particular
frequency, the WK filter just ignores it for the signal estimation. For example, if the
nonseasonal component embodies a nonstationary long term trend, then the spectrum
of n; is infinite in the low frequencies region, and we will have g,(w*)/g (w*) — eo.
It follows that vi(w*) ~ 0, and the gain will be close to zero in this area: no low-
frequencies variations are passed to the seasonal component. Given that both are

(3.3) vi(w)
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moving averages, the band-pass interpretation of the X11 filters and of the WK filter
is similar. The main difference is that the WK filter adapts itself to the stochastic
properties of the series under analysis, while the X11 filters do not: they are ad hoc
(see for example Maravall, 1993a).

4. AD HOC FILTERING AGAINST SIGNAL EXTRACTION: PRELIMINARY
RESULTS

4.1. Methodology

The obvious way to perform a comparison is to define a criterion, to design a situation
where to implement the different methods, and to evaluate the relative performances
of the alternatives with respect to this criterion. Unfortunately, defining a criterion
for evaluating seasonal adjustment procedures seems to be an hopeless task; mainly
because, as noted in Bell and Hillmer (1984), «different methods produce different
adjustments because they make different assumptions about the components and hen-
ce estimate different things». In the unobserved component analysis framework, the
possibility of different assumptions does exist since in general the decompositions
are not identified. Consequently, a direct comparison of the outputs of the different
approaches is not informative. In this respect, the analysis being conducted at Eu-
ROSTAT follows another strategy, which simply consists in studying the theoretical
properties of the different methods in order to point out their relative advantages and
drawbacks.

Consider for example the case of regression methods. These typically specify the
unobserved components as deterministic functions of time. Hence, by construction,
the components are constrained to exactly reproduce their previous behaviour. Given
that most of the economic time series are characterised by moving trends and by
evolving seasonal patterns, this modelling has soon been found very restrictive and
unsuited to many applied cases. Accordingly, regression methods have been gradually
replaced by more flexible procedures, such as moving averages methods.

In a similar way, we concentrate on the properties of X11 filters and of AMB-signal
extraction. Of course, for such a comparison to be conclusive, the investigations
must be as deep and complete as possible. The applied relevance is put forward so
as to inform the practitioners about some situation profiles where one approach can
be superior to the other.

4.2. Series with Extreme Patterns

The main discrepancy between ad hoc filtering and AMB approach is that this last
designs the signal extraction filter according to the stochastic properties of the series
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under analysis. In cases of series with extreme characteristics, the consequences
of that discrepancy can be very apparent. Two cases of extreme patterns can be
encountered in practice: series with a component displaying either a very unstable
behaviour or a very stable, close-to-deterministic behaviour.

The first case is studied in Fiorentini and Planas (FP) (1997a), where it is pointed out
that series embodying a very unstable pattern may be difficult to decompose with the
AMB approach: typically, problems of nonadmissibility arise. The canonical require-
ment would identify a nonseasonal component with negative values in its spectrum,
which is not acceptable. This problem does not arise with ad-hoc filtering since the
components are never directly specified but are output of the filtering process. A
simple solution available consists of decomposing an approximated model. An alter-
native developed by FP considers higher-order models for the seasonal component.
This exact solution was then used as a basis for evaluating the performances of the
approximate solution and for comparing them with the performances of ad-hoc fil-
tering. The X11 filter considered was the 3 x 3 adjustment filter, the most adequate
for unstable seasonality. An important finding of that study was that the range of
filters available with X11 is too limited to be able to deal correctly with very unsta-
ble patterns. In the case of a series characterised by a very unstable seasonality, an
underadjustment could clearly be seen: some seasonal fluctuations were still present
in the X11 adjusted series.

The opposite case of close-to-deterministic patterns is analysed in Maravall and Pla-
nas (MP) (1997). Deterministic patterns cause problem to the AMB approach since
optimal signal extraction cannot be performed in noninvertible models. Only an ap-
proximation to the optimal decomposition is available in SEATS. Ad hoc filtering,
by construction, does not face any theoretical problem with noninvertible processes.
MP were able to extend the WK filter to that case, and they evaluated the perfor-
mance of the approximated solution and of X11-filtering. The attention focused on
the 3x9 adjustment filter with a 23-term Henderson trend estimator. While the ap-
proximated solution was found to accommodate in a satisfactory way situations of
close-to-deterministic patterns, the use of the 3 x 9 X1 filter was seen to be too much
restrictive: an overestimation of the seasonality could be found. This overestimation
was due to an inadequate separation between noise and seasonal movements.

4.3. Series with Common Patterns

Most of time series encountered in practice display more regular movements. For
these cases, the default X11 filter and the optimal signal extraction filter can be very
close. Yet, Planas (1997¢) shows that some differences can still be found which are
mainly due to the property of the X11 default adjustment filter to display gains higher
than one at some frequency between the seasonal harmonics. As a consequence,
short-term movements in the series are amplified in the adjustment process, and in
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the case of the French Total Industry Production (FTIP) series, an overestimation
of the irregular could be seen. While the canonical decomposition is designed to
maximise the irregular component variance, the irregular obtained from X11 in the
FTIP series was subject to more volatility than the canonical one. This amplification
of the short-term movements could then be seen in the month-to-month growth rate
of the adjusted series.

4.4. About the Identification Problem

One of the main reason which invalidates direct comparison between the outputs of
different seasonal adjustment procedures is that unobserved components are not iden-
tified. Every approach makes a different identifying assumption. This assumption is
explicitly made in the AMB approach: according to the canonical requirement, a sig-
nal free of noise is selected among the admissible decompositions of a given observed
series model. Further, the estimation accuracy is related to the unobserved compo-
nents models specification. Maravall and Planas (1996) explored that dependence,
and they show that a canonical decomposition always minimises the variance of the
error in historical and in any preliminary estimator among the range of the admissible
decompositions. On the contrary, they show that a canonical decomposition always
maximizes the variance of revisions. It should be underlined that this result only con-
cerns the range of admissible decompositions of a given model; it does not state that
the revisions will be higher than the one obtained with any other method. MP also
pointed out that in two-component decompositions they are two canonical decompo-
sitions, and that it may perfectly be the case that the other canonical decomposition
minimises the revision variance.

4.5. About Preadjustment Procedures

As mentioned in introduction, both programs embody a preadjustment procedure whi-
ch consists mainly in correcting for calendar effect and for outliers, and in identifying
a stochastic linear model of the Arima-type for the series under analysis. Part of
the comparisons focused thus on that stage (see EUROSTAT, 1996a). If REGARIMA
and TRAMO implement basically the same method for calendar effect corrections and
close procedures for outlier detection and identification, some discrepancies could be
found in the automatic model identification process. But the major discrepancy which
could be pointed out concerned the computing time: processing a set of 358 series
with different options, TRAMO has been found to be at the minimum 3 times faster
than Regarima.

Given that the AMB-signal extraction derives the optimal filter from a stochastic
linear model of the ARIMA-type fitted to the series under analysis, the quality of the
decomposition is related to the capability of the outlier removing procedure to linearize
time series which present nonlinearities. Planas (1997a) investigated that point, and
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a major finding of this study is that, provided the nonlinearities do preserve the white
noise property of the innovations on the observed series, then: (i) outlier removing is
effectively able to linearize time series which present nonlinearities; (ii) the optimal
estimator is stable with respect to nonlinear mispecifications; (iii) the nonlinearities
are most often assigned to the irregular component.

5. DEVELOPMENT OF AN INTERFACE FOR SEASONAL ADJUSTMENT

In addition to the methodological work, EUROSTAT is currently supporting the de-
velopment of a software for seasonal adjustment. This software will embody both
X12 and TRAMO-SEATS and will provide users with a friendly interface to these two
programs. The product is developed first for EUROSTAT internal needs, but it will be
made available to the public on request.

Environment-specific interfaces are already available: GAUSS and EXCEL interfaces
for SEATS-TRAMO and X12 have been built at EUROSTAT, while D.Ladiray and
K.Attal, INSEE, France, has developed an interface for SAS environment. The product
in construction will be more powerful, since it is aimed at covering all the main tasks
of statistical production in official institutes. The main functions will be: seasonal
adjustment and trend extraction in large-scale and in detailed analysis, forecasting in
large-scale and automatic analysis of data-irregularities. Large-scale procedures will
allow the fully automatic treatment of sets of thousands of series, and input/output
direct access to databases like Fame will be offered.

The main computations include all the possibilities of X12 and SEATS-TRAMO: pre-
adjustment by outlier removing and calendar effect corrections, automatic model iden-
tification, forecasts, seasonal adjustment and trend estimation, diagnostic checking and
analysis of decomposition accuracy. Besides the fully menu-driven package which
will mask the syntax of X12 and of SEATS-TRAMO, some assistance including fu-
lly automatic treatment of problematic series will be provided to the users. Graphs
and tables will facilitate the reading of the outputs, the comparison between several
results corresponding to different options, and also the comparison between X12 and
SEATS-TRAMO in practical cases.

The main appeals of that software will lie first in the application of applied time
series techniques to massive sets of series, and second in the explicit consideration
of the needs of production units in statistical institutions. A full description of the
specifications can be found in EUROSTAT (1997b), while the computational analysis
of the project is detailed in EUROSTAT (1997¢). A beta version is planned for January
1998. The software host environment will be Windows NT.

167



CONCLUSION

Regarding methodological studies, there are still a large number of issues to be in-
vestigated. If some empirical investigations on revisions in preliminary estimators
obtained with empirical and optimal filtering have been conducted (see EUROSTAT
1996b), the problem of long-term revisions in the AMB approach remains of par-
ticular interest. Further, the seasonal adjustment of sets of time series subject to
balancing constraints is still an open question. More generally, important issues are
related to the multivariate extensions of AMB approach and to seasonal adjustment
in nonlinear situations. The decomposition of series characterised by bilinear and by
ARCH patterns have been analysed in Maravall (1983) and in Fiorentini and Maravali
(1995). These patterns could be completed by other types of nonlinearities with the
perspective of an automatic treatment of nonlinear patterns in massive analysis of
time series. Finally, economists have shown a renewed interest in the seasonal mo-
vements of macroeconomic series. For example, Miron and Beaulieu (1996) discuss
how some information relevant for the knowledge of business cycles can be found in
the seasonal fluctuations. An interesting problem for time series analysts is thus the
design of statistical tools helping economists in drawing conclusions about possible
relationships between seasonal fluctuations and business cycles.

Besides methodological studies and software questions, a training program has been
set up. During 1997, two sessions of Training for European Statisticians have been
devoted to seasonal adjustment methods with Agustin Maravall, Bank of Spain, as
course leader. Also, an internal course on applied time series analysis has taken place.
This internal course is delivered by C. Planas on the basis of a textbook written for
the occasion (see Planas 1997).
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En un trabajo previo (Balaguer et al., 1992} los autores estudiaron la dis-
tribucion espacial de los quistes en el estémago de la marsopa para con-
trastar su compatibilidad con la hipdtesis de aleatoriedad espacial com-
pleta (AEC). El resultado condujo a rechazar la hipdtesis sefialando en la
direccion de un patrén agregado, confirmando la sospecha inicial de los
zodlogos.

Este trabajo completa aquel estudio en la direccion que parece mds co-
herente a sus autores: la de conjeturar un modelo puntual espacial con
interacciones dos a dos (un proceso de Strauss) y estimar sus pardmetros.
Previamente se lleva a cabo el imprescindible desarrollo teérico poniendo
el énfasis en los distintos métodos de estimacién mdximo-verosimil.

Modelling the spatial distribution of cysts placed in a porpoise stomach
using a Gibbs process.

Palabras clave: Procesos puntuales finitos, procesos de Gibbs, procesos
de Strauss.

* Este trabajo ha sido financiado parcialmente con la ayuda de la Generalitat Valenciana GV-2221-94 y la
Fundacié Bancaixa P1A94-25.

* Jorge Mateu. Departamento de Matemdticas de la Universitat Jaume 1. 12071 Castellén.

** Francisco Montes. Departamento de Estadistica e 1.O. de la Universitat de Valéncia. 46100 Burjassot.
Valéncia.

— Recibido en mayo de 1996.
— Aceptado en septiembre de 1997.

175



1. INTRODUCCION

En el estémago principal de algunos cetdceos como la marsopa comiin y el delfin
listado, aparecen quistes producidos por unos parasitos, los trematodos, especie de
gusanos planos que se fijan en la pared del estdémago y producen los quistes. Esta
investigaciéon comenzd con una unica imagen digitalizada de una seccién plana del
estémago de una marsopa en la que aparecian 10 quistes y se disponia, por tanto, de un
patrén puntual con 10 sucesos. Los bidlogos involucrados en el estudio conjeturaban
una alineacién y concentracién de los quistes cerca del conducto que conecta el
estémago principal con el pildrico. El andlisis de este problema intenta dar una
solucién a las hipétesis iniciales planteadas (Balaguer er al., 1992).

Desde el punto de vista estadistico, el problema puede plantearse como el estudio
del patron espacial que siguen n sucesos {s; = (x;,y;) 1i=1,...,n} situados en una
regién del plano. En la figura I, digitalizacién de una imagen real, se esquematiza
la situacién: se observan 10 pequefios cuadrados blancos que localizan los quistes
en el estémago extendido de una marsopa, que en la figura aparece como una regién
irregular del plano.

La hipétesis marco a contrastar es la de la Aleatoriedad Espacial Completa (AEC) en
la que se verifican las dos condiciones siguientes:

(i) El ndmero de sucesos en una regién X de drea S(X) sigue una distribucién de
Poisson de pardametro AS(X).

(i) Dados n sucesos en una region X, éstos se distribuyen independiente y uniforme-
mente en X.

Ambas condiciones configuran lo que se denomina proceso puntual de Poisson.

La alternativa a la AEC no es obviamente tnica, pero una aproximacién prudente
y realista contempla como alternativas naturales aquellas en las que la presencia de
algin mecanismo, inherente al fendmeno, alienta o inhibe la presencia de sucesos en
el entorno de algtin suceso ya existente, situaciones que se conocen con el nombre de
proceso cluster de Poisson o proceso hard-core respectivamente. En (i), la constante
A es la intensidad o el ndimero medio de sucesos por unidad de 4rea. De acuerdo
con (i), la AEC implica que la intensidad de los sucesos no varfa en el plano. La
condicion (ii) impide la existencia de interacciones entre los sucesos. Por ejemplo,
la independencia de (ii) seria violada si la existencia de un suceso en s inhibiera o
primara la ocurrencia de otros sucesos en la vecindad de s.

En (Balaguer ef al., 1992) se contrasta la AEC mediante métodos de distancias lle-
gando a la conclusién que dicho patrén puntual no es aleatorio (patrén de Poisson)
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destacando una mayor presencia de distancias pequefias lo que se traduce en una
tendencia a la agregacién y formacion, por tanto, de un patrén cluster.

Teniendo en cuenta que nuestro patrén puede ser considerado como un proceso puntual
en un dominio acotado en el que el niimero total de sucesos es finito con probabilidad
1, podemos analizarlo como un proceso puntual finito. En este sentido, los procesos
de Gibbs nos sirven de marco para modelizar nuestro patrén. Este patrén envuelve una
cierta dependencia local o markoviana. Los bidlogos conjeturan que las interacciones
entre los sucesos son un pilar fundamental para la modelizacién de dicho patrén. Esto
nos lleva a considerar los procesos puntuales Pairwise Interaction como el modelo
mas adecuado en nuestro caso.

Una hipétesis fundamental en el andlisis es que el patrén puntual puede ser consi-
derado como una realizacién parcial de un proceso puntual estocdstico (Cox et al.,
1980). Llamamos al conjunto de datos anterior, un patrén puntual espacial y nos
referiremos a las localizaciones del patrén como sucesos para distinguirlas de los pun-
tos arbitrarios de la regidn de estudio. Un patrén puntual contiene informacién sobre
el fenémeno en estudio, es por ello que su andlisis puede ser usado para describir
y modelizar propiedades de dicho fenémeno (Mateu y Montes, 1994; Mateu et al.,
1995). '

Figura 1. (a) Imagen real del estémago de la marsopa.
(b) Simulaciones bajo AEC del patrdn.
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2. PROCESOS PUNTUALES FINITOS: PROCESOS DE GIBBS

2.1. Procesos puntuales finitos

De manera informal, un proceso puntual es un modelo estocdstico que genera locali-
zaciones de sucesos {s;} en algtin conjunto X. Puesto que nuestro interés se centra
en los procesos puntuales espaciales, X sera un subconjunto de R?, aunque X podria
ser cualquier espacio Hausdorff localmente compacto cuya topologia tiene una base
numerable (Cressie, 1991).

En lo que sigue, ) denotard la c-dlgebra de Borel de X C R y v la medida de
Lebesgue en X, siendo v(B) = |B| el volumen (drea en R?) de B. La forma mds
natural de definir un patrén puntual espacial (una realizacién de un proceso puntual
espacial), es a través de las localizaciones de los sucesos s,52,...en X. Sin embargo,
a menudo es matemdticamente mds conveniente definir un patrén puntual mediante
medidas de conteo @ en X. Para cada conjunto de Borel B, ®(B) es el niimero de
sucesos en B; asi ®(B) € {0,1,2,...} VB € %. Asumimos que la medida de conteo
@ es localmente finita, es decir, @(B) < ==, VBycorudo € X Conocer ®(B) VB € ¥ es
equivalente a conocer las localizaciones espaciales de todos los sucesos s1,$3,... en
X.

Recuérdese que, para un proceso puntual de Poisson, condicionando al niimero total
de sucesos en una regién acotada, éstos individualmente pueden ser tratados como
independientes ¢ idénticamente distribuidos en la regién. Esto sugiere un enfoque
alternativo para especificar la estructura de un proceso puntual en un dominio acotado,
o mds generalmente, la de cualquier proceso puntual en el que el nimero total de
sucesos es finito con probabilidad 1. A tales procesos se les llama procesos puntuales
finitos (PPF). La alternativa sugerida consiste en:

1. Especificar la distribucion del ndmero total de sucesos N = n,

2. Dado N = n, especificar la distribucién conjunta de los sucesos en la region.

Tales procesos puntuales surgen de forma natural como modelos para poblaciones de
animales, insectos y plantas en el campo ecolégico y como modelos para procesos de
particulas en Fisica.

Definicion 1:

Las condiciones que fundamentan un proceso puntual finito son:

1. Los sucesos se localizan en un espacio métrico completo y separable (e.m.c.s.) X,
como por ejemplo X = RY,
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2. Se considera una distribucion {p,} (n =0, 1,...) que determina el niimero total de
sucesos en la poblacion, cumpliendo ¥, _o py = 1.

3. Para cada entero n > 1, se tiene una distribucién de probabilidad T1,,(.) sobre los
conjuntos de Borel de X" = X x--- xX que determina la distribucion conjunta de
las posiciones de los sucesos del proceso dado que el niimero total de sucesos es n.

Las condiciones anteriores proporcionan una gufa para la simulacion de los procesos
puntuales finitos. En primer lugar, generar un nimero aleatorio N segun la distribucion
{pn} (sefialar que Pr{0 < N < e} =1 ). Posteriormente, suponiendo que N = n
(si n =0 no hay nada que hacer), generar un vector aleatorio (s,...,s,) segin la
distribucién T, (.).

Cuando se habla de procesos puntuales estocdsticos, se trabaja inherentemente con
conjuntos de sucesos sin orden. Por tanto, para ser consistentes con el tratamiento de
los procesos puntuales como una teoria de conjuntos sin orden, consideramos que las
distribuciones [],,(.) deben asignar el mismo peso a cada una de las n! permutaciones
de las coordenadas de (si,...,s,), 0 en otras palabras, [],(.) debe ser simétrica. Si
no lo es, podemos simetrizarla de la siguiente forma. Sea (A,...,A,) una particién
de X, entonces,

T A x - x Ay = (n)™" Y []alAi, x - x 4,)

perm

en la que ¥,,.,,, se calcula sobre todas las n! permutaciones (i,... ,i,) de los enteros

(1,...,n).

Una formulacion alternativa, mds ventajosa, utiliza las medidas de Janossy (J,)) (no
son de probabilidad) introducidas por Janossy (1950),

Jn(Al Xoeee XAn) = Pn 2 Hn(Ail X XAi,,) :’l!PnH‘,\jm(Al X e XA,l).

perm

Una de las ventajas de estas medidas es su simple interpretacién. Si, por ejemplo,
X =Ry ji(s1,...,8,) es la densidad de Ju(.) con respecto a la medida de Lebesgue
en (RY)" con s; # s; para i # j, entonces, ju(si,...,8,)ds) ...ds, = Pr{haya exac-
tamente n sucesos en el proceso, cada uno en las n regiones infinitésimas distintas
(S,',s,' +ds,-)}.

La condicién normalizadora 3, p, = 1 toma la forma

oo

(hH S ()" (X" =1

n=0
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interpretando Jo(X°) = py y para n > 1 se tiene que

Jn(X”) = DPn z Hn(Xn), = n!pn-

perm

LLa siguiente proposicion establece formas equivalentes de definir un PPF.

Proposicion 1:

Sea X un em.c.s. y sea x(”) la o-dlgebra producto de X". Entonces los siguientes
apartados son equivalentes y cada uno es suficiente para definir un proceso puntual
finito en X:

1. Una distribucién de probabilidad {p,} sobre los enteros no negativos y una familia
de distribuciones de probabilidad simétricas [1:™(.) en x, n > 1, con la conven-
cion de que TT"™(X®) = po y el conjunto X° denota un punto aislado de forma que
XOxX =X = XxX°.

2. Una familia de medidas simétricas no negativas J,(.) en x"), n > 1, satisfaciendo
una condicion normalizadora (1) con Jy{X 0) = po, un escalar no negativo.

3. Una medida de probabilidad P sobre los conjuntos de Borel de la union contable
XU =XY=XuX"UX?2U--- . En Moyal (1962) se define (X“,P) como el espacio
de probabilidad candnico de un proceso puntual finito.

Para una vision mas completa de los PPF pueden consultarse las referencias Daley y
Vere-Jones (1988) y Cressie (1991).

2.2. Procesos de Gibbs

Una clase fundamental de procesos puntuales que surgié de la Fisica Estadistica, es
la clase de los procesos de Gibbs. Estos forman una familia natural de modelos para
patrones puntuales en los que la formacion del patrén es una consecuencia de las
interacciones entre los sucesos.

Un proceso de Gibbs adecuado a nuestro problema y de fécil interpretacién es el
modelo propuesto por Strauss (1975) en el que la densidad depende sélo del nimero
de pares de sucesos vecinos. La densidad de Janossy de un proceso de Strauss (o
equivalentemente la verosimilitud {(.;8), siendo 6 = (B,7)), toma la forma (Kelly y
Ripley, 1976)

(2) (st 50:0) = julst,. . ,5,;0) = e Xlor I pmytn
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siendo B y ¥ los pardmetros no negativos del modelo, o una constante normalizadora,
[X| corresponde al drea de la regién donde se observan los sucesos e Y, representa el
numero de pares de sucesos vecinos definido por

Yn(Sl,--.,sn):Z z I[HS"—S-/HS"]'

I<i<j<n

siendo r un valor prefijado que delimita el radio de vecindad e [ la funcién indicatriz
que toma el valor 1 si se cumple la condicidon establecida y 0 en otro caso.

(a) (b)

Figura 2. Simulaciones de un proceso de Strauss: 50 puntos en un cuadrado unidad con

r=0.1.

(a) y=0
(b) y=1/2
(c) y=1
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El proceso de Strauss es un modelo puntual cominmente utilizado en aplicaciones
espaciales, pues dependiendo del valor del pardmetro Y podemos modelizar cualquier
alternativa a un proceso de Poisson. De esta forma, el caso y= 1 se corresponde
con un proceso de Poisson con intensidad B; v <1 indica regularidad en el patrén;
v = 0 proporciona un proceso de inhibicién simple, proceso hard-core que no contiene
ningun suceso a distancia menor o igual que r y finalmente, y > 1 da lugar a un proceso
de cluster o agregacion. En este ultimo caso la constante o no es finita por lo que
no podemos hablar de densidad en (2) como se sefiala en Kelly y Ripley (1976). En
la figura 2 se representan simulaciones de un proceso de Strauss bajo tres valores
distintos del pardmetro.

Una forma de encontrar un proceso cluster de Strauss es condicionando el proceso al
nimero n de sucesos observados en X. El proceso condicional serd estable. La ve-
rosimilitud (2) condicionada a »n toma la forma ,(sy,... ,$,;7) = nh{y"C,l(Y)_1 siendo
C,.(y) la constante normalizadora.

En realidad, un proceso de Strauss es un caso particular de una clase mds general de
procesos llamados procesos puntuales de Gibbs Pairwise Interaction (Ripley, 1977)
los cuales vienen caracterizados por una densidad conjunta

(3) (51,000 ,51:0) ::C_lﬁ”exp{— iz(b(”s,- -—s_,-“ ;y)} /nt

i=1>i

siendo ||.|| 1a distancia euclidea, ®(.) funcién potencial dependiente del pardmetro 6 =
(B,7). B el pardmetro que determina la intensidad del proceso y C la constante normali-
zadora. Llamamos energia potencial total a U,(sy,... ,sn37Y) = X Z/->,-CI)(||S,~ - s_,” ;
Y). A menudo se trabaja con e(f) = exp(—®(r)) llamada funcidn de interaccion. Se
necesitan algunas restricciones en la forma de @(.) para asegurar Ia finitud de ia
constante normalizadora C (Ripley, 1977; Baddeley y Moller, 1989).

En general, la energia potencial total para una configuracion de n sucesos en (sy,... ,s,)
viene dada por

n
Un(S1ye--o803Y) = Z Z (85, ,80,37)

r=11<ij < <ip<n

siendo @,(.) la funcion potencial con interacciones de orden r.

Normalmente s6lo son considerados los términos de primer y segundo orden dando
lugar a las potenciales para pares de sucesos de la forma

n—1 n

n
Un(St,.o8mY) = L @1(si)+ Y, D, Palsi,sj37)-

i=1 i=1 j=it+1
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En la préctica, @)(.) viene dado por la intensidad del proceso, B, y ®@2(.) suele
denotarse por simplemente ®(.) (ver (3)).

Uno de los principios fundamentales de la mecdnica estadistica es que en un estado de
equilibrio la densidad de probabilidad de una configuracién particular es inversamente
proporcional a la exponencial de la energia potencial. En términos de Ia densidad de
Janossy,

Jn(s1,---,805Y) = ClY) exp(—yUn(s1,- .. ,5037Y))

siendo C(.) una constante de proporcionalidad y vy el pardmetro de la distribucién.
El mayor problema de este tipo de procesos reside en el cédlculo de la constante C,
elegida de forma que satisface:

cm™" = j{(” exp(—YU,(s1,-.. ,sn:Y))dsi ...dsy,.

En el caso particular del proceso de Strauss la constante normalizadora C de (3) toma
la expresién C = e~ XInt)~! (ver (2)) y la funcién potencial de (3) viene dada por
<r
>

s
si

5i—Sj
i — 38

—1
@ ofs-silip={ ;%"

3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Aunque en la literatura (Cressie, 1991; Ogata-Tanemura, 1984; Penttinen, 1984 o
Ripley, 1988) podemos encontrar tres métodos de estimacién del modelo, mdxima
verosimilitud, pseudo-méxima verosimilitud y funcién K, en este trabajo nos concen-
tramos ampliamente en el primero de ellos.

3.1. Estimacion Maximo Verosimil

Supongamos que el proceso consiste en n sucesos con localizaciones s1,52,...,5, en
una regién acotada X C RY. La funcién de verosimilitud condicionada al nimero n
de sucesos en A, densidad de Janossy condicionada, para un proceso puntual Gibbs
Pairwise Interaction se obtiene a.partir de (3)

n!

(5) LSty sm3Y) = —'exp{—z z ‘P(HS,‘*S_/I ;Y)},
1<i<j<n

Gu(v)

siendo la constante normalizadora,
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(6)

Gi(v) :/MCXP{‘Z Z (D(HS,‘—S_,'”;’Y)}dsl...ds,l.

1<i<j<n

El estimador mdximo verosimil ¥ de ¥ se obtiene maximizando (5). Se requiere
por tanto evaluar la constante (6), pero habitualmente no puede evaluarse o es muy
complicado pudiendo recurrir a aproximaciones.

Los estimadores obtenidos sin condicionar y condicionando el modelo son muy simi-
lares (Geyer y Moller, 1994) lo que nos permite elegir el procedimiento mds conve-
niente. Veamos algunos métodos basados en aproximaciones de (6) que llamaremos
de estimacion mdximo verosimil aproximada.

A)

B)

Método de Ogata y Tanemura

Ogata y Tanemura (1981) propusieron un método de aproximacién de (6). Supon-
gamos que los sucesos del proceso puntual estdn distribuidos de forma dispersa y
poco densa de forma que las integrales cluster de 6rdenes superiores al tercero
no proporcionan apenas informacién. Entonces la constante normalizadora es

aproximadamente
b(Y) }n(n—l)/Z

G = {1- 70
donde oy
b0 = Frar Jp ¢ et e

Esta aproximacién sélo es vdlida para procesos Gibbs estables, es decir, con
constante normalizadora finita. Para procesos inestables las integrales cluster de
6rdenes mayores al tercero son importantes y no pueden obviarse.

¢ En el caso de un proceso de Strauss,
b(y) = m(1 —7)r".

Meétodo de Penttinen

Penttinen (1984) propuso un método basado en aproximaciones por Monte-Carlo
mediante un algoritmo de Newton-Raphson. Supongamos que la funcién potencial
®(.) y la energfa potencial total U,(.) son dos veces diferenciables respecto de .
Consideremos la funcién («score function»)

) B(Y) = alOg{lrl(-§Y)}/aY: _aUn(Sl yeen asll;’Y)/aY_ alog{clt(Y)}/aY~
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Entonces, 1a media dada por

i T
= T; Bt('Y;q)n(t))

con B (7;0,(2)) = =0U,(s1,... ,$n;Y) /Y + AU, (0, (2);7) / 9V, debe ser una buena
aproximacién a la score function (7). Sea I'('y) la matriz cuadrada cuyo elemento
(i,7)-ésimo es 3%log{l,(.;Y)}/dVidy;. La matriz T'(y) puede ser aproximada por

7
z rf ’Y’q)ll t)

donde T;(7;9,(¢)) tiene como elemento (i, j)-ésimo la diferencia entre

a2U/1(¢;l(t);Y)/aYian - 82Un(sl yoos wsn;’Y)/a’Yia'Yj

y el elemento (i,j)-ésimo de

{Be(:0a(1)) = Br(¥) HB: (v:0(1)) — Br(1)} -

El algoritmo de Newton-Raphson basado en Monte-Carlo, que arrancard ccn
¥ =Y, viene dado por

Ver1 =Y — (ﬂ@k))_l Br (Vi)

para k=1,2,..., los procesos ¢,(1),... ,0,(T) son procesos de Gibbs simulados
con pardmetro ¥ y (s1,...,5,) es el proceso original.

A{B(),t=1,...,T} se le llama proceso estocdstico «efficient score» 'y al
valor medio Br(.) estadistico «efficient score». Una buena aproximacion al es-
timador maximo verosimil es aquella con Br proxima al 0. Una medida de
la variacion de este proceso estocdstico viene dada por la varianza muestral

S5 = 1/TE [Bi(%:0a() = Br(*.

e En el caso de un proceso de Strauss, se tiene que

U@ =Y, 3 ®(HI5m) = —logr™)

1<i<j<n

y su derivada 90U, (.)/dy= —V,/v. El estimador de la score function, estadistico
efficient score, toma la forma Br(Y,) = 1/TX, (1/%) Y™ = Y.(t)], donde
emp hace referencia al patrén original empirico e ¥,(¢) al nimero de sucesos
vecinos en el patrén simulado. Finalmente, 02U,(.)/9y* = Y,/¥*, lo que da
lugar a una forma sencilla de T'7 ().
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C) Método de las expansiones viriales

Otro método de aproximacién de la constante normalizadora es .via expansiones
viriales. La aproximacién viene dada por

n~og(Cu) = (bn/2) fga fiadsa + (b2/4) Jpa fi2 i3 faadsadss
+(b3/8) Jao(fiafi3frafoafoafsa+ 6 fiafisfiafoafos + 312 14 f23 f3a)dsadsadss . .

siendo b, =n/|X| y fij = exp{—®(||si — 5;]|;¥)} — 1 Ripley, 1988).

Esta aproximacién es valida para procesos cercanos al Poisson en el sentido de
que ®(¢) tiende rdpidamente a 0 con el crecimiento de t. En particular, el rango
de ®(z) debe ser mucho menor que la media de las distancias entre sucesos. En
principio estas expansiones pueden usarse para cualquier orden de integral pero su
complejidad aumenta considerablemente con €l, lo que limita su uso.

¢ En el caso del proceso de Strauss la expansion de cuarto orden es
log(Cy,) = —mn(n— 1)yr?/(2|1X|) — 0.29325167%n(n — 1)(n — 2)yr*/(6]X|?)
—mn(n ~ 1) (n—2)(n—3){—0.2743278y° 4 2.1854207y>
—1.3788611y*1%/(24|X %),

stendo y=1-%.

4. ANA!JISIS DEL PATRON ESPACIAL DE LOS QUISTES EN EL
ESTOMAGO DE LA MARSOPA

Tal como ya se comentd en la introduccidn, tenemos que modelizar un proceso de
agregacién o cluster. Para ello podemos recurrir a un modelo de Strauss condicionando
al nimero de sucesos observados, lo que nos lleva a una verosimilitud condicionada
de la forma ,(y) = n!y""C,(y)~" con 7y el parametro a estimar.

La imagen digitalizada estd formada por 512x512 pixels y la regién en estudio, el
estémago de la marsopa, tiene una superficie de |X| = 56612 pixels, lo que supone
una superficie realtiva de 0.216.

La eleccidn del pardmetro de escala r viene dada por el sentido biolégico de vecindad,
se trata por tanto de un valor a determinar por los expertos en el problema. Al no
disponer de una respuesta clara por parte de ellos, consideraremos diferentes valores
de r. Una descripcidn del niumero de vecinos segin el pardmetro de escala viene dada
en la tabla 1.
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Tabla 1. Nimero de sucesos vecinos Y,

Par. escala(r) 41 51.2 76.8 100 125 150
Y 5 9 23 1 30 38 41

Para la estimacién del pardmetro utilizamos el método de mdxima verosimilitud apro-
ximada. Consideramos las aproximaciones de Ogata y Tanemura (1981), el desarrolio
en expansiones viriales y el método de Monte-Carlo sugerido por Penttinen (1984).
Las aproximaciones a la constante normalizadora C,(y) proporcionadas por los dos
primeros métodos han sido obtenidas para un proceso de Strauss, por lo que ma-
ximizando la funcién de verosimilitud aproximada se han obtenido las estimaciones
mdaximo-verosimiles (EMV) de la tabla 2.

Tabla 2. EMV bajo las aprox. de Ogata-Tanemura y Expansiones viriales

Par. escala(r) Ogata-Tanemura Expan. viriales
41 1.215 [.182
51.2 1.468 1.302
76.8 2.148 1.303
100 1.604 1.141
125 0.835 0972
150 —2.04 0.796

Los resultados muestran estimaciones del pardmetro superiores al 1 para aquellos
parametros de escala inferiores a » = 125 indicando una clara agregacidn en el patrén
puntual. Para los valores de r = 125 y r = 150 las estimaciones no son tan reveladoras
si bien ello puede ser debido a que con estos pardmetros de escala practicamente
todos los sucesos son vecinos entre ellos, elimindndose asi la posible exclusion de
la verosimilitud por no vecindad. En cualquier caso, ambos métodos proporcionan
estimaciones parecidas y coinciden con la tendencia de agregacién del patrén puntual.

Las simulaciones necesarias en el método de Monte-Carlo propuesto por Penttinen
(1984), han sido realizadas mediante el algoritmo de Ripley (1979). Se han considera-
do dos valores distintos como criterios de parada en el algoritmo de Newton-Raphson,
E=0.01y E=0.005y otros dos valores distintos para T, ndmero de iteraciones en
Newton-Raphson para el célculo de cada estimador ¥, T =25 y T = 1000, por tratarse
de valores de T extremos cuya influencia sobre los resultados que aparecen en la tabla
3 queremos estudiar.
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Tabla 3. EMV por Monte-Carlo: algoritmo de Newton-Raphson

T=25 T = 1000
Par. escala(r) E=0.01 E=0.005 | E=0.01 E=0.005
41 1.236 1.236 1.259 1.259
51.2 1.352 1.361 1.388 1.399
76.8 1.461 1.461 1.472 1.472
100 1.442 1.442 1.424 1.424
125 1.546 1.546 1.580 1.580
150 1.681 1.681 1.701 1.679

Nuevamente los valores estimados son mayores que 1, confirmando la tendencia de
agregacion. Apenas hay diferencias entre ambos valores de E y entre los dos valores
de T. Sin embargo, cabe sefialar que la convergencia al EMV es mucho més rdpida con
T=1000 (sdlo 3 iteraciones) que con T=25, para el que se necesitaron 23 iteraciones,
consiguiéndose estimaciones ligeramente mds eficientes para el primer valor de T.
En la tabla 4 se presenta una comparacion del estadistico Br «efficient score» y
de la variacién del proceso estocdstico del mismo nombre para r =41, T =25y
T =1000 y en la figura 3 se representan los procesos «efficient score» en las des
dltimas iteraciones para ambos valores de T.

Tabla 4. Estudio con r=41 de la var. y estadistico effi. score para valores de T

T = 1000 T =125
Niimero de Iteracion 1 2 3 1 2 22 23
Varianza 3.44 4.38 4.12 13.24| 541 | 3.63 | 3.59
Estadistico «effic. score» | 1.219 | —0.0071 [ 0.101 }0.72 | 0.236 | —0.032 | 0.549

Los resultados anteriores nos dan una estimacién para el pardmetro que indica agre-
gacion espacial. La variacion del valor del pardmetro es debida a las diferencias entre
unos y otros métodos que, recordemos una vez mas, son métodos de aproximacion.
Ninguin método es por si solo concluyente y es conveniente utilizar varios de ellos
como en este caso. Sin embargo, en la literatura el método de Penttinen es el mds
aplicado. La respuesta a los zo6logos deberia ser que existe un mecanismo interno al
estomago que produce una agregacion espacial de los quistes en el mismo, pudiéndose
predecir sus posiciones mediante un proceso cluster de Strauss. Como nota final decir
que en este trabajo no se han considerado los tamafios de los quistes. Esto podria ser
tratado desde el prisma de los procesos puntuales marcados.
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Figura 3. Proceso estocdstico «efficient score»:
(a) T = 1000, Iteracion 2.
(b) T = 1000, lteracién 3.
(c) T =125, lteracién 22.
(d) T =25, Iteracién 23.
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The Poisson process can be generalized in many directions. The approach
suggested here is first to specify the distribution of the total number N of
points and then, given N, to specify the joint distribution of the N points
over the region. Such finite point processes arise naturally as models for
populations of animals, insects and plants in the ecological field and as
models for particle processes in physics.

A fundamental class of finite point processes arising in statistical physics
is described by means of forces acting on and between particles. The to-
tal potential energy corresponding to a given configuration of particles
is assumed to be decomposable into terms representing the interactions
between the particles. Such point processes are called Gibbs processes.
A particular Gibbs process, the Strauss point process, based only on the
number of neighbour pairs of points, is developed.

The paper finishes up with an application to model the spatial pattern of
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The Poisson process can be generalized in many directions. In this paper it is examined
the generalization in the sense that, for a Poisson process, conditional on the total
number of points in a bounded region of time or space, the individual points can
be treated as independently and identically distributed over the region. This prompts
an alternative approach to specifying the structure of point processes in a bounded
domain or, more generally, of any point process in which the total number of points
is finite with probability 1. Such a process is called a finite point process.

The approach suggested is first to specify the distribution of the total number N
of points and then, given N, to specify the joint distribution of the N points over
the region. Such finite point processes arise naturally as models for populations
of animals, insects and plants in the ecological Field and as models for particle
processes in physics. To define and simulate a finite point process, let’s suppose that
the following conditions hold: (a) The points are located in a complete separable
metric space X, ,as, for example, X = R?. (b) A distribution {p,} (n=0,1,...) is
given determining the total number of points in the population, with X°_ 4 p, = 1. (¢)
For each integer n > 1, a probability distribution IT,(.) is given on the Borel sets of
X" =X x---x X, and it determines the joint distribution of the positions of the points
of the process, given that their total number is n.

A fundamental class of point processes arising in statistical physics is described by
means of forces acting on and between particles. The total potential energy corres-
ponding to a given configuration of particles is assumed to be decomposable into
terms representing the interactions between the particles. Such point processes are
called Gibbs processes. A particular Gibbs process, the Strauss point process, based
only on the number of neighbour pairs of points {or events), is developed.

Conditional on n, the likelihood function for a Gibbs model is of the form

[r1(517~~- Sn3Y) = 2 z CI) ”S'
Cn( 1<i<j<n

where the normalizing constant is

0 Culy) = /”exp{ Y offsi—si|; y)}dsl ds,.

I<i<j<n

Maximum likelihood estimation of y requires the evaluation of (1). Although it is not
usually obtainable in closed form, approximate expressions are sometimes available.
Ogata-Tanemura (1981) used the cluster-expansion method of statistical mechanics to
obtain an approximation of (1). Using up to the second-order cluster integral, the
normalizing constant is approximately
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n(n—1)/2
Cn(Y) :(|X|'l) { I — %’YT)} e

where

d/2 oo
b0 = e 1= expl =)

Penttinen (1984) suggests a Newton-Raphson-type algorithm for solving the m.I. es-
timating equation

Yer1 =% — (Cr()) " Bre)

where Br(8) and T'7(8) are given in Section 3.1. Finally, it is studied another method
based on virtal expansions. The approximation consists of

n~og(Cy) = (b,/2) Jo2 fiadsz + (b2/4) fra fi2 fi3 fr3dsadsa
+(b; /8) frelfizfi3fiafo3 foafra+ 6f12f13f1a fo3 foa + 3f12f1afaa faa)dsadsydss ...

where b, = n/|X| and f;; = exp{—-CI)(Hsi — sj“ ;7)} — 1 (Ripley, 1988).

The paper finishes up with an application of these theoretical techniques to model the
spatial pattern of some biological data.
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SECCIO DOCENT I PROBLEMES

La «Secci6é docent i problemes» té 1’objectiu de publicar articles de caire docent,
dificilment publicables en revistes de recerca. A cada nimero de Qiiestiid s’inclouen
d’un a tres problemes i les solucions es donen en el nimero segiient.

Els lectors poden proposar problemes amb les solucions pertinents i enviar-los a
Qiiestiic, que fara una seleccid 1 en publicara els més adequats, fent la corresponent
referéncia a ’autor.

També seran ben rebudes solucions alternatives a les propostes fetes per I’autor dels
problemes. L’editorial es reservara, perd, el dret a publicar-les.






SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 21 N. 3

PROBLEMA N. 66

l.a=BPb y b=BQ aimplican
a=p*PQa
que demuestra que @ es un vector propio de PQ de valor propio A = 1/B2.
2. Si 1,, 1, son vectores columnas de unos, entonces
01,=1, Pl,=1,

como consecuencia de que las filas de P y Q son vectores de probabilidad

(suman 1). Por tanto
PQ1,=P1,=1,

y las filas de PQ son también vectores de probabilidad.
Luego 1, = (1,...,1)" es vector propio de PQ de valor propio A = 1.

3. Indiquemos C = PQ = (c;;), C" = (cij{n)). Si V = (v1,...,vp)" es vector
propio de C de valor propio A, entonces

CVv=A = CV=\AV

Indiquemos C"V = (wy,... ,w,)’. Entonces w; = A"v; y
P
w; = Z c,‘j(n)v_,'
=1
C" es una matriz cuyas filas son también vectores de probabilidad. Luego

r P
wil < 3 cij(m)lvil =3 vl
=

J=1

Asf |w;| estd acotado. Pero |w;| = A"|v;|. Si A > 1, tendriamos que |w;| "=3 oo,
contradiciendo la acotacion de |wi|. Esto pruebaque 0 < A < 1.

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona
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PROBLEMA N. 67

Consideremos la funcién paramétrica ‘¥ (x,6)
W(x,0) =P(X € x)=Fp(x)
Un estimador insesgado de ¥(x,0) a partir de una muestra x es la variable Bernouilli

I si x; € x

W(x,0) = {

0 si x> x,
cuya varianza es Fo(x) (1 — Fa(x)).

Aplicando la desigualdad de Cramer-Rao

J 2
== Fo(x)
Ro) (1 - Fo(a)) > L"—"R—e)—)—

Pero para todo x
> Fp(x) (1 = Fp(x))

N (%Fe(x))z
T

oy —

=

asi que

P 2
que es equivalente a [{6) > 4 <5§ Fe(x)> y esta desigualdad se cumple uniforme-

mente en x.

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona
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PROBLEMES PROPOSATS

PROBLEMA N. 68

Un comerciant viatja diariament.a Barcelona (B), Girona (G) i Tarragona (T). Si un
dia esta a B, la probabilitat de que I’endema viatgi a G és 0.3 i a T és 0.2. Siesta a
G, la probabilitat de que 'endema segueixi a G és 0.5 1 la de que viatgi a B és també
0.5. Si un dia esta a T la probabilitat de que ’endema continui a T és 0.5 i de que
viatgi a B és 0.5.

1) Si un dilluns esta a B, calculeu la probilitat de que el dimecres estigui a G.

2) L'empresa destina anualment | milié de ptes al viatjant per a despeses d’estada
a B, Gi T, perdo li demana que faci un pressupost. Calculeu aquest pressupost
repartint el milié en despeses previstes a B, G 1 T.

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona

PROBLEMA N. 69

Siguin, a cada punt geografic del mar, X i T la nebulositat del cel i la temperatura
del mar. Suposem que X és una variable aleatdria uniforme amb densitat f(x) =1,
0 < x < 1. La funcié de densitat de probabilitat de T és g(¢) i les variables X i T
s6n estocasticament independents. La temperatura ¥ que un satél-lit artificial mesura
sobre cada punt del mar és ¥ = T(1 — X). Cal notar que només sén observables les
variables X 1 Y.

1) Calcula la mitjana u(7) en funcién de u(Y).

2) Si la distribucié de T és exponencial negativa amb parametre oo = 1, troba la
densitat bivariant de (X,Y).

C.M. Cuadras
Universitat de Barcelona
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Institute

The TES Institute
Training of European Statisticians

TES OR THE ENHANCEMENT OF STATISTICS

The TES Institute is a non-profit association created in November 1996 by the Direc-
tors General of the National Statistical Institutes of ten Member States of the European
Union and of the four Member States of the European Free Trade Association.

As an international post-graduate vocational training institute for statisticians, the
mission of the TES Institute is to create truly European vocational training and staff
development opportunities at post-graduate level. The annual training programmes are
designed for target groups ranging from young statisticians to executives of National
Statistical Institutes.

Over the last five years, the objectives of the TES Institute were (a) to provide training
courses and seminars of short duration at post-graduate level, thus offering statisticians
opportunities to perfect their skills, (b) to provide a forum for mutual consultation
on vocational training for statisticians, (c¢) to give assistance in the training for new
European statistical projects, thus disseminating standards, European methods and
classifications, and to help future members to prepare for their integration into the
European Statistical System, and (d) to promote exchanges of skills and experiences.

TYPES OF TRAINING

The TES Institute offers two types of training: the Core Programme and the Special
Courses Programme. Both of them are covering the following specialisation areas:



(1) Data Collection and Survey Methodology, (2) Economic Statistics, (3) Social Sta-
tistics and (4) Publication, Dissemination and Use of Statistics, complemented by the
Common Courses (general- «statistical» culture) and the Support Courses (statistical
analysis, computing techniques and statistical management).

The Core Programme

The annual training programmes are designed for public sector statisticians in the
Member States of the EU and EFTA. However, the programmes are also open to
the National Statistical Institutes of countries in Central and Eastern Euro-
pe, the Mediterranean Basin, some other selected countries and private sector statis-
ticians.

The leading principle for the definition of the annual programmes and the detailed
content of each of the courses is that choices are made on the basis of the training needs
in the Member States of the EU and the EFTA. The Core Programme is subsidised
by the Statistical Office of European Commission (Eurostat).

The Special Courses Programme

The Special Courses Programme is designed for public sector statisticians from coun-
trics outside the EU and the EFTA. At this moment its main clients are statisticians
from the Central European countries and the countries of the Mediterranean Basin.
The Special Courses Programme is not subsidised.

The Special Courses Programme consists of courses which are either repeats of exis-
ting courses in the Core Programme or tailor-made courses at the request of a country
or a group of countries. Whenever a course from the Core Programme is repeated,
the content is reviewed and adapted to the specific needs of the participants.

TRAINING ORGANISATION

Obviously, vocational training programmes of this kind imply the involvement of
different groups of people.

o The training staff of the TES courses consists of an international pool of trainers
(highly qualified practitioners and university professors). This pool is responsi-
ble for the design and the execution of the courses and the development of the
course material, which are annually reassessed and updated where necessary. Each
year the organisation of the programme requires the intervention of about hundred
trainers.



o The National Statistical Institutes of the European Union (EU), the European Free
Trade Association (EFTA), the Central and Eastern European Countries (ECO!)
and the Mediterranean Basin countries’ have nominated TES Correspondents for
the TES programme. This network of TES Correspondents is responsible for the
communication between their Institute and the TES Institute, for the co-ordination
of the registration of candidates and for the dissemination of information about
TES courses.

e The main task of the staff of the TES Institute is to assist in the design, to organise
and to give logistic support to the international vocational training programme and
to provide information about existing training possibilities in the various countries
in Europe. To carry out these activities, the TES Institute comprises a permanent
team of eleven people.

CURRENT ACTIVITIES

Training Core and Special Courses Programmes

Over the last five year, the TES Institute organised some 110 courses in the framework
of the Core Programme open to EU, EFTA and ECO statisticians. Besides, Special
Courses have also been organised especially for statisticians from ECO countries.

On the whole, about 600 participants have been trained every year through these two
kind of training programme.

Moreover, since 21 May 1997, when the first Eurostat Task Force on Training for
MEDSTAT countries was organised, the TES Institute officially extended its training
activities to the Mediterranean Basin countries.

Ad hoc projects

Recently, a seminar on «Education Statistics» has been organised at the request of
Eurostat (Vienna, January 1998).

Moreover, two ad hoc courses (5 days) for the statistical service of Malta: the course
«Enterprise Statistics» and the course «National Accounts Statistics in Practice». Both
courses were executed end 1997.

I Albania, Bulgaria, Czech Republic, Estonia, Hungary, FYROM (Former Yugoslav Republic of Mace-
donia), Latvia, Lithuania, Poland, Romania, Slovakia and Slovenia.
2 Algeria, Cyprus, Egypt, Israel, Jordan, Lebanon, Malta, Morocco, Palestine. Syria, Tunisia, Turkey.



In a near future, the TES Institute will carry out:

e Two seminars on «Statistics and Policy Making» at the request of ‘the Palestinian
Statistical Training Centre (Gaza, Westbank). These seminars will be financed
through UN funds and are carried out in co-operation with UNITAR, the UN
Institute for Training and Research, Geneva. Again this seminar may be introduced,
in a modified form, in the future regular programme.

e The first part of a «Summer School on Social Statistics» in July 1998 (5! days)
in Siena. The other two parts are planned for summer 1999 and 2000.

e Specific training will be provided to statisticians from the Ukrainian Statistical
Office. The training will cover Business Registers, Enterprise Statistics and National
Accounts.

Consulting

Apart from the well-known training activities, the TES Institute has recently set up a
procedure for consulting activities.

In this context, the TES Institute is requested to provide support to the set-up of a
training centre for statisticians in a specific country in Ukraine. This support will
consist of (a) training of future trainers, as above mentioned and (b) consulting for
curriculum development for their future training programmes.

Publication

Articles The TES Institute is regularly publishing articles on its current activities in
periodic Newsletter of several Statistical Institutes and some statistical journals (as
«Quaderns d’Estadistica 1 Investigacié Operativa» (Qiiestiid), edited by the Institut
d’Estadistica de Catalunya).

Manuals

The TES Institute decided to set up a TES Manual series for the manuals to be
developed in the specialisation areas covered by the vocational training programme
(i.e. Data Collection and Survey Methodology, Economic Statistics, Social Statistics
and Publication, Dissemination and Use of Statistics).

By the end of this year, the following publications will be available at the TES
Institute:

o «Introduction to Demographic Data Analysis» by Mr Otto Andersen from Statistics
Denmark. This manual will cover subjects like: data in demography, lexis diagram,
fertility, mortality, etc. As the manual will be available at the TES Institute.



«Index Number Theory and Practice» by Prof. Marco Martini from the University
of Milano.

Please inform the TES Institute if you are interested in the above mentioned publica-
tions (articles and/or manuals) and detailed information will be forwarded to you.

GENERAL INFORMATION

For further information about courses, new brochure, publications, specific projects
and so on, please contact Ms Valérie Vandewalle:

by phone: +352/29 85 85 34

fax: +352/29 85 29/30

e-mail: vvandewalle @tes-institute.lu
website: http://www.restena.lu/tes.institute
for mail: 5, rue Guillaume Kroll

L - 1882 Luxembourg

ANNEX

The courses to be organised between April and June 1998 in the framework of the
Core Programme are listed below:

From 6 to 8 April, Mr Stelluto (Bureau of Census - USA) will present the Cons-
truction and Use of the Employment Cost Index. The course will be provided in
English in Barcelona.

From 20 to 23 April, the TES Institute will host the course of Mr Barnabé (Statistics
Canada) on Planning and Management of Statistical Programmes.

The course on Notions of Sampling and Survey for Managers will be given in French
by Prof. Droesbeke in the premises of the Belgian National Statistical Institute from
27 to 29 April. (Not included in the overview published in Qiiestiid, vol. 21, num.
3)

The Variance Estimation and Discrete Data Analysis for Complex Surveys will be
presented by Mr Lehtonen (Statistics Finland) from 4 to 6 May. It will take place
within the Finnish Statistical Office.

The course on Nomenclatures, Classifications and their Harmonisation will be given
in English by Mr Langkjaer (Eurostat) in the premises of the TES Institute from 4
to 8 May.



Mr Glitzel (Eurostat) will present the Revised European System of Accounts (ESA
95) - Financial Accounts from 11 to 13 May in the premises of the TES Institute in
Luxembourg. (Not included in the overview published in Qiiestiio, vol. 21, num.
3)

From 25 to 29 May, Prof. von der Lippe (University of Essen) will present the main
concepts of Price Index Theory and Price Statistics. The course will be organised
in Diisseldorf and presented in English.

Prof. Smith (University of Southampton) will give a course on Sampling Techniques
and Practice in Southampton from 1% to 12 June.

Mr Lyberg (Statistics Sweden) will present in English how to Deal with Non Res-
ponse. The course will be organised in Stockholm from 8 to 12 June,

Mr Domergue (INSEE) will present in French the main concepts of National Ac-
counts Statistics in Practice from 15 June to 26 June in Paris.

Mr Carlsen will present in English The Set-up and Operation of Data-Shop and
Marketing of Statistical Services in the premises of Statistics Denmark from 15 to
19 June.

From 15 to 19 June, Mr Bergstrom (Statistics Norway) will present the Set-up, Use
and Maintenance of Business Registers. The course will be provided in English in
Oslo. {Not included in the overview published in Qiiestiié, vol. 21, num. 3.)

From 16 to 19 June, the TES Institute will host the course of Mr Miiller on The
European Labour Force Survey.

Statistical Presentation with Graphic Software will be treated by Mr Wallgren (Sta-
tistics Sweden) from 22 to 24 June. It will take place within the Swedish Statistical
Office.

The course on the Application of the Blaise System will be organised at the end of
the academic year (details about this course will be provided later).
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Compstat 98

INTRODUCTION

Statistical computing
provides the link between
statistical theory and
applied statistics.
COMPSTAT'98 will range
over all aspects of this link,
from development and
implementation of new
computer-based statistical
methodology to innovative
applications and software
evaluation. The conference
will appeal to anyone using
computers in statistics,
whether in universities,
industrial companies,
research institutes or as
software developers.

The conference is
organised by
IACR-Rothamsted,
IACR-Long Ashton,

the University of Bristol
Department of
Mathematics and the
University of Bath
Department of
Mathematical Sciences.
We have a strong
involvement in statistical
computing and a long
association with
COMPSTAT, and look
forward to welcoming you
to a stimulating and
enjoyable conference.
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The conference will present an extensive
programme of invited and contributed
papers, covering the following topics.

C1: Statistical Research — development of
statistical methodology, especially
topics that rely on computers and
computing environments.

C2: Computing - contributions of
computer algorithms, tools and
environments to the practice of
statistics.

C3: Applied Statistics — innovative
applications of statistical computing in
any area of current interest.

The conference proceedings will be
published in two volumes, ready for each
{full) participant to be given a copy at
the start of the conference. Volume 1,
published by Springer Verlag, contains
the refereed Full Contributions and the
Invited Papers. Volume 2, published by
IACR-Rothamsted and University

of Bristol, contains the Short
Communications and Posters.

The current content of the invited
programme is listed below.

INVITED SPEAKERS

Brian Cullis (Australia)
Analysis of spatially correlated data
Krystof Eben (Czech Republic)
Mortality pattern prediction in worker
cohorts
John Eccleston (Australia)
Computational issues in the design of
experiments for correlated data
Heikki Mannila (Finland)
Data mining and hierarchical models
Jacqueline Meulman (Netherlands)
Optimal scoring methods for graphical
multivariate data analysis
Geert Molenberghs (Belgium)
The analysis of multivariate clustered
binary data from developmental
toxicity experiments
Marlene Miiller (Germany)
Interactive teaching of statistics

Florence Muri (France)
Modelling bacterial genomes using
hidden Markov models

Christian Robert (France)
Bayesian and likelihood inferences for
latent variable models

Roberta Siciliano (ltaly)
Exploratory versus decision trees

Bernard Silverman (United Kingdom)
Wavelets in statistics: some recent
developments

Dag Tjgstheim (Norway)
Exploring time series using semi- and
nonparametric methods

Mariano Valderrama (Spain)
Time series forecasting by functional
principal component methods
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LOCAL INFORMATION

Bristol is an attractive city in the South-
West of England. It is set in pleasant
surroundings and contains a wide range
of sites of historic interest ranging from
St Mary Redcliffe Church (“the fairest, the
goodliest and most famous parish church
in the Kingdom” according to Queen
Elizabeth 1in 1574) and Bristol Cathedral,
to the SS Great Britain (one of the original
iron ships) and the Clifton suspension
bridge. The Arts are well represented with
the Theatre Royal (the oldest theatre in
England), a fine City Museum and Art
Gallery, concert halls and the Arnolfini
Complex for contemporary visual arts,
music, dance and cinema. The conference
is based at the University of Bristol’s
academic and administrative campus
situated within easy walking distance

of the city centre and attractive historical
areas such as Clifton, with their shops,
cafés and night clubs!

TRAVEL ADVICE

Bristol has excellent connections by

train and road to the rest of the United
Kingdom or, via Eurotunnel, to Europe

as a whole. The most convenient railway
station is Bristol Temple Meads, in the
centre of Bristol, which is about 2 km
from the University campus and

about 5 km from the Stoke Bishop
accommodation. There are usually plenty
of taxis, but we will also provide car
transport from the station to Stoke
Bishop for those arriving on Sunday
afternoon. There is an hourly train service
taking about 1hr 45minutes between
Bristol and London (Paddington Statior).
The trains stop at Reading, for coach
connections to London Heathrow Airport.
There are also trains from London -
Gatwick to Reading. Bristol has its own
airport situated about 12 km to the south
west of the city, with flights to and from
many leading European cities.
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ACCOMMODATION

The official conference accommodation
will be in single study bedrooms in the
University of Bristol Halls of Residence,
situated in a park and woodland setting
in the area of Stoke Bishop, about 5 km
to the north of the city centre and 3 km
from the academic campus. There are
280 rooms with ensuite facilities available
at the cost of £37 per night (bed and
breakfast). There are also a number of
standard rooms with washbasin, but
shared bath and toilet facilities, at a lower
cost of £22 per night (bed & breakfast).
There will be a courtesy coach service to
transport participants between Stoke
Bishop and the academic campus at the
beginning and end of the scientific
programme each day, and to and from all
the social events. Alternatively, a hotel list
is available by post or on the World Wide
Web if you wish to make your own
arrangements. We regret that disabled
participants will need accompanying
helpers, as access to the academic
campus and to the Halls involves
climbing flights of steps.

MEALS

Buffet lunches will be available at the
University, with a vegetarian option, for all
five days of the conference at an inclusive
price of £44 (a packed lunch will be
available for those taking lunches and
wishing to join the walking tour to the
Brecon Beacons on Wednesday). The
Conference Dinner, on Thursday 27 August
in the Victoria Rooms, Clifton will cost £30.
A self-service dinner can be booked at

the Halls of Residence on 23 August at

a cost of £10:
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There will be a full programme of social
events to allow participants to meet
friends, exchange ideas and see many
of the local attractions.

Sunday 23 August
Informal get-together at the Halls
of Residence

Monday 24 August
Reception by Bristol City Council
at The Council House

Tuesday 25 August
Organ recital and self-guided tour
at St Mary Redcliffe Church

Wednesday 26 August

A choice of excursions:

1. Tour to Avebury, Stonehenge
and Salisbury

2. Tour to Cheddar, Glastonbury
and Wells

3. Visit to the City of Bath and
Roman Baths

4. Tour of the Bristol Docks area,
including boat trip and visit to the
SS Great Britain

5. Strenuous walk in the Brecon

Beacon hills

Thursday 27 August
Conference dinner in the Victoria
Rooms, Clifton
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Until Until After

9 April 24 June 24 June
ISI/IASC member £160 f190 £220
Others figo f220 f250
Accompanying person fa0 f40 f40

There is also a student rate, available on application
supported by a letter from your Head of Department.
The fee includes:

m the proceedings

m attendance at all scientific sessions, poster, book
and software exhibitions,

m participation in the social programme
(excluding excursions and conference dinner)

m refreshments during morning and afternoon breaks

Meals, conference dinner and accommodation will be
charged for separately, and a charge of £10 will be made
for excursions. Cancellation will incur a charge of £30 up
to 26 April, £60 up to 24 June; no refund can be made
after 24 June.

FURTHER INFORMATION

Up-to-date information about the
conference, and the Bristol locality, will be
maintained on our Web site:
http://www.stats.bris.ac.uk/COMPSTAT/
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SCIENTIFIC PROGRAMME COMMITTEE - ADDRESS FOR CORRESPONDENCE "=+

Roger Payne (United Kingdom), Chair COMPSTAT g8

Jaromir Antoch (Czech Repubilic) c/o G.M. Arnold,

Gianfranco Galmacci (Italy) IACR — Long Ashton Research Station,
Peter Green (United Kingdom) Department of Agricultural Sciences,
Wolfgang Hardle (Germany) 'Uni\)ersity of Bristol,

Peter van der Heijden (Netherlands) Long Ashton,

Albert Prat (Spain) Bristol BS41 9AF, UK

Jean Pierre Raoult (France) Fax: +44 1275 394007

Mats Rudemo (Sweden) Email: compstat-98@bristol.ac.uk
CONSULTATIVE MEMBERS:

ASC — Andrew Westlake (United Kingdom) Information is also available

ERS IASC - Antoine de Falguerolles (France) ~ on the World Wide Web:

EARS IASC — Chooichiro Asano (Japan) http://www.stats.bris.ac.uk/COMPSTAT/
EUROSTAT - Christian Guittet

(Luxembourg)

IASC - Malcolm Hudson {Australia)
INTERFACE — Carey Priebe (USA)

LOCAL ORGANISING COMMITTEE

Roger Payne (IACR-Rothamsted) Chair
Peter Lane (IACR-Rothamsted)

Peter Green (University of Bristol)
Steve Brooks (University of Bristol)
Gillian Arnold (IACR-Long Ashton)
Phil Brain (IACR-Long Ashton)

Stuart Barber (University of Bath)
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NOVETATS DE SOFTWARE

La seccié «Novetats de software» té la finalitat de promoure I’intercanvi d’informacié
relacionada amb programes d’ordinador disponibles, destinats a la implementaci6 de
metodologia estadistica o investigacié operativa.

A causa de I'important creixement que ha experimentat la utilitzacié dels ordinadors
en totes les arees cientifiques 1 técniques, 1 a les esmentades més amunt, en particu-
lar, hi ha un bon nombre d’investigadors que han desenvolupat programaris propis,
I’existéncia dels quals és desconeguda, de vegades, per molts lectors que els podrien
aprofitar. Per aix0, creiem que és convenient i Util donar-los a con&ixer mitjangant
Qiiestiio, amb el benentés que només actuaria com a mitja de difusié.

Amb tota certesa, la vostra col-laboracié sera d’utilitat per a molts lectors als qui
facilitara el treball 1, alhora, aquests podran ajudar els autors del programes suggerint-
los possibles millores.






SPAD, UN SISTEMA DE EXPLORACION
MULTIVARIANTE DE DATOS

TOMAS ALUJA-BANET

Dpto. de Estadistica e Investigacion Operativa
Universitat Politecnica de Catalunya

SPAD es un sistema estadistico para el tratamiento exploratorio multivariante de gran-
des tablas de datos.

SPAD es un sistema que remonta a los trabajos pioneros de L. Lebart y A. Morineau a
lo largo de una treintena de afios y cuenta como fundamento la base cientifica reflejada
en varias publicaciones (Dunod, 1977, Dunod 1979, Wiley 1984, Marcombo 1985,
Dunod 1995). La concepcién del sistema ha ido pareja a su préctica en el tratamiento
de datos de encuesta’.

En la actualidad SPAD estd desarrollado por la sociedad CISIA (Centre International
de Statistique et Informatique Appliquées) y su uso estd ampliamente difundido en el
entorno francés, tanto en las universidades como en las empresas privadas.

SPAD implementa la estrategia de andlisis de datos propia de la escuela francesa,
basada en «aprender directamente de los datos», o también pasar de los datos en
forma tabular a una representacion visual de los datos «informativa» para el usuario.
En este sentido, el desarrollo de esta filosofia es deudora del avance informatico: el
hecho de disponer de enormes bases de datos almacenadas, el hecho de que «ahora» es
posible tratar toda la poblacién y no solamente una muestra (aleatoria por supuesto),
el hecho de disponer de pantallas de alta resolucién permitiendo una presentacion
grafica interactiva y de alta calidad, pone de actualidad lo que de una forma mas
global se conoce como data mining, punto de encuentro de los sistemas de bases de
datos, la estadistica y los sistemas expertos, dentro de cuyo dmbito SPAD puede ser
considerado.

'En particular, la encuesta nacional sobre «Condiciones de vida y aspiraciones de los ciudadanos
franceses», realizada por el CREDOC (Centre de Recherche pour I’Etude et I’Observation des Conditions
de Vie) de periodicidad semestral.
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Los principios en los que se basa SPAD se pueden resumir en los siguientes puntos:

No tener en cuenta el modelo probabilistico subyacente de forma explicita.
Estar orientada al tratamiento de grandes tablas de datos.

Basado en la representacién visual de la «informacién» contenida en los datos.

el

Bisqueda automdtica de la mejor caracterizacidn posible entre todos los objetos
participantes en el andlisis (ejes factoriales, clases, variables, etc.).

Desde 1995 SPAD cuenta con una versién Windows, muy facil de utilizar y que ha
dejado obsoleto el antiguo lenguaje de comandos de las versiones DOS.

SPAD esté estructurado en médulos, donde el mddulo base es SPAD.N (Niicleo) y al
cual nos referiremos en esta resefia. Otros médulos son: SPAD.D (Decision) destinado
a la estimacién de modelos lineales generales, discriminacién entre dos grupos, célculo
de la funcién de «score», etc; SPAD.S (Segmentacion) que implementa los algoritmos
de CART (Breiman et al. 1984) para la obtencién de segmentaciones por drbol binario
de decision; SPAD.TM que implementa los métodos de andlisis de tablas ternarias:
Statis (Lavit, 1988) y AFM (Escofier, Pages 1990); SPAD.MC que implementa el
Andlisis Conjunto, especialmente indicado para aquellos problemas de disefio del
«producto ideal», segiin las preferencias expresadas por los consumidores, y esta en
proceso el médulo SPAD.Local para la realizacidn de andlisis factoriales condicionales
(sin tener que pasar por la estimacién previa de ningtin modelo) y clasificaciones con
restriccion de contigiiidad.

En su version Windows, SPAD.N comprende un editor para la captura de los datos
y su diccionario?, un sistema de menis para la eleccion de los andlisis a ejecutar
mediante una arquitectura de ramas’®, un médulo grifico para dibujar los graficos

factoriales y un editor de arboles jerdrquicos.

El sistema estd organizado de forma modular mediante procedimientos, cada uno de-
finido por un icono. Un procedimiento corresponde a un conjunto de operaciones
estadisticas o de gestion pertinentes en una determinada fase del analisis. La secuen-
ciacién de iconos define una rama, la cual corresponde a una explotacién concreta de
una base de datos. Una ayuda en linea estd siempre disponible para guiar al usuario
en la eleccion de las opciones mds adecuadas, y para poder cambiar los valores por
defecto propuestos por el sistema.

2La captura se datos se realiza mediante una interficie del mismo estilo que la de EXCEL.

*Hemos traducido la palabra original filiére, la cual da idea de secuencia que hay que ir resolviendo
hasta llegar al andlisis global de los datos, por la palabra mds ecoldgica de rama, que también es una
secuencia de nodos, los cuales, si la rama estd bien definida, dardn su fruto que son los resultados del
andlisis.
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Los procedimientos pueden agruparse en:
Procedimientos de descripcidmr estadistica
e Caracterizacién de variables nominales.
¢ Caracterizacién de una particién.
e Caracterizacién de una variable continua.
e Caracterizacion de los ejes factoriales.
e Descripcion sumaria de una tabla de datos.

e Tablas cruzadas.

Procedimientos factoriales

¢ Componentes Principales.

s Correspondencias Simples

Correspondencias Miltiples

Correspondencias Miiltiples Condicionales

Correspondencias Miiltiples con eleccién de las modalidades.

Procedimientos de clasificacion
e Clasificacion jerdrquica
e Clasificacién mixta sobre una tabla de datos grande

e Particion del drbol jerarquico.

De comunicacion

e Importacidn y exportacion de ficheros ASCII.
e Importacién de ficheros EXCEL, DBASE, etc.
¢ Exportacién de resultados a EXCEL.

e Importacion de ficheros SAS y de SPSS.

De gestion

e Creaci6n de nuevas variables.

e Recodificacion, variables cruzadas.
e Reponderacion.

e Seleccion de muestras aleatorias.

Archivo de coordenadas factoriales y de particiones.
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ONSUM.FIL - acp des dépenses en conso... BRIR E3

Figura 1. Rama tipica de un andlisis con SPAD.N

Como mero ejemplo de las salidas obtenidas por el procedimiento de Andlisis de Com-
ponentes Principales, la Figura 2 presenta un ejemplo de representacién simultdnea
de las direcciones de crecimiento de las variables (ejes originales del espacio de los
individuos) junto con la proyeccion de los individuos sobre el primer plano factorial®.

En su ultima versiéon SPAD v3.2 incorpora algunas mejoras, entre las cuales el poder
efectuar andlisis directamente sobre tablas obtenidas por agregacién segiin una cierta
variable o variables categdricas (definidas segin la conveniencia del ususario). Se
tratard de un ACS si la tabla producida es de frecuencias o de un ACP si se trata de
una tabla de medias. Se amplia la posibilidad de utilizar todas las facilidades graficas
provistas en los grdficos factoriales también para los diagramas bivariante de dos
variables continuas. Poder efectuar graficos de los residuos de una regresién multiple.
Graficos en galerfa. Rotaciones 3D. Salida automdtica de los resultados tabulares en
formato EXCEL. Conexion SPSS y SAS y concatenacién o yuxtaposicién de ficheros.

4Sefialemos que esta representacién conjunta es un caso particular de la representacion denominada
biplot {(seguramente la mds Gtil).
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The journal accepts for their publication original articles that are not being considered for
publication in any other journal in the fields of Statistics, Operational Research, Official
Statistics or Biometrics. Articles may be theoretical or applied, including teaching aspects
and applications and will be accepted in English, French, Catalan or any of the official
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should include a title, the name of the author or authors, their affiliaticn, full address and also
an abstract of the paper (10-15 lines) at the beginning of the article and the translation of the
title into English, followed by the main keywords (in the original language) and its assignation
in the AMS classification as well. Bibliographical references should state the author's name
followed by the year of publication in brackets [e.g.: Mahalanobis (1936), Rao (1928b)] and
they should be listed at the end of the article in alphabetical order. Footnotes should be
numbered in the article and appear at the foot of the corresponding page.

Once the evaluation has been passed, the author is required to provide the article on a
diskette togheter with its printed version, processed by LATEX, preferably, or, failing that,
Word Perfect (6.0A or earlier) or ASCII for text and tables. For grafics and figures, the
appropriate formats of the editing programs PS, EPS, PCX o BMDP are strongly
recommended. On the other hand, if the article is not written in English, the translation of
its original title, abstract and keywords should be enclosed, as well as a full summary of
the article in English (2-5 pages and with the same structure and titles that the original
shows). The Secretary of Questiid offers, to the authors who may request it, the precise
rules of submission, the LATEX patterns for its edition and the appropriate AMS
classification references.

QUESTIIO

Institut d’Estadistica de Catalunya
Via Laietana, 58

08003 Barcelona

Phone: +34-934121536. Fax: +34-934123145



